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Abstract 
Beams placed on elastic foundations are widely used in simulating a main portion of 

mechanical and civil structures. The buckling behavior of these beams, including the load and the 

shape of the buckling mode, is different from normal beams due to the loads imposed by the 

elastic foundation that is proportional to the beam deflection. Due to their functional modality, 

these types of beams are generally subjected to repetitive loads (such as railway tracks) and 

extreme environmental conditions (such as piles and buried pipelines), making them susceptible 

to damage such as cracks. The presence of these flaws along the members can lead to premature 

failure of these structural elements due to buckling in the damaged area. Evaluating the stability 

of such structures considering structural flaws is essential for ensuring their safety. In this 

context, this paper presents a new method for calculating the closed-form solution to the buckling 

of cracked beams on elastic foundations. In the proposed method, a concentrated moment is used 

to model the crack and apply the slope difference caused by the crack at the damage location. 

Then, the governing differential equations for pin-ended beams are derived, and by using Fourier 

expansion and calculating the value of applied moment, a closed-form solution is presented to 

calculate the buckling of beams on elastic foundations. Using this technique for crack modeling 

makes it easier to solve beam differential equations and achieve a closed-form solution for 

calculating beam buckling load. Finally, the effects of different parameters such as the bending 

stiffness of the beam, length of the beam, crack depth, and stiffness of the bed on the buckling 

load of the beam can be studied. To verify the proposed solution, the results of solving closed-

form equations are compared with the exact solutions of simplified problems and the results from 

finite element models, which confirms the accuracy of the performed calculations. As the current 

solutions to the buckling of cracked beams on an elastic foundation are mainly based on 

numerical or finite element methods, the presented closed-form solution in this study can 

significantly contribute to enhancing the accuracy and facility of calculations in the design and 

analysis process for such structures. 
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 بسته کمانش تیر ترک خورده روی بستر الاستیک با تکنیک لنگرمعادل پاسخ فرم

 *2اکرمی، وحید 1طوبی مکارمی

 ، اردبیل، ایران.کارشناسی ارشد، مهندسی عمران، دانشگاه محقق اردبیلی .1

 ، اردبیل، ایران.دانشیار، مهندسی عمران، دانشگاه محقق اردبیلی .2

 چکیده

هاای مکاانیکی و    ای از ساازه  سازی بخش عمده ای در شبیه تیرهای قرار گرفته روی بستر الاستیک، کاربرد گسترده
رفتار کمانشی این تیرها شامل بار و شکل مود کمانشی، به دلیل بارهای وارد از سوی بستر الاستیک کاه  عمرانی دارند. 

باشند، متفاوت با تیرهای معمولی هستند. این نوع تیرها به دلیل ماهیت عملکاردی خاود عموماا     متناسب با خیز تیر می
هاا و خطاوط لولاه مادفون( قارار       )مانند شمع تحت بارهای تکرارشونده )مانند خطوط ریلی( و شرایط محیطی شدید

تواناد باعاخ خرابای زود     ها در طول عضاو مای   باشند. وجود این نقص هایی مانند ترک می داشته و مستعد بروز آسیب
هاایی،   دیده شود. برای اطمینان از ایمنی چناین ساازه   ای به دلیل بروز کمانش در محل آسیب های سازه هنگام این المان
باشاد. در هماین راساتا، مقالاه حاوار رو        ای حائز اهمیت می های سازه اری آنها با در نظر گرفتن نقصبررسی پاید

دهد. در رو  پیشانهادی   بسته کمانش تیر ترک خورده روی بستر الاستیک ارائه می جدیدی را برای محاسبه پاسخ فرم
شاود. در   ز ترک در محل آسیب اساتفاده مای  از یک لنگر متمرکز به منظور مدلسازی ترک و ایجاد تفاوت شیب ناشی ا

گاهی ساده استخراج شده و با استفاده از بسط فوریه تابع خیز  ادامه معادله دیفرانسیل حاکم بر تیر پیوسته با شرایط تکیه
از شاود. اساتفاده    ای برای محاسبه کمانش تیر روی بستر الاستیک ارائه می بسته و محاسبه مقدار لنگر اعمالی، پاسخ فرم

بسته برای  ای فرم این تکنیک به منظور مدلسازی ترک باعخ سهولت در حل معادلات دیفرانسیل تیر و دستیابی به رابطه
شود. در نهایت تاثیر پارامترهای مختلف مانند سختی خمشی تیر، طاول تیار، عماق تارک و      محاسبه بار کمانش تیر می

هاای   فته است. به منظور بررسی درساتی حال ارائاه شاده، جاوا      سختی بستر بر بار کمانش تیر مورد مطالعه قرار گر
باشد و همچناین نتاای     ای که حل دقیق آنها موجود می بسته معادلات با پاسخ مسائل ساده شده بدست آمده از حل فرم

ه به باشد. با توج های المان محدود مقایسه شده است که این مقایسه موید دقت محاسبات انجام شده می حاصل از مدل
های موجود فعلی برای مسئله کمانش تیر ترک خورده روی بستر الاساتیک بیشاتربه صاورت عاددی و یاا       اینکه پاسخ

تواناد کماک شاایانی باه افازایش دقات و ساهولت         بسته ارائه شده در این تحقیق می باشند، پاسخ فرم محدود می المان
 هایی نماید. محاسبات در روند طراحی و تحلیل چنین سازه

 اریخچه داوریت

 19/04/1403دریافت: 

 22/4/1403بازنگری: 

 30/08/1403پذیر : 

 کلمات کلیدی

 تیر روی بستر الاستیک

 ترک

 بار کمانش

 معادله دیفرانسیل

 بسط فوریه

 تحلیل المان محدود

 

 مقدمه -1

باا  های مهندسی، تیرهاایی   به عنوان یک عنصر اساسی در سازه

هاای صانعتی و عمرانای     بستر الاستیک به طاور گساترده در ساازه   

ها یک الماان   هایی که در آن . همچنین سازه[2 ,1] شوند استفاده می

گیارد، مانناد: خطاوط لولاه      ای روی زمین یا زیر آن قرار مای  سازه

ها، از سری مسائل  آهن ای و خطوط ریل راه های سازه مدفون، شمع

ی  توجاه باه هندساه   مربوط به اندرکنش خاک و سازه هستند که با 

توانند به عنوان یک مدل تیر روی بساتر الاساتیک سااده     سیستم می

ای،  هاای ساازه   های محتمل وارد به سیستم . در بین آسیب[1] شوند

هاا اسات. وجاود تارک در      ترک یکی از رای  ترین عیو  در سازه
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بارداری و   ی بهاره  در طاول دوره  سازه چه در زمان سااخت و چاه  

تواند در طول زمان  رسانی، ممکن است رخ دهد. این امر می خدمت

هاا   منجر به کاهش مقاومت مووعی و حتی شکست ناگهانی ساازه 

. [4 ,3] آیاد  حسا  مای  شود که تهدیدی بزرگ برای ایمنی سازه به

هاا، بررسای پایاداری چناین اعضاای       برای اطمینان از ایمنی ساازه 

های اخیر ایان   . از این رو در سال[5] باشد ای حائز اهمیت می سازه

 موووع مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته است.

در بررسی رفتار تیرهای ترک خورده روی بستر الاساتیک، ساه   

هاا بایاد باه درساتی      جزء کلیدی: تیرها، بسترهای الاستیک و ترک

بااه طااور گسااترده باارای  1رنااولیب-سااازی شااوند. تیاار اویلاار ماادل

ها، مورد اساتفاده   سازی خمش، کمانش، ارتعا  و سایر پدیده مدل

های تحلیلای، تقریبای و عاددی     توان آن را در حل قرار گرفته و می

های پیشنهاد شده در مطالعات مختلف که برای  . از مدل[2]گنجاند 

مادل   تاوان باه   روند، می سازی بسترهایی مانند خاک به کار می شبیه

، 6، رایسانر 5، پاساترناک 4، هتنی3بورودیچ-، فیلوننکو2خطی )وینکلر

و مدل غیرخطای )الاستوپسساتیک،    (8، مدل کر7ولازوف و لئونتیف

هاا از نظار    ( اشاره نمود. همه این مادل 10، کوندنر9دوخطی، چاندرا

 ریاوی معادل هستند و فقط در پارامترهای پایه با هم تفاوت دارند

ترین بسترهای الاستیک باه کاار رفتاه در     . بستر وینکلر از رای [6]

ساازی تارک، عموماا از مادل فنار       واع مطالعات است. برای شبیهان

 .[4] شود خطی یا غیر خطی استفاده می

، بارای   خاورده  رد ورایب شادت تانش در تیرهاای تارک    برآو

ای ایان اعضاا    مانده و یکپاارچگی ساازه   ارزیابی عمر خستگی باقی

یاک   [7] 11. در همین راستا لئونتی و وانتادوری [5]مورد نیاز است

رویکرد تحلیلی و عددی برای تعیین ورایب شدت تنش و بدست 

ای یاک  آوردن نرخ رشد ترک تحت خساتگی تماسای غلتشای بار    

ترک جانبی شایبدار در صافحه ای باا عارد محادود روی بساتر       

باه بررسای تحلیلای و     [8]اناد. همچناین زارع    الاستیک ارائه کرده

روی بساتر    عددی ورایب شدت تنش در تیر منحنی ترک خاورده 

الاستیک تحت ارتعا  خارج از صفحه پرداخته است. بوزیگیت و 

                                                      
1 Euler–Bernoulli 
2 Winkler 
3 Filonenko-Borodich 
4 Hetényi 
5 Pasternak 
6 Reissner 
7 Vlazov and Leontiev 
8 Kerr 
9 Chandra 
10 Kondner 
11 Leonetti & Vantadori 

باه دلیال کااربرد تیرهاای چناد دهاناه روی بساتر          [9] 12همکاران

ای  آهان، مطالعاه   الاستیک در انواع مسائل مهندسی ژئوتکنیک و راه

اناد.   ها انجام داده تحلیلی و عددی برای شناسایی ترک در این سازه

باین محال تارک و انعطااف پاذیری فنار         این کار از طریق رابطاه 

تیرهای اویلار برناولی چناد دهاناه     ی ترک در  دهنده چرخشی نشان

هاای مااتری     روی بستر الاستیک وینکلر، و با اساتفاده از فرماول  

باه   [10] 13انتقال، انجام یافته اسات. همچناین شایان  و همکااران    

نال، رفتاار تیار روی بساتر     منظور بررسای تیییرشاکل عماودی تو   

الاستیک وینکلر تحت بار یکنواخت را با اساتفاده از رو  تحلیال   

 اند. بررسی نموده 15و عملگر استخراج بزیر 14ایزوژئومتریک

تاااکنون مطالعااات متعااددی باارای بررساای پاسااخ دینااامیکی و 

پایداری تیرهای ترک خورده انجام شده است. پژوهشگران، تحلیل 

های کارآمد در تشاخیص تارک    وان یکی از رو ارتعاشی را به عن

. در هماین راساتا، لویاا و    [11] اناد  هایی معرفای کارده   چنین سازه

بااه مقایسااه  [11] 17رزا و لیپیلااو و همچنااین دی [12] 16همکاااران

خواص ارتعاشی تیرهای دارای بستر الاساتیک در حضاور و عادم    

به بررسی تحلیلی  [13]اند. فرقانی و همکاران  حضور ترک پرداخته

دار روی بستر الاساتیک باا    و عددی فرکان  تیرهای ناهمگن ترک

اناد. در زمیناه    پرداختاه  18استفاده از تئوری مرتبه سوم برشای ردی 

به بررسی تحلیلی  [14] 19تیرهای ناهمگن، ایسن و همکاران  مطالعه

و عددی پاسخ دینامیکی تیرهای ناهمگن هسلی شاکل روی بساتر   

با استفاده از تئاوری تیار    [15] 20اند. حسین و للپ الاستیک پرداخته

های مودی ناانو   برنولی و به صورت تحلیلی به بررسی شکل-اویلر

اناد. تاران و    تیر ترک خورده روی بستر الاستیک پاسترناک پرداخته

تحلیلای و    باه محاسابه   22با استفاده از تاابع گارین   [1] 21نگوین لی

عااددی پاسااخ دینااامیکی یااک تیاار تاارک خااورده روی بسااتر      

اند. ساایر   تحت بار متحرک پرداخته 23ویت-ویسکوالاستیک کلوین

 [6] 24مطالعات در این زمینه شاامل تحقیقاات کنماون و همکااران    

ای روی بستر الاساتیک،   روی آثار تاخیر زمانی واکنش سیستم سازه

                                                      
12 Bozyigit et al. 
13 Xiong et al. 
14 Isogeometric 
15 Bézier 
16 Loya et al. 
17 De Rosa and Lippiello 
18 Reddy 
19 Esen et al. 
20 Hossain & Lellep 
21 Tran & Le-Nguyen 
22 Green’s function 
23 kelvin-voigt 
24 Kenmogne 
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روی آثاار بارهاای حرارتای بار      [16]الله و همکاران تحقیقات عبد

پاسخ نانو تیرهای ترک خورده در یک محیط الاساتیک، تحقیقاات   

های مخلاص و   های متعدد، و بررسی برای مدلسازی ترک [2] 1ژائو

روی ارتعا  آزاد تیرهای مخروطی باا تارک هاای     [17]همکاران 

 شود. عروی متعدد روی بستر الاستیک می

تاوان   ستون سالم روی بستر الاستیک را مای -تیر پاسخ کمانشی

ه کارد. از  مشااهد  [19] 3یا سیمیتسا   [18] 2در کارهای تیموشنکو

 [20] 4توان به تحقیقات شا و ژانا   کارهای بعدی در این زمینه می

در خصوص محاسبه بار بحرانی کمانش تیر واقع بر بستر الاساتیک  

هاای تارک    ساتون -شاره کرد. برخسف تیار به رو  المان محدود ا

-خااورده معمااولی، تحقیقااات انجااام شااده در مااورد کمااانش تیاار

باشاد. در   خورده روی بستر الاستیک محادودتر مای   های ترک ستون

ستون روی بستر الاساتیک  -کمانش یک تیر [21] 5این زمینه، وان 

با یک لولای داخلی )با سختی چرخشی صفر( را مطالعاه نماوده و   

ختلف بستر تعیین نموده است. های م محل بهینه لولا را برای سختی

معادلات کمانش را برای یاک تیار بای     [22]در کار دیگری، وان  

تر الاستیک که حاوی یک یا چند ناحیه تضاعیف  نهایت بر روی بس

 6شده است، فرموله کرد. در مطالعه دیگری، ملیسایانو  و گاانت   

های مدفون از طریق مدلساازی عاددی    به بررسی کمانش لوله [23]

ستون بر بستر الاستیک با یک یا دو اتصال انعطااف پاذیر   -یک تیر

بارای بارآورد باار     [4]اند. همچنین اکرمی و عرفاانی   میانی پرداخته

ای ترک خورده، از معاادلات حااکم بار     های استوانه کمانشی پوسته

تیرهای ترک خورده روی بستر الاستیک استفاده نمودند. با توجه به 

سازی تیار تارک    فنر برای شبیه-مطالعه مذکور، از مدل تیر اینکه در

خورده روی بستر الاستیک استفاده شده است، پ  معادلات حااکم  

بر سیستم پیچیده شده و برای رفع این مشکل، پاسخ کمانشای تیار   

 به صورت عددی و المان محدود مورد بررسی قرار گرفته است.  

معاادلات تیار تارک     شده برای حال  های بررسی رو   در ادامه

شود که در حال حاور، تیار   خورده روی بستر الاستیک مشاهده می

ترک خورده روی بستر الاستیک، به صورت دو تیر مجازا بار روی   

بستر الاستیک که در محل تارک توساط یاک فنار باه هام متصال        

شاود هار کادام از     شود. این مسئله باعخ مای  اند، مدلسازی می شده

                                                      
1 Zhao 
2 Timoshenko 
3 Simitses 
4 Xia and Zhang 
5 Wang 
6 Melissianos and Gantes 

فرانسل حاکم بر خود را داشته باشد کاه باا در   قطعات تیر معادله دی

نظر گرفتن شرایط مرزی و معادلات مربوط به فنر میانی بایستی باه  

های حال معاادلات    صورت همزمان حل شوند. همچنین، پیچیدگی

حاکم به رو  کسسیک و با در نظرگرفتن شرایط مختلف   مشخصه

سایل تیار باا    ای و بارگذاری های پیچیده، حال معادلاه دیفران   سازه

فنر یاد شاده در مطالعاات پیشاین و در اداماه     -استفاده از رو  تیر

حل فرم بسته به منظور محاسبه باار کماانش را غیار     دستیابی به راه

های موجود فعلی برای مسائله   سازد. به همین دلیل پاسخ ممکن می

محادود   ها عمدتا به صورت عددی و یا المان کمانش این نوع سازه

بساته باه منظاور     همین امر اهمیت ارائه یاک رابطاه فارم   باشند،  می

بررسی پایداری در کنار افزایش سهولت محاسبات در روند تحلیال  

کناد. از ایان رو ناوآوری     های را نمایاان مای   و طراحی چنین سازه

مطالعه حاور ارائه روشی جدید با عنوان تکنیک لنگر معادل بارای  

تار   اکم بار تیار را سااده   باشد که حل معادلات ح مدلسازی ترک می

برای محاسابه باار کماانش      بسته فرم  رابطه  ساخته و در نهایت ارائه

تیرهای ترک خورده روی بستر الاستیک که از دیگر اهداف مطالعه 

شود. رو  پیشنهادی مبتنی بار اعماال    باشد را شامل می حاور می

دو کوپل نیروی متمرکز در محل ترک با هدف ایجاد تفاوت شایب  

باشد. با انجاام اینکاار،    وجود بین دو قطعه تیر در طرفین ترک میم

توان به صورت یک تیر پیوساته تحات لنگار     خورده را می تیر ترک

را توساط یاک معادلاه دیفرانسال      خارجی در نظر گرفته و رفتار آن

واحد بیاان نماود. در اداماه، فرآیناد حال معادلاه تیار روی بساتر         

شده باا اساتفاده از بساط فوریاه      الاستیک تحت لنگر خارجی وارد

ای بارای   توابع بار و تیییرشاکل انجاام گرفتاه و در نهایات رابطاه     

محاسبه بار کمانش اساتخراج شاده اسات. در خاتماه، باه منظاور       

بررسی درستی و دقت روابط به دست آمده، بار کمانش حاصال از  

این روابط باا باار کماانش حاصال از حال عاددی و رو  الماان        

باشاد.   بخاش مای   سه شاده اسات کاه نتیجاه رواایت     محدود مقای

فرویات، شرح رو  پیشنهادی، حال معاادلات حااکم و بررسای     

 شود. نتای  در ادامه ارائه می

 ارائه پاسخ تحلیلی مسئله -2

 فنر-مدل تحلیلی تیر -2-1

در حال حاوار، تیار تارک خاورده روی بساتر الاساتیک، باه        

رانی باه  صورت دو المان مجزا که در محل ترک توسط یک فنر دو

(، پیکربنادی تیار   1شاود. شاکل )   اند، مدلسازی می هم متصل شده
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فنار معاادل را نشاان    -خورده روی بستر الاستیک و مادل تیار   ترک

دهد. با انتخا  یک المان کوچک در داخل تیر و نوشتن تعاادل   می

 نیروها در جهت قائم، خواهیم داشت:

(1) 
𝑉 − (𝑉 +

𝑑𝑉

𝑑𝑥
𝑑𝑥) − 𝑃𝑐𝑟

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

+𝑃𝑐𝑟 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑑𝑥) + 𝛼𝑦𝑑𝑥 = 0 

بار کمانش تیر و  Pcrپارامتر طول تیر،  xبر  تیر،  Vکه در آن، 

α ساازی رابطاه فاو  و جایگاذاری     باشد. با سااده  سختی بستر می 

 V=-EI.y’’’’ که در آن ،E  وI  مدول الاستیسیته و ممان اینرسی تیر

 باشد، خواهیم داشت: می

(2) 𝑦1,2
′′′′ + 𝑘2𝑦1,2

′′ +𝑚𝑏𝑒𝑑𝑦1,2 = 0 

نشان دهنده قطعات تیر سمت چاپ و   2و  1که در آن، اندی  

kراساات تاارک، 
 mbedو  Pcr/EIوااریب کمااانش تیاار و براباار بااا  2

باشاد. در واقاع    مای  α/EIوریب سختی نرمال شده بستر و برابر با 

رابطه فو  نشان دهنده دو معادله دیفرانسیل مرتباه چهاارم همگان    

 توان نوشت: اسخ آنها را به صورت زیر میباشد که پ می

(3) 𝑦1 = 𝐴1 sin 𝜆1𝑥1 + 𝐵1 cos 𝜆1𝑥1 + 𝐶1 sin 𝜆2𝑥1
+ 𝐷1 cos 𝜆2𝑥1 

(4) 𝑦2 = 𝐴2 sin 𝜆1𝑥2 + 𝐵2 cos 𝜆1𝑥2 + 𝐶2 sin 𝜆2𝑥2
+ 𝐷2 cos 𝜆2𝑥2 

( باه  2هاای معادلاه مشخصاه رابطاه )     ریشه λ1,2در رابطه فو ، 

 شرح زیر بوده:

(5) 𝜆1,2 = √(𝑘2/2) ± √(𝑘2/2)2 −𝑚𝑏𝑒𝑑 

بااا در نظاار گاارفتن شاارایط ماارزی و  D1,2تااا  A1,2و واارایب 

گااه   شوند. برای تیر با تکیه معادلات مربوط به فنر میانی محاسبه می

 مفصلی شرایط مرزی به صورت زیر بوده:

(6) {
𝑥1 = 0
𝑥2 = 0

 →  {

𝑦1 = 0

𝑦1
′′ = 0
𝑦2 = 0

𝑦2
′′ = 0

 

 و پیوستگی تیر در محل فنر میانی لحاظ معادلات زیر را ایجا 

 نماید: می

(7) {
𝑥1 = 𝛽𝑙         
𝑥2 = (1– 𝛽)𝑙

 →  

{
 
 

 
 
𝑦1 = 𝑦2                                  

𝑦1
′ =–𝑦2

′–
𝐸𝐼𝑦1

′′

𝐾𝑠 
                    

𝑦1
′′ = 𝑦2

′′                                 

𝑦1
′′′ + 𝑘2𝑦1

′ =–𝑦2
′′′– 𝑘2𝑦2′

 

پارامتر نشان دهنده محل تارک )مطاابق    βطول تیر،  lکه در آن 

باشد. روابط مختلفای بارای    سختی فنر دورانی می Ks( و (1)شکل 

برآورد سختی فنر دورانی برحسب عمق ترک پیشانهاد شاده اسات    

. به عنوان نمونه برای مقاطع مستطیلی این مقدار از رابطاه زیار   [4]

 :[24] قابل محاسبه است

(8) 
𝐾𝑠 =

𝐸𝐼

ℎ. 𝑓(𝜉)
 

𝑓(𝜉) =
2

1– 𝜐2
(
𝜉

1– 𝜉
)
2

[
5.93– 19.69𝜉 + 37.1𝜉2

−35.8𝜉3 + 13.1𝜉4
] 

 hعماق تارک و    c/h ،cنسبت عمق ترک و برابر با  ξکه در آن 

 باشد. ارتفاع تیر می

 فنر معادل-تیر ترک خورده روی بستر الاستیک و مدل تیر .1شکل 

 
Fig. 1. Cracked beam on elastic bed and its beam-spring model 

( در 4 و 3با جایگذاری توابع تیییرشکل ارائه شده در رواباط ) 

مجهاول بدسات    8-معادله 8(، یک دستگاه 7و  6معادلات روابط )

آید که با صفر قرار دادن دترمینان ورایب آن، باار کماانش تیار     می

 شود. تعیین می
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 مدل پیشنهادی لنگر معادل -2-2

(، وجود ترک در طول تیر باعخ عدم پیوستگی 2مطابق شکل )

اور خواهاد  در شیب تیر و ایجاد تفاوت در شیب قطعات تیار مجا  

( مقادار تفااوت در شایب دو    7شد. با توجه به شرط دوم معادلاه ) 

 طرف تابعی از سختی فنر میانی و لنگر داخلی تیار در محال تارک   

(-EI.y’’می )  تاوان لنگار خاارجی     دو مای  باشد. پ  با داشتن ایان

( را محاسبه نمود که بتواند تفااوت شایب مشاابهی را    EMمعادلی )

پیشنهادی لنگر معاادل، از دو لنگار متمرکاز    ایجاد نماید. در رو  

معکو  هم که به فاصله بسیار کمی از هم قرار دارند، برای ایجااد  

این تفاوت شیب استفاده خواهد شد. بدین ترتیب، حال دو معادلاه   

( تحات شارایط مارزی و    2دیفرانسیل مجزای داده شده در رابطه )

یاک معادلاه   ( تبادیل باه حال    7و  6میانی ارائه شاده در رواباط )  

شاود کاه روی بساتر الاساتیک      ای مای  دیفرانسیل برای تیر پیوساته 

 قرارداشته و تحت دو لنگر متمرکز میانی است.  

با توجه به ماهیت بارگذاری موجود روی تیر که از جن  لنگار  

باشد و ناپیوستگی آن که نوشتن تعاادل نیروهاا در جهات قاائم      می

نمایاد، از   بوطه را مشاکل مای  برای دستیابی به معادله دیفرانسیل مر

شود. بارای   بسط فوریه تابع خیز و لنگر متمرکز خارجی استفاده می

، وارد بر تیر به صورت دو کوپل نیاروی  Mاینکار، لنگرهای معادل، 

 εشود. در این شکل،  ( در نظر گرفته می2نشان داده شده در شکل )

و مقادار  فاصله بین دو لنگر متمرکز است که هارد  cبازوی کوپل و 

نمایناد. بساط فوریاه چهاار      کوچکی بوده و به سمت صفر میل می

 شود: نیروی متمرکز موجود در این شکل به صورت زیر نوشته می

(9)  𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙. 𝜀
∑

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
− sin

𝑛𝜋(𝛽𝑙 −
𝑐
2
− 𝜀)

𝑙

+ sin
𝑛𝜋(𝛽𝑙 −

𝑐
2
)

𝑙

+ sin
𝑛𝜋(𝛽𝑙 +

𝑐
2
)

𝑙

− sin
𝑛𝜋(𝛽𝑙 +

𝑐
2
+ 𝜀)

𝑙 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

های دو و سه متیییری موجود در ایان رابطاه و    با بسط سینو 

و  0/1توجه به این فرد کاه کساینو  مقاادیر کوچاک برابار باا       

باشاد، بساط فوریاه     سینو  مقادیر کوچک برابر با خود پارامتر می

 (:1شود )مطابق پیوست  ( به صورت زیر ساده می9رابطه )

 تیر ترک خورده روی بستر الاستیک و مدل لنگر معادل .2شکل 

 
Fig. 2. Cracked beam on elastic bed and its Equivalent Moment 

(EM) model 

(10)  𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙
∑

𝑛2𝜋2𝑐

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

بدین ترتیب، معادله دیفرانسیل تیر روی بساتر الاساتیک نشاان    

 باشد: صورت زیر قابل بیان می (، به2داده شده در شکل )

(11) 
𝑦′′′′ + 𝑘2𝑦′′ +𝑚𝑏𝑒𝑑𝑦 

=
2𝑀

𝐸𝐼. 𝑙
∑

𝑛2𝜋2𝑐

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 مقدار لنگر معادل -2-3

چنانچه در بخش قبل بیان شاد، لنگار معاادل خاارجی و یفاه      

ایجاد تفاوت شیبی برابر با تفاوت شیب موجود در طرفین تارک در  

تیر اصلی را به عهاده خواهاد داشات. درصاورتیکه لنگار داخلای       

نشان دهیم، مقدار تفااوت شایبی    m(βl)موجود در محل ترک را با 

د توساط رابطاه زیار    که باید توسط لنگر معادل خارجی ایجاد شاو 

 قابل محاسبه است:

(12) ∆𝜃 = −
𝑚(𝛽𝐿)

𝐾𝑠
+
𝑚(𝛽𝐿)

𝐸𝐼
𝑐 = [

𝑐

𝐸𝐼
−
1

𝐾𝑠
]𝑚(𝛽𝑙) 

در رابطه فو ، بخش اول مربوط باه تفااوت شایب دو سامت     
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ترک در مدل فنر معادل و بخش دوم مربوط باه تفااوت شایب دو    

توان مقدار  باشد. بدین ترتیب می سمت ترک در مدل تیر پیوسته می

 ادل خارجی را به صورت زیر محاسبه نمود:لنگر مع

(13) 
[
𝑐

𝐸𝐼
−
1

𝐾𝑠
]𝑚(𝛽𝑙) = −

𝑀

𝐸𝐼
𝑐 

𝑀 = [
𝐸𝐼

𝐾𝑠. 𝑐
− 1]𝑚(𝛽𝑙) 

در مخارج عباارت    cبا توجه باه اینکاه در ایان رابطاه مقادار      

نمایاد، پا  در مقابال ایان عباارت       نخست به سمت صفر میل می

 نظر نمود. ( صرف -1توان از عبارت دوم )یعنی  می

 دیفرانسیل حاکمحل معادله  -2-4

( تابع خیاز  11برای حل معادله دیفرانسیل ارائه شده در رابطه )

 نماییم: تیر را به صورت سری سینوسی زیر فرد می

(14) 𝑦 = ∑𝑧𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

باشاد کاه بایاد محاسابه      ورایب مجهول سری می znکه در آن 

معادلاه  شوند. برای تعیین این ورایب، با جایگذاری رابطه فو  در 

 (، خواهیم داشت:11)

(15) 
∑𝑧𝑛

𝑛2𝜋2

𝑙2
(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

=
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐸𝐼. 𝑙
[
𝐸𝐼

𝐾𝑠
]∑

𝑛2𝜋2

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

( به صورت زیار  14بدین ترتیب ورایب مجهول سری رابطه )

 تعیین شده:

(16) 𝑧𝑛 =
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐾𝑠. 𝑙

1

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin 𝑛𝜋𝛽 

 و خواهیم داشت:

(17) 

𝑦 = 

𝑚(𝛽𝑙)∑
2/𝐾𝑠. 𝑙

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin 𝑛𝜋𝛽 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 باشد. ( می11که پاسخ معادله دیفرانسیل ارائه شده در رابطه )

 تعیین بار کمانش تیر -2-5

( تعیین کننده خیاز تیار روی بساتر الاساتیک تحات      17رابطه )

(، در محال  2لنگر معادل خارجی نشان داده شده در شکل ) سیستم

شود، تابع خیز  باشد. همانطور که در این رابطه مسحظه می ترک می

 m(βl)بدست آمده وابسته به مقدار لنگر داخلی تیر در محل تارک،  

توان با استفاده از تعادل خارجی تیار   باشد. مقدار این لنگر را می می

ت آورد. تابع خیز تیر زمانی مقدار صاحی   روی بستر الاستیک بدس

را ارائه خواهد داد که لنگر داخلی محاسبه شده از تعاادل در محال   

 باشد. m(βl)ترک برابر با 

( نیروهای موثر بر تیر واقع بر بستر الاستیک رسام  3در شکل )

گااه سامت    شده است. با توجه به شکل و با لنگرگیری حول تکیاه 

گاه سمت چپ را به صورت زیار   العمل تکیه توان عک  راست، می

 محاسبه نمود:

(18) 

𝐴𝑦 = −
𝑚𝑏𝑒𝑑𝐸𝐼

𝑙
∫ 𝑦(𝑥) . (𝑙 − 𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0

 

= −∑
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐾𝑠𝑛𝜋

𝑚𝑏𝑒𝑑𝐸𝐼

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

 

 نیروهای موثر بر تیر واقع بر بستر الاستیک .3شکل 

 
Fig. 3. Forces acting on the elastically supported beam 

در ادامه، مقطعی دقیقا در سمت چاپ تارک لحااظ شاده و باا      

لنگرگیری حول آن، مقدار لنگر داخلی تیر به صورت زیار محاسابه   

شود. چنانچه گفته شد، تابع خیز تیر زمانی صحی  خواهاد باود    می

ماورد اساتفاده    m(βl)که لنگر داخلی محاسبه شده از تعادل برابر با 

 آن باشد. بدین ترتیب: در محاسبه

(19) 
𝑚(𝛽𝑙) = 

𝐴𝑦𝛽𝑙 + 𝑚𝑏𝑒𝑑𝐸𝐼 ∫ 𝑦(𝑥). (𝛽𝑙 − 𝑥)𝑑𝑥
𝛽𝑙

0

+ 𝑘2𝐸𝐼𝑦(𝛽𝑙) 
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 با ساده سازی رابطه فو ، خواهیم داشت:

(20) 

𝑚(𝛽𝑙) = 

∑
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐾𝑠. 𝑙

(𝑘2 −
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
) . 𝐸𝐼

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin2 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

 

از طارفین رابطاه، واریب باار      m(βl)بدین ترتیاب باا حاذف    
کمانش تیر ترک خورده روی بساتر الاساتیک را باه صاورت زیار      

 توان محاسبه نمود: می

(21) ∑
(𝑘2 −

𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙
2

𝑛2𝜋2
)

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin2 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

=
𝐾𝑠 . 𝑙

2𝐸𝐼
 

 های معادله دیفرانسیل ترسیم پاسخ -2-6
مانش تیر ترک خورده ( وریب ک21پاسخ ارائه شده در رابطه )

، وریب ساختی بساتر،   lروی بستر الاستیک را بر حسب طول تیر، 
mbed ،محل نسبی ترک ،β     و نسبت سختی مقطع تارک خاورده باه

نمایاد. بار هماین اساا ، ایان       ، بیان میKs/EIسختی خمشی تیر، 
( 6تاا   4هاای )  ها در نمودارهای مختلف ارائه شاده در شاکل   پاسخ

ند. محور قائم هر نماودار معارف واریب باار     باش قابل مسحظه می
باشد. تاثیر طول تیار تارک خاورده در محاور افقای       کمانش تیر می

نمودارهااا نشااان داده شااده اساات. هاار کاادام از نمودارهااا شااامل  
هاای تارک    نموناه باا شادت    5های مربوط به تیار ساالم و    منحنی

باشد. همچنین تاثیر محل ترک در طول تیار باا مقایساه     مختلف می
باشد. در نهایت، هر  در هر شکل قابل بررسی می cتا  aنمودارهای 
( مربوط باه یاک واریب ساختی بساتر      6تا  4های ) کدام از شکل
توان رفتار تیرهاای واقاع بار     باشد که با مقایسه آنها می مشخص می

 روی بسترهای مختلف را تعیین نمود.

 ؛mbed=1 های معادله دیفرانسیل حاکم برای پاسخ .4شکل 

a) β=0.5  ؛b) β=0.3 ؛c) β=0.1 

 
Fig. 4. Response of governing differential equation for mbed=1; 

a) β=0.5; b) β=0.3; c) β=0.1 

 ؛mbed=3پاسخ های معادله دیفرانسیل حاکم برای  .5شکل 

a) β=0.5  ؛ b) β=0.3 ؛c) β=0.1 

 

Fig. 5. Response of governing differential equation for mbed=3; 

a) β=0.5; b) β=0.3; c) β=0.1 
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 ؛mbed=5پاسخ های معادله دیفرانسیل حاکم برای  .6شکل 

a) β=0.5  ؛ b) β=0.3 ؛c) β=0.1 

 

Fig. 6. Response of governing differential equation for mbed=5; 
a) β=0.5; b) β=0.3; c) β=0.1 

(، بار کمانش تیرهای با طول کم بسیار بیشتر a-4مطابق شکل )

باشد. با افزایش طول تیر، وریب بار کمانش تیر  از تیرهای بلند می

ذکار  نمایاد. لازم باه    کاهش یافته و به یک مقدار مشخص میل مای 

است که در پی افزایش طول تیر و کاهش مقاومت آن به مقدار یااد  

شده، مود کمانشی تیر نیاز افازایش یافتاه و تاابع خیاز تیار شاامل        

 شود. های بیشتری می سینو  نیم

با کاهش سختی مقطع ترک خورده کاه نشاان دهناده افازایش     

باشد، روند کلی نماودار حفاش شاده ولای از مقادار       عمق ترک می

شود. مقدار این کاهش مقاومت بارای   بار کمانش کاسته میوریب 

باشد. مسئله دیگاری   تیرهای کوتاه بیشتر از تیرهای با طول زیاد می

 (، قابل مسحظه است، افزایش نسبی a-4که در شکل )

باشد. باا توجاه باه     وریب بار کمانش در محدوده مود دوم می

باشد، دلیل این  تیر میترک در نیمه  β=0.5هایی با  اینکه برای نمونه

توان در قرار گرفتن ترک در نقطه عطف تابع خیز تیار   مسئله را می

و بسته ماندن ترک جستجو نمود. چنین رفتاری بارای نمودارهاای   

(b  وc.در محدوده مودهای سوم و دهم قابل مسحظه خواهد بود ) 

توان گفت که  ( می4( در شکل )cو  a ،bبا مقایسه نمودارهای )

ی تیرهای کوتاه هرچه ترک به وسط تیر نزدیکتار باشاد، نموناه    برا

افت مقاومت بیشتری را تجربه خواهد کرد. این در حالی است کاه  

باشد. نهایتاا   برای تیرهای با طول بیشتر عک  این مسئله صاد  می

توان مسحظه نمود که برای بستر با  ( می6تا  4های ) با مقایسه شکل

ند کلی تووی  داده شاده بارای شاکل    ورایب سختی متفاوت، رو

( دوباره صاد  است. این در حالی است که باا افازایش واریب    4)

سختی بستر، نمودارها به سمت بالا شیفت پیدا کرده و بار کماانش  

شود که با افزایش ساختی   یابد. همچنین مسحظه می تیر افزایش می

ری )باا نایم   تر شده و تیر در مود بالات های نمودار فشرده بستر، موج

 نماید. های بیشتری( کمانش می سینو 

 بررسی درستی پاسخ ارائه شده -3

 مقایسه با نتایج مسائل ساده شده -3-1

حل ارائه شده، ابتدا به مقایسه پاسخ آن  برای بررسی درستی راه

با دو مسئله ساده شده خواهیم پرداخت. مسئله نخست مرباوط باه   

(. برای چناین  mbed=0د )باش تیر ترک خورده فاقد بستر الاستیک می

بسته معادله دیفرانسل حاکم به صاورت زیار    ای، راه حل فرم مسئله

 باشد: موجود می

(22) 𝑘. [cos(2𝛽𝑘𝑙) − 1]. cot(𝑘𝑙) + 𝑘. sin(2𝛽𝑘𝑙) =
2𝐾𝑠
𝐸𝐼

 

و  21های ارائاه شاده توساط رواباط )     (، مقایسه پاسخ7شکل )

دهاد.   مای ( را برای چنین تیری با یک ترک در وسط تیر نمایش 22

شود، انطبا  مناسبی باین نتاای  حاصال از     همانطور که مسحظه می

 باشد. دو رابطه یاد شده موجود می

مساائله دوم مااورد مطالعااه مربااوط بااه تیاار سااالم دارای بسااتر 

(. بارای چناین تیاری مقادار واریب باار       Ks=Infالاستیک اسات ) 

 باشد: کمانش از رابطه زیر قابل محاسبه می

(23) 𝑘2 = min {
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
}       𝑛 = 1,2,3, … 
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تر الاستیک های ارائه شده برای تیر ترک خورده فاقد بس مقایسه پاسخ .7شکل 

 (22و  21توسط روابط )

 
Fig. 7. Comparing response of a cracked beam without elastic 

foundation provided in Eqs. (21) and (22) 

مقایسه پاسخ های ارائه شده برای تیر سالم روی بستر الاستیک توسط  .8شکل 

 (23( و )21روابط )

 
Fig. 8. Comparing response of a un-cracked beam on elastic 

foundation provided in Eqs. (21) and (23) 

( β=0.5 ،Ks=EI/2مقایسه پاسخ های ارائه شده برای تیر ترک خورده ) .9شکل 

 فنر-( و مدل تیر21ک توسط رابطه )بستر الاستی روی

 
Fig. 9. Comparing response of cracked beam (β=0.5 ،Ks=EI/2) on 

elastic bed provided in Eqs. (21) and beam-spring model 

های ارائه شده توسط این رابطاه و رابطاه    مقایسه پاسخ 8شکل 

دهاد. مجاددا    ارائاه مای  ( را برای مقادیر مختلف وریب بساتر  21)

شود، انطبا  مناسابی باین نتاای      همانطور که در شکل مسحظه می

 باشد. حاصل از دو رابطه موجود می

 فنر-مقایسه با نتایج مدل تیر -3-2
حل ارائه شده، نتای  حاصل از آن با  در ادامه درستی آزمایی راه

فنر مقایسه شاده  -( برای مدل تیر7و  6نتای  حاصل از حل روابط )

( و سختی β=0.5است. بدین منظور ترک در وسط تیر فرد شده )
(، مقایساه  9لحااظ شاده اسات. شاکل )     EI/2فنر دورانی برابر باا  

دهاد. مطاابق    وریب بار کمانش را برای هر دو حالت نماایش مای  

شکل، مشخص است کاه مادل لنگار معاادل باه خاوبی قاادر باه         

 باشد. می ها بوده و حاصل از آن بسیار دقیق بینی پاسخ پیش

 مقایسه با نتایج تحلیل المان محدود -3-3
آزمایی پاسخ ارائه شده با استفاده از نتای   در این بخش، درستی

های المان محدود انجام شده است. بارای ایان منظاور یاک      تحلیل

افزار آباکو  ایجااد و تحلیال کماانش روی آن     مدل عددی در نرم
( ارائاه  10شاکل ) انجام شده است. جزئیات مدلسازی مربوطاه در  

شده است. مطابق شکل، مدلسازی با استفاده از دو تیر مجزا انجاام  

شده است که در محل ترک باه وسایله قیاد بساتن باه هام وصال        

اند. ناحیه ترک خورده فاقاد قیاد مربوطاه باوده و آزاد اسات.       شده

مجموعه تیرهای یاد شده روی یک بستر الاستیک قرار گرفته است 

ی میله محوری باا ساختی و فاصاله مشاخص     که از طریق یک سر
مدلسازی شده است. پایین میله ها دارای شارایط مفصالی و باالای    

باشاد.   آنها با استفاده از قید بستن، به تیر تارک خاورده متصال مای    
درجات آزادی واقع در ابتدا و انتهای تیر به یک نقطه کنترل کوپال  

 است. گاه مفصلی در آنها ایجاد شده شده و شرایط تکیه

 تیر ترک خورده روی بستر الاستیک جزئیات مدلسازی عددی .10شکل 

 
Fig. 10. Modelling of cracked beam on elastic foundation 
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هاای الماان محادود ماورد بررسای در       جزئیات هندسی نموناه 

( ارائه شده است. مطابق جدول، سه ردیف نخست دارای 1جدول )

دارای محل ترک متفاوت، ساه   3-5عمق ترک متفاوت، سه ردیف 

دارای واریب   7-9دارای طول تیر متفاوت، سه ردیف  7-5ردیف 

باشاند.   بستر متفاوت و دو ردیف آخر دارای ارتفاع تیر متفاوت می

های المان محدود در دو ستون  ( و تحلیل21نتای  حاصل از رابطه )

هاا در   آخر جدول ارائه شده است. همچنین، شکل کماانش نموناه  

 ( ارائه شده است.11) شکل

 در تحلیل المان محدود 1های جدول  شکل کمانش نمونه .11شکل 

 

Fig. 11. Buckled shape of the models in Table 1 in FE analysis 

 (21های المان محدود با رابطه ) مقایسه بارکمانش نمونه. 1جدول 

Model 
l 

(m) 

h 

(m) 

EI 

(kg.m2) 
β ξ mbed 

k2 

Eq. (21) FEM 

1 20 0.1 175 0.3 0.2 10 6.32 6.28 

2 20 0.1 175 0.3 0.4 10 6.21 6.18 

3 20 0.1 175 0.3 0.6 10 5.59 5.64 

4 20 0.1 175 0.1 0.6 10 5.65 5.70 

5 20 0.1 175 0.5 0.6 10 5.59 5.65 

6 10 0.1 175 0.3 0.6 10 5.60 5.67 

7 5 0.1 175 0.3 0.6 10 6.05 6.07 

8 5 0.1 175 0.3 0.6 5 4.22 4.26 

9 5 0.1 175 0.3 0.6 1 1.86 1.88 

10 5 0.2 1400 0.3 0.6 1 1.62 1.65 

Table 1. Comparing buckling load FE models with Eq. (20) 

 مقایسه با نتایج سایر تحقیقات -3-4

رواباط تحلیلای را بارای     [22]چنانچه پیشتر ذکار شاد، وانا     

نهایت بار روی بساتر الاساتیک کاه      محاسبه بار کمانش یک تیر بی

حاوی یک ناحیه تضعیف شده در وسط آن است، ارائه کرده است. 

( از بازتولید نمودار ارائاه شاده   21آزمایی نتای  رابطه ) درستی برای

( استفاده شاده اسات. بارای اینکاار     12در این مرجع مطابق شکل )

برابر باا   βطول تیر مقداری بسیار بزرگ فرد شده و مقدار پارامتر 

در نظر گرفته شده است. محور افقی نمودار سختی نرمال شده  5/0

قاائم باار کماانش نرماال شاده تیار را        مقطع ترک خورده و محور

شاود، نتاای  بدسات آماده از      دهد. چنانچه مسحظه مای  نمایش می

 [22]های ارائه شده توسط وانا    ( انطبا  مناسبی با داده21رابطه )

 باشد. دارد که حاکی از دقت رابطه ارائه شده می

 [22]مقایسه نتای  حاصل از تحقیق حاور و مرجع  .12شکل 

 
Fig. 12. Comparing results of this study with reference [22] 

 گیری نتیجه -4

رو  تحلیلی و عددی به منظور محاسبه   حاور به ارائه  مطالعه

بساته کماانش تیار تارک خاورده روی بساتر الاساتیک         پاسخ فارم 

است. در رو  ارائه شده با عنوان تکنیک لنگار معاادل، در    پرداخته

محل ترک تیر، از دو لنگر متمرکز معکو  هام باه منظاور اعماال     

تفاوت شیب ناشی از وجود ترک در طرفین محال آسایب اساتفاده    

هاای معماول    است. در بخاش اول مطالعاه، باه بررسای رو      شده

فنار پرداختاه و ساپ     -مدلسازی ترک از جمله مدل تحلیلای تیار  

مقدار لنگر متمرکز اعماال شاده در رو  پیشانهادی کاه تاابعی از      

باشد، به دست  میسختی فنر میانی و لنگر داخلی تیر در محل ترک 

خورده روی بستر   رفیت کمانشی تیرهای ترک  آمد. در ادامه رابطه

حاکم بر تیر روی بستر الاساتیک    الاستیک با حل معادلات مشخصه
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با استفاده از بسط فوریه تابع خیز تیر و لنگر متمرکز خارجی ارائاه  

شد. همچنین تاثیر پارامترهای مختلف از جمله سختی خمشی تیار،  

ل تیر، عمق ترک، محل ترک و سختی بستر بر بار کماانش تیار   طو

دست آمده، وجود تارک   مورد مطالعه قرار گرفت. بر اسا  نتای  به

تواند بار کمانشی عضو را به میزان قابل تاوجهی کااهش    در تیر می

دهد که این کااهش مقاومات در تیرهاای کوتااه مشاهودتر اسات.       

یار بیشتر از تیرهای با طاول   رفیت کمانشی تیرهایی با طول کم بس

زیاد است از طرفی با افازایش طاول واریب باار کماانش کااهش       

یابد که به دنبال آن کاهش مقاومت و افزایش مود کمانشای تیار    می

شود. در تیرهای کوتاه، بر عک  تیرهای با طول زیاد با  مشاهده می

نزدیک شدن ترک به وسط تیار باا افات مقاومات بیشاتری روبارو       

همچنین با افزایش وریب سختی بساتر، باار کمانشای تیار      هستیم.

کناد. در بخاش    افزایش یافته و تیر در مودهای بالاتری کمانش مای 

حال ارائاه شاده     ی عددی به منظور بررسی درستی راه دوم، مطالعه

های المان  انجام شد. نتای  به دست آمده از رو  پیشنهادی با مدل

ای که حل دقیاق آنهاا    ده شدهمحدود و همچنین با پاسخ مسائل سا

موجود است مقایسه شد که نشانگر مطابقات باالای تکنیاک لنگار     

معادل و تاییاد درساتی و دقات ایان رو  باود. بادین ترتیاب از        

تاوان در   دست آمده بر مبنای این رو  و نتاای  آن مای   ی به  رابطه

بیناای رفتااار چنااین  رونااد طراحاای و محاساابات و همچنااین پاایش

 اده کرد.های استف سازه

 تقدیر و تشکر

بدینوسیله از زحمات هیات داوران و اعضای تیم علمی نشاریه  

 باشد. در ارتقای کیفیت مقاله و انتشار آن شایسته قدردانی می
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 (EM) بسط فوریه لنگر معادل -(1پیوست )

 شود: ( به صورت زیر نوشته می9با استفاده از اتحادهای جمع و تفریق مثلثاتی، بسط رابطه )

(1-9) 

𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙. 𝜀
∑ [−(𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋 (𝛽𝑙 −
𝑐
2
)

𝑙
cos

𝑛𝜋𝜀

𝑙
− 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋 (𝛽𝑙 −
𝑐
2
)

𝑙
sin

𝑛𝜋𝜀

𝑙
) + (𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 cos

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
− 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
)

∞

𝑛=1

+ (𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 cos
𝑛𝜋𝑐

2𝑙
+ 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
)

− (𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋 (𝛽𝑙 +

𝑐
2
)

𝑙
cos

𝑛𝜋𝜀

𝑙
+ 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋 (𝛽𝑙 +
𝑐
2
)

𝑙
sin

𝑛𝜋𝜀

𝑙
)] 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝑙
 

تاوان باه    و سینو  مقادیر کوچک با خود آرگوماان، بساط فوریاه رابطاه فاو  را مای       0/1سازی کسینو  مقادیر کوچک با  سادهبا فرد 

 صورت زیر بیان کرد:

(2-9) 

𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙. 𝜀
∑ [−(𝑠𝑖𝑛
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2
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𝑙
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2
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𝑙
) + 2𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽

∞
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𝑐
2
)
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𝑛𝜋𝜀

𝑙
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋 (𝛽𝑙 +
𝑐
2
)

𝑙
)] 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝑙
 

 باشد: مجددا با استفاده از اتحادهای جمع و تفریق مثلثاتی، بسط رابطه بالا به صورت زیر قابل بیان می

(3-9) 
𝐸𝑀 =

2𝑀

𝑙. 𝜀
∑ [−(sin 𝑛𝜋𝛽 cos

𝑛𝜋𝑐
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− (𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 cos
𝑛𝜋𝑐
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+ 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
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𝑛𝜋𝜀

𝑙
(𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 cos

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
− 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
))] 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝑙
 

 سازی رابطه بالا خواهیم داشت: با ساده
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(4-9) 
𝐸𝑀 =

2𝑀

𝑙. 𝜀
∑ [−(𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 −

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 −

𝑛𝜋𝜀

𝑙
(𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 +

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽)) + 2 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

− (𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 +
𝑛𝜋𝑐

2𝑙
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 +

𝑛𝜋𝜀

𝑙
(𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝛽 −

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽))] 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝑙
 

 توان به صورت زیر بیان کرد: در ادامه رابطه بالا را می

(5-9) 𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙. 𝜀
∑ [−(𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 −

𝑛𝜋𝜀

𝑙

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽) + 2 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 − (𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽 −

𝑛𝜋𝜀

𝑙

𝑛𝜋𝑐

2𝑙
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝛽)] 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 شود: در نهایت بسط فوریه لنگر معادل به صورت زیر محاسبه می

(6-9)  𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙
∑

𝑛2𝜋2𝑐

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 

 

 چگونه به این مقاله ارجاع دهیم؟

Makaremi, T. and Akrami, V., 2025. A Closed-form solution to the 

buckling of cracked beams on elastic foundation using equivalent 

moment technique. Modares Civil Engineering journal, 25(2), 

pp.101-114. 

DOI: 10.22034/25.2.101    

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
25

.2
.1

01
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
ce

j.m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
19

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            14 / 14

http://dx.doi.org/10.22034/25.2.101
http://dx.doi.org/10.22034/25.2.101
http://dx.doi.org/10.22034/25.2.101
https://mcej.modares.ac.ir/article-16-75748-fa.html
http://www.tcpdf.org

