
 

 

 
 
 

  ایزوتروپ جانبی محدود لایهای موجود در مودهای شکست ترک سکه
 

 3، محمد رحیمیان1شهریار ناطق ،*2علی خجسته ،1سید مرتضی دهقان منشادی
 

 تهراندانشگاه های فنی پردیس دانشکده، کارشناس ارشد مهندسی عمران -1

 تهراننشگاه داهای فنی پردیس دانشکده ،علوم مهندسی دانشکده یاراستاد -2

 تهراندانشگاه های فنی پردیس دانشکدهده مهندسی عمران، استاد دانشک -3
 

*akhojasteh@ut.ac.ir 
 

 [6/11/69]تاریخ پذیرش:          [11/3/69]تاریخ دریافت: 
 

 چکیده

انادرکن  تارک هاا    توجاه هاه   ست، از سویی دیگر توسعه روز افزون مواد کاامووزیتی  های مختلف امری دور از انتظار نیوجود ترک در محیط

ایجاد و گسترش ترک در جامدات یکی از عوامل مهمی است که هارای جلاوگیری از   همچنین . را دوچندان کرده استهای ناهمسانگرد محیط

وع که ترک ممکن است در معرض مودهاای مختلاف شکسات    مخرب ترک روی محیط هاید مورد هررسی قرار گیرد. ها توجه هه این موض آثار

کند. در ایان پاهوه  هاه تاورت     هینی رفتار محیط دارای ترک میقرار هگیرد، هررسی ترک تحت شرایط مرزی مختلف، کمک شایانی هه پی 

. در هار ماود هاا    اسات  شدهایزوتروپ جانبی هررسی لایه ای واقع در تحلیلی مودهای مختلف شکست )هازشدگی، هرشی و پارگی( ترک سکه

مناسا،، شارایط مارزی هاه معاادلات       هاای ها در معادلات حاکم هر محیط و تغییار متغیر  نوشتن شرایط مرزی حاکم هر مساله و جایگذاری آن

وع دوم کاه  هه یاک معادلاه فاردهلم نا    هر کدام دوگانه، مسائل مورد هررسی انتگرالی . در نهایت ها حل معادلات شودانتگرالی دوگانه تبدیل می

. در یسات دارای جواب تحلیلی ن ، این معادلاتشوند که هه علت پیچیدگی و خواص محیط است، منتهی می لایهتاهعی از شعاع ترک، ضخامت 

، شاود حاتال مای   هرای مودهای مختلف ایترک سکهنوک و ضری، شدت تن   شدهنتیجه ها هه کارگیری روش عددی مناس، معادلات حل 

دهنده نتایج نشان ای هه دست آمدند.ای مصالح مختلف ایزوتروپ جانبی هر حس، نسبت ضخامت لایه هه شعاع ترک سکهنتایج شدت تن  هر

 هاه شاعاع تارک   گذارد و اینکه همواره ها افزای  ضاخامت لایاه   ی، شدت تن  میاهل توجهی روی ضرآن هستند که ناهمسانی محیط تاثیر قا

ضری، شادت تان  محایط    های زیاد مستقل از نوع مصالح محیط هه و این مقدار در ضخامت ضری، شدت تن  در مودهای مختلف افزای 

 کند.میپیدا میل  نهایتهی

 

 ای، ایزوتروپ جانبی، معادله فردهلم، ضری، شدت تن ترک سکه :کلیدی‌واژگان

 

‌مقدمه‌-1
در چند دهه اخیر ها توجه هه رشد روز افزون مواد 

 مسان در شاخه مکانیک خاک توسطکامووزیتی، مطالعه مواد ناه

وجود عی،  . از سوییمورد توجه قرار گرفته است پهوهشگران

های مختلف امری معمول و نقص همچون ترک در محیط

که واضح است، وجود ترک و حفره موج،  گونه. هماناست

 آثار. هررسی شودها میکاه  مقاومت و طول عمر سازه

دارای ترک، کارهردهای های های مختلف در محیطهارگذاری

خاک دارد. هناهراین هررسی  مکانیک عملی زیادی در شاخه

ایزوتروپ جانبی اهمیت  هایمحیط هاترک  اندرکن 

 پهوهشی مجله علمی 

 مهندسی عمران مدرس

 1361، سال 3، شماره هجدهمدوره 
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های تحلیلی حلراهکند. همچنین همواره دوچندانی پیدا می

و مکانیک مسائل الاستیسیته هرای فهم رفتار محیط در قبال 

 اند.مورد توجه هودهشکست 
 

نهایت شامل تارک  یع تن  در جسم جامد الاستیک هیتوز

ساطو   ای شکل، هاز شده تحات فشاار اعماالی هار روی     سکه

ماورد    [2] اساندون  و [1] ساک  ترک، هرای اولین هاار توساط  

توزیاع تان  در مجااورت     [3] لاوانگراب . گرفتقرار هررسی 

ای شکل در محیط الاستیک ایزوتاروپ هاا ضاخامت    ترک سکه

توزیع تن  متقاارن   [4]کلینز هررسی قرار داد.  محدود را مورد

نهایات و تافحه ضاخیم    در محیط جامد الاستیک های  محوری

 [5]کسیر و سایه  . مطالعه نمودای شکل را های سکهشامل ترک

ای موجاود در تافحه ضاخیم ایزوتاروپ را تحات      ترک سکه

 [6]دهااوان  های متفاوت مورد هررسای قارار دادناد.    هارگذاری

ال فشار هر روی ترک خارجی در تافحه ضاخیم را   مساله اعم

مساله هارگاذاری داخلای    [7] گی و سینادراسلو. هررسی نمود

نهایت ایزوتروپ را حل ترک حلقوی مسطح واقع در محیط هی

نمودند. معادلات انتگرالی حاکم هر مسااله هاا اساتفاده از هساط     

سری حل و ضرای، شادت تان  مرهاوه هاه ناوک داخلای و       

. توزیع تن  متقارن هدست آمدهه تورت تقریبی  خارجی ترک

نهایات ایزوتاروپ شاامل تارک حلقاوی      محوری در محیط هی

رد مو [8] گلاک و سیندنیتوسط مسطح تحت پیچ  محوری 

هررسی قرار گرفت و رواهطی تقریبی هرای ضرای، شدت تن  

های تاریحی هارای تان  و تغییرمکاان     . جوابشدترک ارائه 

ای هه وسیله هارهای متمرکز امتقارن ترک سکهمساله هارگذاری ن

 [9] فاهریکنات عمود هر ترک در محیط ایزوتروپ جانبی توسط 

 .هه دست آمد

مساله تارک حلقاوی واقاع در     [10]اسکندری و همکاران 

محیط پیزوالکتریک که در معرض هارگاذاری میادان دور قارار    

عاه  هه تاورت تحلیلای مطال  دارد، را هر اساس سازگاری انرژی 

ای واقااع در عمااخ دلخااواه محاایط نیمااه تاارک سااکه .نمودنااد

نهایت ایزوتروپ جاانبی تحات هارگاذاری قاائم دیناامیکی      هی

ماورد مطالعاه قارار     [11]قاادی و همکااران   توسط اساکندری 

دلخواه ها  معادلات حاکم هر ترک مسطح [12] فاهریکنتگرفت. 

 .ردموقعیت دلخواه در محیط ایزوتروپ جانبی را هه دست آو

لایاه محادود   ای موجاود در  در این پاهوه  تارک ساکه   

ایزوتروپ جانبی تحت مودهای هازشدگی، هرشی و پاارگی هاه   

گیارد. هاا اساتفاده از    تحلیلی ماورد هررسای قارار مای     تورت

هاا در شارایط مارزی    معادلات حاکم هر محیط و جایگذاری آن

 .شاود مساله مورد هررسی، معادلات انتگرالی دوگانه حاتل مای 

این معادلات ها استفاده از روش نوهل هاه یاک معادلاه فاردهلم     

. هاه دلیال پیچیادگی معاادلات، هاا هاه       شودنوع دوم تبدیل می

ی، شدت تان  )مودهاای   اکارگیری روش عددی مناس،، ضر

د. ها نظار گارفتن   نآیای هه دست میاول، دوم وسوم( ترک سکه

ف هار روی  انواع مصالح ایزوتروپ جانبی اثر پارامترهای مختلا 

 گیرد.ی، شدت تن  مورد هررسی قرار میاضر

 

‌معادلات‌کلی‌حاکم‌بر‌مساله‌-2
محیط ارتجاعی ها رفتاار ایزوتاروپ جاانبی را در دساتگاه     

گیریم که محاور   چنان در نظر می (     ) ای مختصات استوانه

عمود هر تفحه ایزوتروپی هاشد. در ایان تاورت معاادلات      

هاا در حالات کلای هاه      حسا، تغییرمکاان  تعادل استاتیکی هار  

 :[13] شود تورت زیر هیان می
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(1) 

های هرداری تغییرمکان هه ترتی، در  مولفه   ،   ،   که در آن 

هاای الاستیسایته محایط     ثاهت     و همچنین  ،  ،   امتدادهای

های تغییرمکان و تن  هه طور کلای عبارتناد    . میداناستجامد 
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(3) 

ام سااری فوریااه و  دهنااده ضااری، نشااان  کااه زیرنااویس 

. ضارای،  اسات دهنده مرتبه هنکل هالانویس و علامت مد نشان

 :شوددیگر هه تورت زیر تعریف می

(4)    
       

   
    

   

   
    

       

   
 

(1)  ̃ 
 (   )    ( )         ( )      

                                ( )         ( )      

(9)  ̃ 
 (   )    ( )         ( )      

   و    و پارامترهااای    √      همچنااین در رواهااط فااو 

توانناد تافر یاا موهاومی     ، که نمای استهای معادله زیر ریشه

 :[13] خالص هاشند

(1)        
  [   

                ] 
          

   
 

‌مود‌اول‌شکست‌-3
 انتگرالی دوگانه تعریف مساله و حل معادلات -3-1

شامل ترک سکه   هه ضخامت ایزوتروپ جانبی ای لایه

هه طوری که سطو  ترک در   هه شعاع  در مرکز لایه ای شکل

و سطو  لایه محدود فاقد  ( ) معرض تن  فشاری هه اندازه 

(. ها توجه 1، را در نظر هگیرید )شکل دنهاشهر گونه حرکتی 

فقط ، مساله    ت هه محور مساله نسبموجود در تقارن  هه

هناهراین شرایط مرزی مساله ، شودحل می      هرای حالت

 عبارتند از:

(8)   (   )                   

(6)   (   )                   

(11)    (   )                   

(11)    (   )   ( )                

(12)   (   )                   

 

  تحت مود یک موجود در تفحه ضخیمای شکل ترک سکه .1شکل 

p(r)

z

r

a

2h

Finite layer of transversely isotropic 

medium

Penny-shaped 

crack 

 
Fig. 1. Penny-shaped crack under mode I in a thick plate 

  
  و     ها توجه هه تقارن محوری موجود در مساله 

( 3( و )2مناس، از رواهط ) های. ها انتخاب میداناست    

و چهار مجهول موجود  ( را ارضا نموده8)-(11شرایط مرزی )

 در ادامه. کنیممیهراساس یک مجهول هازنویسی  در مساله را

( هه 12( و )11ها اعمال تغییر متغیر مناس،، شرایط مرزی )

 اهند:یلات انتگرالی دوگانه زیر کاه  میمعاد

(13) ∫    ( )
 

 

  (   )  (  )    ( )          

(14) ∫   ( )  (  )            
 

 

 

( )  که  ضرای،    و  (   )   همچنین .( )      

( را 14و  13. معادلات انتگرالی دوگانه )استمشخصی 

 نماییم: یتوانیم هه تورت زیر هازنویسمی

(11) ∫    ( )
 

 

{    (   )}  (  )    ( )      

(19) ∫   ( )  (  )           
 

 

 

(   )  هه طوری که     (   )   . هر اساس مقاله نوهل  

 :هه تورت زیر نوشتتوان را می( 19و  11رواهط ) [15]

(19) 
∫       ( )

 

 

{    (   )}    (  )  

 
     

      (   )
  ( )      

(11) ∫       ( )    (  )           
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 هه طوری که 

(18)   ( )  ∫   ( )(     )      
 

 

 

هلم فرض هرای تبدیل معادلات انتگرالی فو  هه معادله فرد

 کنیم:می

(16) ∫       ( )    (  )   
     

      (   )
 ( )    

 

 

 

( 11( و )19دلات )معاتاهعی مجهول است. ها توجه هه  ( ) که 

 توان نوشت:می

(21) ∫       ( )    (  )  
 

 

 {
     

      (   )
 ( )    

             

 

 کمک قضیه تبدیل معکوس هنکل خواهیم داشت: ها

(21)   ( )  
    

      (   )
∫      ( )    (  )  

 

 

 

( را هه تورت 19، اهتدا راهطه )( )  ای هرایهرای یافتن معادله

 دهیم:زیر هسط می

(22) 

∫       ( )    (  )   ∫       (   )  ( )
 

 

 

 

 

     (  )   
     

      (   )
  ( )        

را در راهطه هالا جایگذاری  ( )  (، 21حال اگر از راهطه )

 ( ) هرای مطاهخ زیر ماییم، معادله انتگرالی فردهلم نوع دوم ن

 شود:حاتل می

 ( )            (   )∫       (   ) [
    

      (   )

 

 

 

∫      ( )    (  )  
 

 

]     (  )     ( ) 

(23) 

 پس از ساده کردن عبارت فو  خواهیم داشت:

(24)  ( )  
 

 
∫   (     ) ( )     ( )         

 

 

 

 که در آن 

(21) 
  (     ) 

  (  )   ∫    (   )    (  )    (  )  
 

 

 
 

وقتی   (   )  توان روش فو  را هه کارهرد که حد می زمانی

کند، تفر شود یا هه عبارت دیگر نهایت میل میهه سمت هی  

      (    (   )) . اما در مساله مورد هررسی   

      (    (   )) یک عدد ثاهت    شود که می    

ها ضرب عبارت  پسواهسته هه خواص محیط است. 

  در  ((   )    )
شود. توجه ، شره همگرایی ارضا می  

ط اولیه هه این نکته ضروری است که هرای هرقرار ماندن شرای

  ( هاید در 11مساله، طرفین راهطه )
د. هناهراین نضرب شو   

هه تورت زیر توان را می( 19و  11انتگرالی ) معادلات

 :کرد یهازنویس

 

(29) ∫    ( )
 

 

{    (   )}  (  )   
 ( )

  
      

(72) ∫   ( )  (  )           
 

 

 
 

 که در آن 

(28)   (   )  
  (   )

  
   

 

معادله انتگرالی فردهلم نوع دوم هه تورت زیر هیان  نهایت در

 :شودمی

(26)  ( )  
 

 
∫   (     ) ( )   

  ( )

  
       

 

 

 

ده در شود که معادلات انتگرلی دوگانه ارائه شملاحظه می

( 26( هه معادله انتگرالی فردهلم نوع دوم )19و  11رواهط )

( )    . ها جایگذاری شدتبدیل  ه در راهط ( )        √ 

 ( داریم:21)

(31)   (     )   ∫   (   )    (  )    (  )   
 

 

 

 

 ضریب شدت تنش مود بازشدگی -3-2

شدگی، مطاهخ راهطه زیر تعریف ضری، شدت تن  مود هاز

 :شودمی

(31)   
     

    
√ (   )   (   ) 

 داریم:

(32) 

  ( )  
 

 
∫  ( )    (  )   

 

 

 

 
 

 
[ 

 ( )    (  )

 
 ∫   ( )

    (  )

 

 

 

  ] 

 

 توان نشان داد کههمچنین می

(33) 

   (   )  ∫    ( )  (  )  
 

 

 

 ∫    ( )  (   )  (  )  
 

 

 

مود  (، ضری، شدت تن 31-33ها استفاده از رواهط )

 هراهر است ها هازشدگی

(34)   
  (    )

 

 

 ( )
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 نتایج عددی و بحث -3-3

 آثارروش عددی هه کارگرفته شده و  درستیهی هرای ارزیا

ماده ایزوتروپ و  ناهمسانی محیط روی نتایج، تعدادی

مواد در جدول  هایویهگی. شدندانتخاب ایزوتروپ جانبی 

هه ترتی، مدول یانگ در     و   آورده شده است که( 1)

مدول هرشی تفحه     .استتفحه ایزوتروپی و عمود هر آن 

معرف ضری، پواسون در تفحه    ایزوتروپی، عمود هر تفحه

معرف ضری، پواسون عمود هر تفحه     ایزوتروپی و

های . مثبت و معین هودن انرژی توسط شرهاستایزوتروپی 

 :[16]مصالح مورد هررسی قرار گرفته است  زیر هرای

 

(31)     |   |    (       )        
          

 

 هحث در مورد نتایج عددی لازم هه ذکر است کهاز قبل 

( )  نتایج هه دست آمده ها فرض ( 2نمودار ) .دنهاشمی     

مختلف    نشان دهنده ضری، شدت تن  هه ازای مصالح ها 

ضری،    ها افزای   شودهاشد. همان طور که ملاحظه میمی

یاهد. تاثیر میشدت تن  مود هازشدگی کاه  قاهل توجهی 

گونه که ( نشان داده شده است. همان3در شکل )   پارامتر 

مود هازشدگی ضری، شدت تن      کاه ها  شودملاحظه می

. است  ( نشان دهنده تغییرات 4) شکل. یاهدمیکاه  

 هه متعلخها تغییرات این پارامتر  است مشخصکه همانطور 

  ایزوتروپی،  تفحه
قریبا هرای کند و تمحسوسی نمیتغییر    

 است ( هیانگر آن1) شکلهاشد. همچنین همه مصالح یکسان می

 .شودمیروهرو کاه   هاضری، شدت تن    که ها افزای  

قاهل هرای همه مصالح  (2-1) هایشکلای که در نکته

مشاهده است این است که ضری، شدت تن  در هر حالت 

یاهد هه افزای  میه شعاع ترک ه لایهضخامت  نسبت ها افزای 

های کم چشمگیر و هر طوری که این افزای  هرای ضخامت

نهایت میل هزرگتر شود و هه سمت هی لایهچقدر ضخامت 

که همان  هه مقدار ثاهتیهازشدگی تن   ضری، شدت نماید

 نهایت هیمحیط هرای  تن  شدت ضری،
 

 دگیهر روی ضری، شدت تن  مود هازش   تاثیر  .2 شکل

  
Fig . 2. The effect of    on the opening stress intensity factor 

 

 هر روی ضری، شدت تن  مود هازشدگی   تاثیر ( 3شکل )

 
Fig. 3. The effect of    on the opening stress intensity factor 

 
 

 های مهندسی مصالح ثاهت .1 جدول

Mat                                        

1
* 

5 5 2 2 0.25 6 2 2 6 2 2
 

2
+ 

5 10 2 2 0.25 5.6 1.6 1.8 10.9 2 2
 

3
+ 

5 25 2 2 0.25 5.4 1.4 1.7 25.9 2 2
 

4
+ 

5 5 2 1 0.25 6 2 2 6 1 2
 

5
+ 

5 5 2 0.67 0.25 6 2 2 6 0.67 2
 

6
+ 

10 5 4 2 0.25 14 6 5 7.5 2 4
 

7
+ 

15 5 6 2 0.25 26 14 10 10 2 6
 

8
* 

5 5 2 2 0.1 5.1 0.5 0.5 5.1 2.3 2.3
 

9
* 

5 5 2 2 0.4 10.7 7.1 7.1 10.7 1.8 1.8
 

*
Isotropic

  +
Transversely isotropic 

Table 1. Properties of synthetic materials 
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 هر روی ضری، شدت تن  مود هازشدگی  تاثیر ( 4شکل )

 
Fig. 4. The effect of   on the opening stress intensity 

factor 
 

 روی ضری، شدت تن  مود هازشدگی  تاثیر  .5شکل 

 

Fig. 5. The effect of   on the opening stress intensity 

factor 
 

کاه ضاری،    توان نتیجاه گرفات  هناهراین می. کندمیل میاست، 

قل از ناوع مااده تشاکیل    مستنهایت هرای محیط هیشدت تن  

 .استدهنده محیط 

 

‌مود‌دوم‌شکست‌-4
 تعریف مساله و حل معادلات انتگرالی دوگانه -4-1

ای شامل ترک سکه   هه ضخامت  ای ایزوتروپ جانبیلایه

هه طوری که سطو  ترک در   هه شعاع  در مرکز لایهشکل 

 و سطو  لایه محدود ( ) هه اندازه  هرشی شعاعیمعرض تن  

ها  (.9، را در نظر هگیرید )شکل هاشندفاقد هر گونه حرکتی 

، مساله    مساله نسبت هه محور موجود در تقارن  هتوجه ه

، هناهراین شرایط مرزی شودحل می      هرای حالتفقط 

 مساله عبارتند از:

(39)   (   )                   

(31)   (   )                   

(38)    (   )                   

(36)    (   )   ( )                

(41)   (   )                   

و      ها توجه هه تقارن محوری موجود در مساله 

( و 2های مناس، از رواهط )هاشند. ها انتخاب میدانمی    

و چهار مجهول  ( را ارضا نموده39-38( شرایط مرزی )3)

در . کنیممیهراساس یک مجهول هازنویسی  موجود در مساله را

( هه 41( و )36ها اعمال تغییر متغیر مناس،، شرایط مرزی ) ادامه

 هند:یایدلات انتگرالی دوگانه زیر کاه  ممعا

(41) ∫    ( )
 

 

  (   )  (  )    ( )          

(42) ∫   ( )  (  )            
 

 

 

 
 ای شکل تحت مود دو موجود در تفحه ضخیمترک سکه .6شکل 

z

r
a

z

r

a

2h

Finite layer of transversely 

isotropic medium

Bottom 

face

τ (r)

Top 

face

τ (r)

Penny-shaped 

crack

 
Fig. 6. Penny-shaped crack under mode II in a thick plate 

 

( )  که  ضرای،    و  (   )   همچنین .( )      

( را 42و  41هاشند. معادلات انتگرالی دوگانه )مشخصی می

 نماییم: یتوانیم هه تورت زیر هازنویسمی

(43) ∫    ( )
 

 

{    (   )}  (  )   
 ( )

  
      

(44) ∫   ( )  (  )           
 

 

 

 که در آن 

(41)   (   )  
  (   )

  
      

   
(    (   ))     

ای حل معادلات ، هر3در هخ   ها استفاده از روش گفته شده

 :گیریمر زیر را در نظر میدوگانه تغییر متغی
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(49)   ( )  
    

      (   )
∫      ( )    (  )  

 

 

 

 راهطه نماید، ها جایگذاریرا ارضا می (44) راهطه( 49)راهطه 

مساله هه جزئیات ارائه ( ها ترف نظر از 43) راهطه در( 49)

 :شودمعادله فردهلم نوع دوم زیر منتهی می

(41)  ( )  
 

 
∫   (     ) ( )   

  ( )

   
       

 

 

 

 

 هه طوری که

(48) 
  (     )

  (  )   ∫    (   )    (  )    (  )  
 

 

 

(46)   ( )  ∫    ( )(     )      
 

 

 

 

 برشیضریب شدت تنش مود  -4-2

شی، مطاهخ راهطه زیر تعریف ضری، شدت تن  مود هر

 :شودمی

(11)    
     

    
√ (   )   (   ) 

 

(، ضری، شدت تن  هراهر است 11و  43ها استفاده از رواهط )

 ها

(11)    
  (    )

 

 

 ( )

     

 

 نتایج عددی و بحث -4-3

نتایج  قبل از هحث در مورد نتایج عددی لازم هه ذکر است که

( )  هه دست آمده ها فرض ( 1-11) هایشکل .است     

تغییرات پارامترهای محیط ایزوتروپ جانبی هر  نشان دهنده اثر

توان . از نمودارها میاستروی ضری، شدت مود هرشی 

تاثیر محسوسی هر    گونه نتیجه گرفت که تغییر پارامتر این

و   ندارد در حالی که ها تغییر  هرشی شدت تن ضری، روی 

ها طوری که  ههتغییر محسوسی دارد.  تن  ضری، شدت   

  ها افزای   و یاهدمی ی اضری، شدت تن  افز   کاه  

( 11) شکل. شودروهرو میافزای  ها هرشی ضری، شدت تن  

 افزای های کم لایه ها ضخامتآن است که در  دهندهنشان

 است. یافته افزی ضری، شدت تن  مود هرشی نیز    پارامتر 

 

 هرشین  مود هر روی ضری، شدت ت   تاثیر  .7شکل 

 
Fig. 7. The effect of    on the shearing stress intensity factor 

 
 هر روی ضری، شدت تن  مود هرشی   تاثیر  .8شکل 

 
Fig. 8. The effect of    on the shearing stress intensity factor 

 

مانند مود یک شکست، در مود دوم هم ها افزای  نسبت 

ای ضری، شدت تن  ها ه شعاع ترک سکهه لایهضخامت 

هه طوری که این افزای  هرای  شودافزای  مواجه می

 و هه تدریج استکوچک از شدت زیادی هرخوردار های بتنس

ضری، شدت تن  افزای  هسیار کمی  لایهها افزای  ضخامت 

 های هزرگتر از دونسبتهه ازای هه طوری که  .هیندهه خود می

 هرایهرشی ضری، شدت تن   ،اع ترکه هه شعلایضخامت 

 تمایل هه  مختلف مصالح
 

 هر روی ضری، شدت تن  مود هرشی  تاثیر ( 6شکل )

 
Fig . 9. The effect of   on the shearing stress intensity factor 

M a t 1

M a t 2

M a t 3

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0
0 . 0

0 . 1

0 . 2

0 . 3

0 . 4

0 . 5

  

0 .5
0

M a t 1

M a t 4

M a t 5

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0
0 . 0

0 . 1

0 . 2

0 . 3

0 . 4

0 . 5

  

0 .5
0

M a t 1

M a t 6

M a t 7

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0
0 . 0

0 . 1

0 . 2

0 . 3

0 . 4

0 . 5

  

0 .5
0

67 



 1361سال/  3شماره / دوره هجدهم                                                                       پهوهشی مهندسی عمران مدرس –مجله علمی  
 

 

 رشیهر روی ضری، شدت تن  مود ه   تاثیر  .11شکل 

 
Fig. 10. The effect of   on the shearing stress intensity factor 

 

هرای محیط  تن  شدتضری، یک مقدار ثاهت که همان مقدار 

گونه نتیجاه گرفات   توان ایند. هناهراین میدار ، رانهایت استهی

نهایات  های  هرای ضخامت مود هرشی هم ضری، شدت تن  که

‌.استمستقل محیط از نوع مصالح 
 

‌مود‌سوم‌شکست‌-5
 عادلات انتگرالی دوگانهتعریف مساله و حل م -5-1

ای شامل ترک سکه   هه ضخامت  ای ایزوتروپ جانبیلایه

هه طوری که سطو  ترک در   هه شعاع  در مرکز لایهشکل 

هه  )ناشی از لنگر پیچشی( تن  هرشی خارج از تفحه معرض

، هاشندو سطو  لایه محدود فاقد هر گونه حرکتی  ( ) اندازه 

موجود در تقارن  هها توجه ه(. 11را در نظر هگیرید )شکل 

      هرای حالتفقط ، مساله    مساله نسبت هه محور 

 ، هناهراین شرایط مرزی مساله عبارتند از:شودحل می

 

(12)   (   )                   

(13)    (   )   ( )                

(14)   (   )                   

 

،       در مسالهها توجه هه تقارن محوری موجود 

های مناس، از رواهط . ها انتخاب میداناست    و      

دو مجهول موجود در ( را ارضا نموده و 12شره )( 3و  2)

ها  در ادامه. کنیممیهراساس یک مجهول هازنویسی  مساله را

دلات ( هه معا14و  13زی )اعمال تغییر متغیر مناس،، شرایط مر

 هند:یایانتگرالی دوگانه زیر کاه  م

(11) ∫    ( )
 

 

  (   )  (  )    ( )          

(19) ∫   ( )  (  )            
 

 

 

( )  که        ( ) ،  (   )    و  (    )           

( را 19و 11. معادلات انتگرالی دوگانه )استضری، مشخصی 

 نماییم: یتوانیم هه تورت زیر هازنویسمی

 
 ای شکل تحت مود سه موجود در تفحه ضخیمترک سکه .11شکل 

z

r

a

z
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a

2h

M
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Fig. 11. Penny-shaped crack under mode III in a thick plate 

 
(11) ∫    ( )

 

 

{    (   )}  (  )   
 ( )

  
      

(18) ∫   ( )  (  )           
 

 

 

 

 که در آن 

(16)   (   )  
  (   )

  
      

   
(    (   ))     

معادلات ای حل ، هر3در هخ   ها استفاده از روش گفته شده

 :گیریمر زیر را در نظر میدوگانه تغییر متغی

(91)   ( )  
    

      (   )
∫      ( )    (  )  

 

 

 

 

 راهطه نماید، ها جایگذاریرا ارضا می (18راهطه )( 91)راهطه 

مساله هه جزئیات ارائه ( ها ترف نظر از 11)راهطه در ( 91)

 :شودنتهی میمعادله فردهلم نوع دوم زیر م

(91)  ( )  
 

 
∫   (     ) ( )   

  ( )

   
        

 

 

 

 هه طوری که

(92)   (     )

  (  )   ∫    (   )    (  )    (  )  
 

 

 

(93)   ( )  ∫    ( )(     )      
 

 

 

 

 پارگیضریب شدت تنش مود  -5-2

، مطاهخ راهطه زیر تعریف پارگیضری، شدت تن  مود 
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 :شودمی

(94)     
     

    
√ (   )   (   ) 

 
(، ضری، شدت تن  هراهر است 94و  11ها استفاده از رواهط )

 ها

(91)     
  (    )

 

 

 ( )

     

 

 نتایج عددی و بحث -5-3

قبل از هحث در مورد نتایج عددی لازم هاه ذکار اسات کاه     

( ) نتایج هه دست آمده ها فرض  هماانطور کاه    .اسات      

(، ضاری، شادت تان  ماود     91طبخ راهطاه )  شوده میملاحظ

. هنااهراین دیگار پارامترهاای    اسات   و    پارگی فقط تاهعی از 

نخواهناد   مود پارگی ر روی ضری، شدت تن محیط تاثیری ه

 گذاشت.

 
 پارگیهر روی ضری، شدت تن  مود    تاثیر  .12شکل 

 
Fig. 12. The effect of    on the tearing  stress intensity factor 

 
ضاری، شادت      ( هیانگر آن است که ها کاه  12) شکل

شااهد آن  ( 13) شاکل  در و یاهاد مای تن  مود پارگی افازای   

پاارگی  ماود  ضری، شدت تان     که ها افزای  پارامتر  هستیم

هازشدگی و شکست  هایهمچنین مانند مود. یافته استافزای  

هاا افازای  نسابت    ماود پاارگی نیاز    ضری، شدت تن   هرشی

و  یاهاد ای همواره افزای  مای هه شعاع ترک سکه لایهضخامت 

هاه مقادار ثااهتی     مستقل از نوع محایط  نهایت این ضری،در هی

 کند.میل پیدا می

 

 پارگیهر روی ضری، شدت تن  مود   تاثیر  .13شکل 

 
Fig. 13. The effect of   on the tearing stress intensity factor 

 

‌سنجیصحت‌-6
 دت تن  مودهاای هازشادگی، هرشای و پاارگی    ضرای، ش

زماانی کاه تارک در    نهایات  های  محیطای موجود در ترک سکه

فشاری، هرشای داخال تافحه و هرشای     های ثاهت تن رض مع

 :[5] استمطاهخ زیر هه ترتی،  هگیردخارج از تفحه قرار 

(99)‌  
  

 √ 

 
   

(91)‌   
  

√ 

 
   

(98)‌    
  

√ 

 
   

هارای ماود هازشادگی هارای     ضری، شادت تان    عددی  نتایج

هاا تقریا،    8ضخامت لایه هه شعاع ترک هزرگتار از   ایهنسبت

همچنین ضاری،  د. نکن( میل پیدا می99مناس، هه مقدار راهطه )

 هاای هرای مودهای هرشای و پاارگی هارای نسابت    شدت تن  

ها تقریا، مناسا، هاه     3ضخامت لایه هه شعاع ترک هزرگتر از 

ر ایان نتاایج هیاانگ    کنناد. ( میال مای  98و  91ترتی، هه رواهط )

 .استتحت روش عددی و نتایج هه دست آمده 
 

‌گیرینتیجه‌-7
ای تحات مودهاای   در این پاهوه  انادرکن  تارک ساکه    

ایزوتاروپ   لایه)هازشدگی، هرشی و پارگی( ها مختلف شکست 

هاای  جانبی ماورد هررسای قارار گرفات. هاا اساتفاده از میادان       

 ها در شارایط تغییرمکان و تن  حاکم هر محیط و جایگذاری آن

. در شاد گاناه تبادیل   مرزی، مساله هه حل معادلات انتگرالی دو

انتگرالای  ادامه ها استفاده از تغییر متغیرهاای مناسا، معاادلات    

فاردهلم ناوع دوم کاه هاه      یک معادلههه هه ازای هر مود دوگانه 
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، کاه  پیدا کردند. نتایج ضری، استتورت عددی قاهل حل 

 وت ایزوتروپ جانبیشدت تن  نوک ترک هه ازای مصالح متفا

مورد ارزیاهی قرار گرفت. نتایج حااکی از   هرای مودهای مختلف

ت تان   دتاثیر قاهل توجه ناهمساانی محایط روی ضاری، شا    

هعالاوه اینکاه ضاری، شادت تان  هاا        استمودهای مختلف 

 هماواره  ایه هاه شاعاع تارک ساکه    لایافزای  نسبت ضخامت 

تفحه هه سمت هنگامی که ضخامت  ،د. در ضمنیاهافزای  می

هار ساه ماود     ت میل نماید نتایج ضاری، شادت تان    نهایهی

 و هه یک مقدار مشاخص  شوندمیمحیط مستقل از نوع مصالح 

 کنند.میل پیدا می
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Abstract: 

Nowadays fracture behavior composites play an important role in geomechanics engineering. Also, it is 

common knowledge that all existing structural materials contain different inter- and intra-component defect 

(cracks, delaminations, etc.). On the other hand, analytical techniques can provide a better physical 

interpretation of problems. In this paper, by using an analytical approach, effects of the fracture modes 

(opening, shearing and tearing) on a penny-shaped crack in a layer of transversely isotropic solid has been 

studied. The layer surfaces are fixed from displacement and the system is loaded symmetrically in each 

mode. In each mode, by substituting the boundary conditions into the governing equations of the medium, 

the problem reduced to dual integral equations. With the aid some mathematical methods, the dual integral 

equations are converted to a Fredholm integral equation which is amenable to numerical solution. These 

Fredholm integral equations are the functions of the thickness of the layer, the radius of crack and the 

properties of the layer. To evaluate the effect of anisotropic materials on the stress intensity factors(SIFs), 

several synthetic types of isotropic and transversely isotropic materials are selected. By employing a 

numerical method the opening, shearing and tearing SIFs for different ratios of layer thickness are obtained. 

The results for the opening SIF show that by increasing the    the SIF decreases substasinaly. On the other 

hand, an increase in     leads to increments in opening SIF. Also, the results demonstrate that the variation in 

  has a negligible effect on the opening SIF. Moreover, an increasing in   leads reductions in SIF. For the 

shearing SIF,    has little effect on the results although by decreasing the    the shearing SIF increases. 

Unlike the   , the modulus of the young in the plane ( ) of the isotropy has substantial effect on the shearing 

SIF.  An increase in   leads increments in the shearing SIF. Also, by increasing the   the SIF increases 

marginally. In the mode III, the tearing SIF is only the functions of    (the shear modulus for the plane 

normal to the plane of isotropy) and  . The results show that by reduction in    the tearing SIF increases and 

by increasing   the tearing SIF increases. An important point that can be inferred from the results is that by 

increasing the ratio of layer thickness to the radius of the penny-shaped crack all of the three SIFs increase, 

this increase for the lower thicknesses is much more in comparison to the greater thicknesses. Additionally, 

when the layer thickness gets higher, the stress intensity factors for all the materials tend to a constant 

coefficient. This means that when the layer thickness gets greater and tends to infinity, the SIFs become 

independent of the material of the layer. 

 

Keywords: Penny-shapped crack, Transversely isotropic, Fredholm equation, Stress intensity Factor (SIF). 
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