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 چکیده

ترکیبنی  سازی توپولوژی سازه با استفاده از روش سطح تراز استفاده شده است. توابع پیشننهادی،  هینهب برایابع پایه هنکل کروی تو، از در این مقاله 

ی شعاعی هستند. بنا اسنتفاده از توابنع     ای در فضای مختلط و برگرفته از توابع پایه از میدان توابع بسل نوع اول و دوم و همچنین میدان توابع چند جمله

معادلنه دیفرانسنیل بنا مشنتقائ ج  نی       شندن  تبندیل   سبباین  و شده جدا یکدیگر زمان از و مکان به تراز سطوح مجموعه تابع وابستگیهنکل کروی، 

شود. بدین طریق، مشکلائ ناشی از حل معادله دیفرانسیل با مشنتقائ ج  نی برطنرد شنده و در     می معادله دیفرانسیل معمولی یك به ژاکوبی-همیلتون

اف ایش سرعت و دقت همگراینی در ایجناد طنرح     برای. در ادامه، یستسازی ن تابع مجموعه سطوح تراز در فرایند بهینهنتیجه نیازی به مقداردهی مجدد 

توابع شکل پیشنهادی علاوه بر ارضای خاصنیت دلتنای کرونکنر و افنراز     شود.  لاگرانژ میکلاسیك توابع شکل هنکل کروی جایگ ین توابع شکل  ،بهینه

ای، بسنل ننوع اول و دوم در فضنای مخنتلط      جملنه  هر سه میدان توابع چند دارا بودنبه لحاظ  همچنین توابع پیشنهادی بوده پذیر نهایت مشتق واحد، بی

. در انتهنا  شنود ای اغنا منی در توابع شکل کلاسیك لاگرانژ تنها میدان توابع چند جملهدر حالی که  باشندتواند در بهبود دقت و سرعت همگرایی مؤثر  می

 شده است. کروی و توابع شکل هنکل کروی بیان ی شعاعی هنکل  بررسی عملکرد توابع پایه  برایعددی  نمونهچندین 

 

 توپولوژی، روش مجموعه سطوح تراز سازیبهینههنکل کروی، توابع شکل هنکل کروی،  شعاعیی  توابع پایه :کلیدی واژگان
 

 مقدمه -1

 هنای  شناخه  از یکی توپولوژی و شکل سازیامروزه، بهینه

 مورد مهندسی های کاربرد در  گسترده صورئ به که است مهمی

 گذشنته  دهنه  سنه  در شناخه  گینرد. اینن   منی  قنرار  اسنتفاده 

 سنازی بهیننه  از هندد  است. داشته توجهیقابل  های پیشرفت

طرح دامنه در مناسب )بهینه( مواد توزیع نمودن پیدا توپولوژی
2,3

Ω R ه نن یبه حفنرائ  تعنداد  و شنکل  که ای گونه به ؛است

 منورد نخسنتین روش   .[2, 1] شنود  میننیمم  هدد تابع و شده
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 سنازی  همگنن ، روش سازی توپولنوژی سنازه   در بهینه ستفادها

 یکنوچی و کبندسنو   توسنط  بار نخستین برای روش ینا. است

 در سنورا   ینك  پایه المان هر در روش این ردارا ه شد.  [3]

طنول،   شنامل  اندازه پارامترهای طراحی با و شود می گرفته نظر

 ینا  پنر  جاهنایی  توان دریافت که چه میحفره،  برای و عرض

مننواد  ، روشسننازی همگنننی روش مبنننا بننر هسننتند. خننالی

SIMP) با ضریب جریمهای وتوپ 
توسنط  برای نخستین بار ( 8

 منواد  چگنالی  طراحی، تابع، روش این در ارا ه شد. [4] بندسو

یکنی   .[5]شنود   منی  گرفتنه  نظر در ثابت المان کل در کهاست 

سنازی   بهیننه  سنازی توپولنوژی روش   های بهینه دیگر از روش

2ساختاری تکاملی )
ESO )اگ ی و اسنتیون  به وسیلهکه  است 

 صورئ به تنش گرفتن نظر در، روش این ایدهپیشنهاد شد.  [6]

 کنه  دامنه از هایی قسمت، پس .است طرح دامنه در یکنواخت

 کنه  هنایی  قسنمت  و شنود  منی  حذد است پایینی تنش دارای

 شود.   می داشته نگه است، بالایی تنش دارای

 تین موفق صنورئ  بنه  تراز سطوح مجموعه روش به تازگی

 بکنار  توپولنوژی سنازه   و شنکل  سنازی  بهینه بحث در ی یآم

 [7] اشنر و سنتیان   توسنط  بنار  اولنین  برای روش اینرود.  می

 از گونناگونی  های زمینه معرفی شد. پس از آن از این روش در

 کامپیوتری یرسازیتصو احتراق، فرایند سیالائ، مکانیك ملهج

، شنده  ذکنر  هنای  روش کلینه  در .[9, 8]شند   اسنتفاده  غینره  و

؛ انند  شده گرفته نظر در طراحی متغیرهای عنوان به مواد خواص

 اسنتوار  منرز  تغییرائ مبنای برتراز  سطوح مجموعه روش اما

 یخنارج  و داخلی مرزهای ،طراحی متغیر روش این است. در

 سنطوح  مجموعنه  تابع صفر تراز لهیوس به سازه . مرزهایاست

 مهم ویژگی این نمایش  گونه نیا، پسشود.  می داده نشانتراز 

یکندیگر   بنا  تواننند  منی  دامنه مرزهای یراحت به که است دارا را

 حنل  از اسنتفاده  . بنا [10] شنوند  جدا همدیگر از یا و ترکیب

 بنه  شروع دامنه مرز تابع، این از ژاکوبی ناشی -همیلتون معادله

 سنرعت  بنردار  توسنط  مرز این حرکت کنترل کند. می حرکت

 از استفاده برای حال گیرد. می صورئ ژاکوبی-همیلتون معادله

 بنردار  بنین  اسنت  کنافی  توپولنوژی  سازی بهینه در روش این

                                                           

1 Solid isotopic material with penalization 
2 Evolutionary structural optimization 

 کنه  شنکل  مشنتق  و ژاکنوبی -همیلتون معادله از ناشی سرعت

 برقنرار  ارتبناطی ، شنود  می استفاده هدد تابع سازی بهینه برای

مجموعنه سنطوح    شجاعی و محمندیان روش  .[13-11] نمود

PCLS)ای  تراز ثابت تکنه 
اوشنر  -بننس -مرینام را بنا طنرح    ( 9

(MBO
ه و سنرعت  سنازی ترکینب نمنود    مسا ل بهینهبرای ، (1

دیگر نیازی بنه  ، . در این روش[14] همگرایی را اف ایش دادند

   .نیستژاکوبی  -حل معادله هامیلتون

حنل معادلنه سنطح تنراز      بنرای روندی که در این مقالنه  

شعاعی بنا روش سنطح    ی تلفیق توابع پایه ،است شده استفاده

 ینك  یابی درون یا تخمین برای شعاعی ی پایه توابع. استتراز 

و  پیوسنته  کنه  ای پاینه  توابنع  از اسنتفاده  بنا  مشنخ   طنرح 

بنر اسناس ننرم    و  گینرد  می قرار استفاده مورد است ریپذ مشتق

شوند. در این توابنع هنیا اتصنالی در قالنب      اقلیدسی بیان می

 شعاعی ی پایه یابی وجود ندارد. توابع های درون المان بین گره

 دو به را ها آن توان می یکلر طو به ولی دارد وجود زیادی متنوع

 :[23-15] نمود تقسیم گروه

 جملنه  آن از کنه  :کلنی  گناه تکیه شعاعی ی پایه توابع -8 

گاوسین، چند ربعنی، چنند     ،نازک صفحه نیاسپیلا به توان می

 .کرد اشاره غیره و ربعی معکوس، فوریه حقیقی و مختلط

کنه از آن جملنه    فشنرده گناه  تکینه  شنعاعی  ی پاینه  توابع  -2

 توان به توابع وندلند اشاره کرد. می

 مجموعه تابع وابستگی ،شعاعی ی با استفاده از توابع پایه

 سنبب  این و شده جدا یکدیگر زمان از و مکان به تراز سطوح

-همیلتنون  دیفرانسیل بنا مشنتقائ ج  نی    معادله شدنتبدیل 

. بدین طرینق  شود می دیفرانسیل معمولی معادله یك به ژاکوبی

مشکلائ ناشی از حل معادله دیفرانسنیل بنا مشنتقائ ج  نی     

سطوح شده و ل وم به مقداردهی مجدد تابع مجموعه  برطرد

ال اینجاسنت  ؤحنال سن   .[15] یستسازی ن تراز در فرایند بهینه

لنه سنطح تنراز    شنعاعی در حنل معاد   ی کدام فرم از توابع پایه

 ی بنا اسنتفاده از توابنع پاینه    توان  آیا میعملکرد بهتری دارد؟ 

سرعت و دقت همگراینی را در ایجناد    ،جدید دیگری شعاعی

 طرح بهینه اف ایش داد؟

                                                           
3 Piecewise constant level set 

4 Merriman-Bence-Osher 
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با استفاده  [22-20] همکارانجواران و  حم ۀچندی پیش 

 سنازی  مدلدر های هنکل کروی  بندی و توسعه المان فرمولاز 

کمننك  بننه دینامیكاسننتاتیك و الاسننتوالاستوعننددی مسننا ل 

و مسا ل جریان سیال تنراکم   محدود و مرزیالمان  های روش

توانستند خطای عنددی را   محدود المانناپذیر به کمك روش 

های عنددی تنن ل   به کمترین مقدار خود نسبت به سایر روش

 دهند و نتایج خوبی را دریافت کنند.

هنکنل  ی شنعاعی   پاینه استفاده از توابنع  ایده  در این مقاله،

دوم در فضنای   که ترکیبنی از توابنع بسنل ننوع اول و    کروی 

و  نظنر  منورد  ی شنعاعی  توابنع پاینه   عننوان   بنه  ،مختلط است

کلاسنیك  جایگ ینی توابع شکل هنکل کروی با توابنع شنکل   

سازی توپولوژی سازه با اسنتفاده   بهینه مسئلهحل  برای لاگرانژ

بنا   اسنت.  شنده   گرفتنه  کنار ب ،از روش مجموعه سطوح تنراز 

بنه  ژاکنوبی  -وابسنتگی معادلنه هنامیلتون    ،توابعن استفاده از ای

 مختلنن  و در مراحننل شنندهمکنان و زمننان از یکنندیگر جندا   

 .نیستاولیه مجدد  مقداردهیدیگر نیازی به فرایند  سازی بهینه

 چنند هر سه میندان توابنع    یلحاظ ارضابه  همچنین این توابع

دقننت  ،اول و دوم در فضننای مخننتلط نننوع ، بسننلیا جملننه

محاسبائ را اف ایش داده و امکان ایجاد توپولوژی بهیننه را بنا   

 کند. تعداد المان کمتر فراهم می

 

سازی باا اساادا ه از شو     بهینه مسئلهبیان  -2

 مجموعه سطوح تراز

سنازی   بهیننه  مسئلهتوان چندین  سازی می مسا ل بهینهدر 

کنردن   بیشنینه سازه از قبینل میننیمم نمنودن اننرژی کرنشنی،      

تعرین  کنرد.    [25] مینیمم کردن تنشو  [24] فرکانس طبیعی

تحنت قیند   مینیمم نمودن اننرژی کرنشنی    مسئلهدر این مقاله 

داده شده است و به صورئ زیر بیان  قرار بررسی موردحجم، 

 شود. می

(8) m in  ( , ) ( )dJ F u Ω u Ω 
 در آن،که 

 
(2) T1

( ) = ( )  ( )
2

F u ε u D ε u 
(9) 

m a xd V


 
 

 جایی سازه تحنت بارهنای وارد   هجاببردار u ،دامنه طرح Ωو

، تابع هندد  J،الاستیسیتهماتریس D،ها کرنش ε،شده
m a xV 

)و ماک یمم حجم مجاز )F u  استچگالی انرژی کرنشی  . 

با ترکیب قید حجم و تابع هدد با استفاده از روش لاگرانژین 

صورئ زیر ایجناد    توان یك تابع هدد اف وده را به اف وده می

 .[26]نمود 

(1) 

2

m a x m a x

1
( ) ( )

2

k

k
J J d v V d v V

    

       
   
   

 
 

 

 

k ،که در آن
  وk

  ترتینب ضنرایب جریمنه و لاگراننژ      بنه

 .شوند صورئ زیر بروز می شند و بهبا می

 

(5) 1

m a x

1k k

k
d v V 



 

   
 
 




 

 

(6) 1

0 0             (0 ,1)  
k k

 


    
 ،که در آن

0 .یك پارامتر ثابت است 

Jکاهش یافتن  برای



 که سرعتی با طرح دامنه مرز است، نیاز 

 .کند حرکت نماید می ارضا را زیر شرایط

(9) 
0J  

 روش از اسنتفاده  حنل  راه بهتنرین  هندد  این به رسیدن برای

 :که شکلی  به باشد می کاهش سریعترین

(1) T

m a x

1 1
( . ( )  ( ) ( )

2

k

k
f d V     


nv u ε u D ε u





 

و  نیروی حجمی وارد بر منرز نینومن   f،که در آن
nv   بنردار

   .استسرعت نرمال 

 اسنت  طنرح  شکل حساسیت تحلیل بیانگر تنها نه مرز سرعت

 روش و سنازه  سنازی  بهیننه  بین ارتباطی پل ترین اساسی بلکه

سنازی   بنرای حنل مسنا ل بهیننه     .اسنت تراز  سطوح مجموعه

نمایش و همچنین  برایتوپولوژی سازه از روش سطوح تراز، 

بنا اسنتفاده از اینن     شنود. حرکت مرز دامنه طرح اسنتفاده منی  

قنرار   بررسنی  موردتوان حرکت دینامیکی مرزها را می ،روش
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دامنه طرح به سه قسمت با توجنه بنه مقندار    در این مدل  داد.

 :شودتابع سطوح تراز تقسیم می
 

(3) 

( ( ) ) 0            ( )

( ( ) ) = 0            ( )

( ( ) ) 0             ( ) /

x t x t

x t x t

x t x t

  

  

   

Φ D

Φ Ω

Φ Ω Ω

 

 قبنول   قابنل هنای   تی است که همه شنکل دامنه ثابD،که در آن

( ( )) 0x t Φ  نننننیدهننند و همچ را در خنننود جنننای منننی 

( ( )) > 0 , ( ( )) = 0 , ( ( )) < 0x t x t x tΦ Φ Φ روی  ،به ترتیب داخل

تراز صفر تنابع   (8) شکل دهد.و خارج دامنه طرح را نشان می

های مختل   مجموعه سطوح تراز و مقدار این تابع در قسمت

 دامننه  مرز ضمنی نمایش گونه دهد. این دامنه طرح را نشان می

 را اینن  قابلینت  راحتنی  به و داشته زیادی پذیری انعطاد طرح

ترکیب نمایند.   همدیگر با یا و جدا یکدیگر از را مرزها که دارد

)به عبارتی دیگر با تغییر نمودن )xΦ     تراز صفر این تنابع نین

 سنطوح  مجموعنه  تنابع  تکناملی  فرایند کل درنماید.  تغییر می

 در صفر برابر همواره طرح دامنه مرز روی تابع این مقدار تراز،

 .شود می گرفته نظر

 
 .تعری  دامنه طرح دو بعدی با روش تعیین تراز. 1شکل 

 
Fig. 1. Define the scope of the two-dimensional design with 

the level set method 

 

 د:شوبه شکل زیر بیان می طرح مرز دامنه پس

 

(84) 
( ( )) = 0            ( )x t x t  Φ Ω 

 

)اگر از معادله ( )) = 0x tΦ  توجه بنه پنارامتر زمنان   باt   مشنتق

=بنا توجنه بنه اینکنه     دگرفته شو




Φ
n

Φ
.و   = ( ) 

n
v n v Φ 

 :شودمعادله زیر حاصل می

(88) + . ( ) = 0
t






Φ
Φ v x 

در آن، که
nv  معادله دیفرانسیل . این استبردار سرعت نرمال

تراز مشهور  ژاکوبی به معادله مجموعه سطوح-ج  ی همیلتون

 را مشنترک  فصل حرکت ،دیفرانسیل معادله این واقع در .است

)،آن در که ) ) = 0   xΦ)     تحنت سنرعت نرمنال
nv   تعرین 

 روش بنین  ارتبناطی  پنل  شند  گفته قبلا که طور کند. همان می

 بنردار  سنازه  توپولنوژی  سنازی  بهیننه  و تراز سطوح مجموعه

نرمال سرعت
nv  چنانچنه منرز دامننه طنرح      بننابراین . اسنت

 و بردار شودتعری  صورئ تراز صفر تابع تعیین تراز   هب
nv 

 حنل توان مرز دامنه را بنا   جایگ ین شود می (1) نی  از معادله

 اینکنه  ضمن که داد حرکت ای گونه به ژاکوبی-همیلتون معادله

 را مسنئله  در موجنود  قیندهای  نماید، می مینیمم را هدد تابع

 تحلیلنی  فنرم  تراز مجموعه نماید. با توجه به اینکه تابع ارضا

 بنا  تنراز  سنطوح  مجموعنه  فرآینند  انجام برای پس باید ندارد،

 گسسته صورئ به را طرح دامنههای مصنوعی  روش زاستفاده ا

 ی شنر  تضمین پایداری فرآیند عندد  برایآوریم. بنابراین  در

5لووی )-فریدریش-کورانت
CFL) اضنافه  . شنود رعاینت   باید

 پنس بر این ما مجبور به فرآیند مقداردهی اولیه مجدد هستیم 

 اینن  اولینه  هنای  ویژگنی  زیادی مقدار به عددی ملاحظائ این

حل معادلنه   برایدر ادامه  .دهد می قرار الشعاع تحت را روش

ی شنعاعی هنکنل کنروی     توابنع پاینه  مجموعه سنطوح تنراز   

 وابستگیی شعاعی،  با استفاده از توابع پایهپیشنهاد شده است 

 شده جدا یکدیگر زمان از و مکان به تراز سطوح مجموعه تابع

 مشنتقائ ج  نی  معادله دیفرانسیل بنا   تبدیل شدن سبب این و

شنود.   منی  معادله دیفرانسیل معمنولی  یك به ژاکوبی-همیلتون

مشنکلائ ناشنی از حنل معادلنه دیفرانسنیل بنا       بدین طرینق  

مشتقائ ج  ی برطرد شده و ل وم به مقداردهی مجندد تنابع   

   .یستسازی ن مجموعه سطوح تراز در فرایند بهینه

 

حل معا له سطح تراز با اساادا ه از توابا      -3

 شعاعی پیشنها ی هنکل کروی ی پایه

، توابعی هستند بر مبنای نرم اقلیدس شعاعی ی توابع پایه

شنکل زینر بینان      کنه بنه   ینا ینك گنره   به مرک یت یك نقطه 

 :شوند می

                                                           

5 Courant-Friedrichs-Lewy 
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(82) ( ) = ( - )           j i iφ x φ x x x  D 
در آن، که

ix  استمحل هر گره.   

پیشننهادی   ی شنعاعی  پاینه تنابع  برای اولنین بنار   ر این مقاله د

زیر در نظر  صورئ بهحل معادله سطح تراز  برایهنکل کروی 

 شود: گرفته می
 

1 (1)
( ) ( ) ( ) 0 , 0 ,1, 2 , ...

n

j n
φ r r h r n  


   (89) 

 کنل هن ی شنعاعی پارامترهای شکل تابع پایه nو ،آنکه در 

1)، هستندکروی  ) (1 )

1

2

( ) ( )
2 ( )

n
n

h r H r
r


 

 

  کنل هنبیانگر تابع 

،nکننروی نننوع اول از مرتبننه
2 2

( ) ( )i i

sp

x x y y
r

d

  
  و

spd  هنای کنافی در    تضمین وجود داشتن گنره  برایپارامتری

توجننه شننود کننه  .[15] سننتا نظننر مننوردهمسننایگی گننره 
(1)

( ) ( ) ( )
n n n

h r j r i y r     قنننوی در  تکینگنننیدارای

 که ؛است، nقسمت موهومی خود، تابع نیومن کروی از مرتبه

بنه سنمت    rاین مطلب عدم وجود حد برای میل نرم اقلیدس

1 جملننهصنفر را در بننر دارد. بنننابراین وجنود   
( )

n
r

  در تننابع

حنال   شنود.  منی  تکینگنی باعث رفنع   نظر موردی شعاعی  پایه

)توان تابع مجموعه سطوح تراز ضمنی  می )x   را با اسنتفاده

 صورئ زیر تخمین زد:  به شعاعی ی از توابع پایه

(81) 
( , )  ( ) ( )

T
x t x t    

بنا جایگنذاری    .اسنت  ضریب گسترش در هر نقطه  آن،که در 

 ژاکوبی:-در معادله هامیلتون

(85) ( ) 0
T T

n

d
v

d t


    

روش مجموعه ز توان ا مجهول می nآوردن دست بهبرای 

و یك سیستم از معادله دیفرانسیل معمولی  استفاده نمود

 :کرد زیر ایجاد صورئ به

 

(86) ( ) 0
d

d t


 H  

 در آن: که

 

(89) 
1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n n n

x x

x x

 

 

 

 

 

 
 

H 

 (81) 
1 1

1

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

T

n

T

n n

v x x

v x x







 
 

 

 

 

 
 

  

 

های مختل  حل  توان با استفاده از روش ( را می86معادله )

 شده  استفاده رونده  شیپاز روش اویلر این مقاله در  که ؛نمود

 :است

(83) 1

1( ) ( )  ( ( ))n n nt t t t  


    H  
 

آوردن مقدار دست به. بعد از استگام زمانی  tدر این رابطه

 ( در هر گام زمانی، تابع مجموعه سطوح تراز 83از معادله )

سازی  بنابراین با پارامتر ؛شود ( بروز می81با استفاده از معادله )

-ی هامیلتوندیفرانسیل ج  تابع مجموعه سطوح تراز، معادله 

شود که  ولی تبدیل میژاکوبی به یك معادله دیفرانسیل معم

 تر راحتهای عددی  معادله با استفاده از روشحل این نوع 

 بهدیگر نیازی به مقید کردن گام زمانی  ،. در این روشاست

 ([18]شود به  ارجاع)برای ج  یائ بیشتر  نیست CFL شر  

توان  می . در نتیجه،گیرد مجدد صورئ نمیو مقداردهی اولیه 

در دامنه طرح حفره ایجاد نمود و همگرایی کلی را  یراحت  به

ایجاد عملکرد بهتر  برایهمچنین برای این روش فراهم کرد. 

سازی  ی شعاعی هنکل کروی در روند بهینه توابع پایه

از توابع شکل برای اولین بار در این مقاله توپولوژی سازه 

مراحل غنی کردن  .شده است استفادهجدید هنکل کروی نی  

در ادامه ی شعاعی هنکل کروی  ابع پایهوتو بررسی خواص 

  بیان خواهد شد.

 

ي شعاعي هنکل کرریي برراي   ابع پايهومراحل غني کردن ت -3-1

 يک المان سه گرهي

 ی شنعاعی  توابنع پاینه   در این قسمت، مراحل غنی کردن

 بحث موردسه گرهی  بعدی  یكك المان یهنکل کروی برای 

بنه   ای جمله چندر توابع مکمل قرار خواهد گرفت. بدین منظو

ی شعاعی در روند تقرینب  ای که فقط از توابع پایهتابعی بسط

 :شود اضافه میزیر  صورئ بهکند، نی  استفاده می

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n m

T T
h i i j j

i j

u x R r a P x b r x

 

     R a P b (24) 
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هنا و تعنداد   به ترتیب بینانگر تعنداد گنره    mو n ،که در آن

 همچنین: و ؛استهای پایه ایجمله عبارائ چند
 

1 2 ...
T

na a a   a 1 2 ...
T

mb b b   b  

1 2( ) ( ) ( ) ... ( )
T

nr R r R r R r   R 

1 2( ) ( ) ( ) ... ( )
T

mx P x P x P x   P 

(28) 

( در نقا  گرهی، معادلنه ماتریسنی زینر    24معادله ) با ارضای

 شود:حاصل می

ˆ
Q m u R a P b (22) 

 :که در آن

1 1 1

1

( ) . . . ( )

. .

. .

. .

( ) . . . ( )

n

Q

n n n

R r R r

R r R r
n n

 

 

 

 
 

 

 
 



R

1 1 1

1

( ) . . . ( )

. .

. .

. .

( ) . . . ( )

m

m

n m n

P x P x

P x P x
n m

 

 

 

 
 

 

 
 



P 

(29) 

های به فرم در جبر خطی، ماتریس
QR  وmP    به ترتینب بنه

 های ماتریس تناوب و واندرموند مشهور هستند.نام

nتعداد(، 22معادله ماتریسی )در  m در  وجود دارد مجهول

شرو   د. بنابراین بایتوان شکل دادمیمعادله  nفقط  که حالی 

 شده  داده. نشان ی پایدار شدن مسئله در نظر گرفتاضافی برا

است که اگر شر  زیر برقرار باشند یکتنایی جنواب تضنمین     

 :[27] خواهد شد
 

1

( ) 0 1,

n

T

j i i m

i

P x a j m



   0P a = (21) 

 دستگاه معادلائ نهایی عبارئ است از: درنتیجه

ˆQ m

T

m

    
    

      
00

R P a u

bP

 (25) 

و a، بردار مجهنولائ bSو aSبا تعری  دو ماتریس واسط 

b آیند:می دست بهزیر  صورئ  به 
ˆ

ˆ

b

a

b = S u

a = S u
 (26) 

 ،که در آن
1

1 1

1 1

T T

b m Q m m Q

a Q Q m b


 

 

 
 

 

S P R P P R

S R R P S

 (29) 

( رابطننه زیننر 24در رابطننه ) bو aبننا جایگننذاری بردارهننای

 شود:حاصل می
 

ˆ( ) ( ) ( )
T T

h a bu x r x  
 

R S P S u (21) 

)بننالا عبننارئ   ی در رابطننه ) ( )
T T

a br x 
 

R S P S،  بننردار

)را به میدان تابع ûمقادیر گرهی )hu x   سنازد کنه   منرتبط منی

بننابراین  های عددی اسنت.  تعری  تابع شکل در روشهمان 

 :شودزیر حاصل می صورئ بهماتریس توابع شکل 

( ) ( ) ( )
T T

a bx r x  R S P S (23) 

روی یك المان سنه گرهنی در دسنتگاه     گفته شدهحال موارد 

، بعندی   ینك ینك المنان   استفاده در  برای مختصائ طبیعی

در شکل  شده  دادهنشان  بعدی  یكمان برای ال .شوداعمال می

)، بردار(2) )rR زیر نوشته شود: صورئ بهتواند  می 
 
 

   

   

   

1
(1 )

1

1
(1 )

2

1
(1 )3

1 1
( )

( ) ( )

( )
1 1

n

n

n

n

n

n

h
R r

r R r h

R r
h

   

   

   







  
   

   
 
   

        

R (94) 

 .. المان سه گرهی در دستگاه مختصائ طبیعی2شکل 

 

 
Fig. 2. Three-node element in the natural coordinate system. 

 
1,1توجه شود کنه بنا توجنه بنه بنازه مختصنائ طبیعنی           ،

1 1    ،1 1     وsg n ( )    کننه در اسننت

)sgn،آن )  هنا  تعداد گنره  که ازآنجا. استبیانگر تابع علامت

1   1  0 

(1) ( 2 ) (3 )
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توان از میدان خطی می سازیغنی برای بنابراینبرابر سه است 

-در رونند غننی   نظر موردهای ها و برداراستفاده کرد. ماتریس

هنکل کروی برای مختصائ طبیعیی شعاعی  توابع پایه سازی

  اند شده  خلاصهبعد از محاسبائ جبری متوالی در زیر: 

1
( )



 
  
 

P (98) 

1 1 2 1 3 1

1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 3

1 (1 ) 1 (1 )

1 (1 )

( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( 2 ) ( 2 )

 ( )

S ym .

Q

n n

n n

n

Q n

R r R r R r

R r R r R r

R r R r R r

h h

h

    

  



 



 

 


 

 
 

 

 
  

 
 

R

R

 (92) 

1 1 2 1

1 2 2 2

1 3 2 3

( ) ( ) 1 1

( ) ( ) 1 0

( ) ( ) 1 1

m

P P

P P

P P

 

 

 

   

   
 
   

   
  

P (99) 

2 (1 )1

1 0 12
b

c c c 
  

 

S (91) 

1 2 1

4 2
2

S y m . 1

a

c

 

 
 

 

 
 

S (95) 

 cو cثوابننت مخننتلط واسننط  و پننارامتر  ،هننا آنکننه در 

 از: اند عبارئ
 

(1) (1)1 1

(1)1

0

1

( 2 ) ( 2 ) 4 ( ) 3

2 ( )

lim ( )

n n

n n

n

n

r

c

h h

c c h

R r

    

  



 







 

   
 



 
(96) 

در دسنتگاه   گرهنی  سنه توابنع شنکل اینن المنان      نهایتدر و 

 شود:زیر حاصل می صورئ بهمختصائ طبیعی 

 

 

 

1 2 3

1

2

3

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

2

( ) (1 ) ( )

1
( ) ( )

2

c g

c g

c g

      

   

  

   

   

   

  

  



 (99) 

)تابع مختلط  ،ها آنکه در  )g  :عبارئ است از 
 

 

   

1 1(1)1

1(1) (1)

( ) 1 1 2

                      1 1

n nn

n

n

n n

g c h

h h

     

    

 



    

   

 

(91) 

 ،لاگراننژ  کلاسنیك  با مقایسه توابع شکل هنکل و توابع شنکل 

شود که تنها تفاوئ بین اینن دو ننوع تنابع شنکل،     مشاهده می

)تابع )g  و ثابت مختلطc   ابنع شنکل   واست که بنه انتهنای ت

هنای  یکی از م ینت  ظاهر  بهاست و  شده  اضافههنکل کروی 

)ابع شکل هنکل همین تابع الحاقیوت )g  توانند  که منی  است

، در بهبنود دقنت   خود داردبا توجه به توابع قدرتمندی که در 

توابنع  ، ηبا تکرار روند بالا در دسنتگاه مختصنائ   باشد. مؤثر

 صنورئ  بنه سه گرهی در این دسنتگاه،   یبعد  كیشکل المان 

 شود: حاصل میزیر 
 

 

 

1 2 3
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( ) ( ) ( ) ( )
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1
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 (93) 
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                    1 1
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h h

η η η η
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(14) 

 

در شکل  شده  دادهنشان  بعدی دوتوابع شکل المان  نهایت در

حاصل  بعدی  یكهای توابع شکل المان ضرب  حاصل، از (9)

 شود:می
 

 .المان نه گرهی در دستگاه مختصائ طبیعی .3شکل 

 
Fig. 3. Nine-node element in the natural coordinate system. 
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 خواص تواب  شکل هنکل کروی -4
 کرخاصيت دلتاي کرین -4-1

دارای خاصنیت زینر    ،کر بنرای توابنع شنکل   دلتای کرون

 است:

 ( ) 1 0m n m nN i  (12) 

1i ،کننه در آن    بیننانگر پننارامتر موهننومی واحنند وm n 

توسنط توابنع    یابی درون. یعنی استکر دهنده نماد کرون  نشان

 نتیجنه در کنند و  پایه هنکل کروی از مقادیر گرهی عبنور منی  

 نموننه نظر )برای  دهای مورمقادیر مجهول گرهی همان کمیت

 ها هستند.( در گرهنیروجایی یا  هجاب

 

 خاصيت افراز یاحد -4-2

رابطنه زینر همنواره برقنرار      هنکل کرویبرای یك المان 

 است:

1

( ) 1 0

n

j

j

N i



   (19) 

طنور کنه   همنان های المان است. بیانگر تعداد گره nآن،که در 

های  جایی جابه سازی مدل، خاصیت افراز واحد امکان دانیم می

دهند و اینن از    جسم صلب را به توابع شنکل پیشننهادی منی   

 .استدار  های المان مل ومائ همگرایی در روش

 

 نهايت پيوسته از مرتبه بي قطعه  قطعه -4-3

برای المان سه گرهی هنکنل کنروی، روابنط زینر بنرای      

 .قابل برآورد استمشتقائ متوالی توابع شکل آن 
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هنکنل کنروی، ینك    ی شنعاعی   پایهبا توجه به خاصیت توابع 

زیر  صورئ بهرابطه بازگشتی اپراتوری بین مشتقائ این توابع 

 برقرار است:
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اي، بسل نوع ایل زمان ميدان توابع چند جمله دارا بودن هم -4-4

 ی دیم

ای  در توابع شکل کلاسیك لاگرانژ تنها میدان توابع چند جمله

که در توابع شکل هنکل کروی علاوه   شود؛ در حالیاغنا می

ای، از توابع بسل نوع اول و دوم در میدان توابع چند جملهبر 

)فضای مختلط که در تابع الحاقی )g  شوند نی  ظاهر می

 شده است. استفاده 

 ی عد یاه نمونه -5
هننای توابننع  نشننان دادن قابلیننت بننرایدر ایننن قسننمت 

د نن خواهقنرار   یبررسن  مورد یدوبعد نمونهپیشنهادی چندین 

های آورده شنده،   نمونهسعی شده  ،امکان مقایسه برای. گرفت

 اسنتفاده  منورد مقنالائ   بیشترهای مشهوری باشد که در  نمونه

بنندی مجندد در    جلوگیری از فرایند منش  براید. نگیر قرار می

 شنده   اسنتفاده از روش مواد مصنوعی  ،سازی حین فرایند بهینه

کننه بننرای  اسننت صننورئ  نیبنندمننواد  هننای ویژگننیاسننت. 

 هنای  های توپر و توخالی به ترتینب مندول الاستیسنیته    قسمت

2
1 NE

m
 و 

2
0 .0 0 1 NE

m
   برای کلیه دامننه  و نی

0.3 طرح نسبت پواسون ،  در  اسنت.  شنده   گرفتهدر نظر

ضنریب  ضریب لاگراننژ، پنارامتر جریمنه،     هر سه مثال پارامتر

0بنه ترتینب    ،و ابعناد  توسعه .01 ،1000 ،0 .9 ،

1L   5و
s

d  است. 

 مثال تير کنسول با بارگذاري انتهاي سمت راست  -5-1

و  تینر کنسنول بنا شنرایط بارگنذاری      ،نموننه اولنین   عننوان  به

داده  قرار یبررس مورد( 1شکل )در  شده  دادهنشان  گاهی تکیه

 متمرکنن سننازه مننورد نظننر بننا نیننروی عمننودی اسننت.  شننده

1 NF   گناهی گینردار در    سمت راست و شنرایط تکینه  در

ی  تابع پایهپارامترهای شکل سمت چپ بارگذاری شده است. 

0.002n و 2 با شعاعی هنکل کروی برابر  ،ها تعداد المان

کناهش حجنم   و  14و 14عرض بنه ترتینب    در جهت طول و

 نشنان ( طنرح بهیننه نهنایی را    5شنکل )  .اسنت  نظنر مد % 14

های عددی  که مشابه طرح نهایی حاصل از سایر روشدهد  می

بنا توجنه بنه    . اسنت سنازی توپولنوژی    مورد استفاده در بهینه

( 6در شننکل )نمودارهننای انننرژی کرنشننی و کنناهش حجننم  

بنا بکنار گینری توابنع      شود که طرح بهیننه نهنایی   مشاهده می

ی شعاعی هنکنل کنروی در حنل معادلنه سنطح تنراز  و        پایه

کلاسنیك  هنکل کروی با توابنع شنکل   جایگ ینی توابع شکل 

 91در گنام   ،مقالنه مراجعنه شنود(    8-9و  -9)به بنند   لاگرانژ

همراه با طرح  PCLSدر مقایسه با روش  است که شده  حاصل

MBO [14] ، ؛است افتهی  کاهش% 51ه ینه محاسباتی به می ان 

ی شنعاعی   توابع شکل و توابنع پاینه  و این بدین معنا است که 

هنر سنه میندان توابنع چنند       دارا بنودن به دلینل  هنکل کروی 

ای، بسل نوع اول و دوم در فضای مختلط در بهبود دقت  جمله

و سرعت همگرایی مؤثر واقع شود و امکان ایجناد توپولنوژی   

های عددی را در تعداد گنام زمنانی کمتنر     مشابه با سایر روش

 فراهم کند.

 
 .ی تیر کنسولبارگذارشرایط  .4شکل 

 
Fig. 4. Loading conditions for the cantilever beam. 

 

، )ب( گام 88تیر کنسول. )ال ( گام  مراحل ایجاد طرح بهینه .5شکل 

 .نهایی

 
(a) 

 

(b) 

Fig. 5. The evolution process of optimal design of the 

cantilever beam. (a) step 11, (b) final step. 
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 .روند تکاملی چگالی انرژی کرنشی و نسبت حجم .6 شکل

 

 
Fig. 6. The evolution process of the compliance and the 

volume ratio. 

 

 Michell سازه نوع نمونه -5-2

ی شنعاعی هنکنل کنروی و    عملکرد توابنع پاینه   نمونهدر این 

توابع شکل هنکنل کنروی در ایجناد طنرح بهیننه سنازه ننوع        

Michell ،در  شنده   دادهگاهی نشان  با شرایط بارگذاری و تکیه

سازه منورد نظنر بنا نینروی عمنودی      . است نظر مد( 9شکل )

ثابت 
1

1 0 NF   و نیروهای در مرک
2

5 NF   به صورئ

موازی و در فاصله یکسنان نسنبت بنه نینروی متمرکن       
1

F  و

گناه مفصنلی    راست و تکیهدر سمت  غلتکیگاهی  شرایط تکیه

بارگذاری شده است. پارامترهنای شنکل تنابع     در سمت چپ

4nو 2بای شعاعی هنکل کروی برابر  پایه  ،تعداد المان-

و کاهش حجنم   14و 14عرض به ترتیب  ها در جهت طول و

( طنرح بهیننه نهنایی را نشنان     1باشد. شکل )می نظرمد % 14

های عددی  دهد که مشابه طرح نهایی حاصل از سایر روش می

بنا توجنه بنه    . اسنت سنازی توپولنوژی    مورد استفاده در بهینه

( 3نمودارهننای انننرژی کرنشننی و کنناهش حجننم در شننکل ) 

شود که طرح بهیننه نهنایی بنا بکنار گینری توابنع        مشاهده می

و نکنل کنروی در حنل معادلنه سنطح تنراز       شنعاعی ه ی  پایه

جایگ ینی توابع شکل هنکل کروی با توابنع شنکل کلاسنیك    

و  66 گنام مقاله مراجعنه شنود(، در    8-9و  -9لاگرانژ )به بند 

 92در گننام  ،MBO [14]همننراه بننا طننرح    PCLSدر روش 

 بهبود% 84ه ینه محاسباتی به می ان  درواقعاست.  شده حاصل

به دلینل  است. و این بدین معنا است که توابع پیشنهادی  افتهی

ای، بسنل ننوع اول و    هر سه میدان توابع چند جمله دارا بودن

دوم در فضای مختلط در بهبود دقت و سرعت همگرایی مؤثر 

هنای   واقع شدند و امکان ایجاد توپولوژی مشابه با سایر روش

 عددی را در تعداد گام زمانی کمتر فراهم کردند.
 

 .با چندین بار Michellسازه نوع  .7شکل 

 
Fig. 7. A Michell type structure with several loadings. 

 

با چندین بار )ال (  Michellمراحل ایجاد طرح بهینه سازه نوع  .8شکل 

 .، )ب( گام نهایی99گام 

 
 (a) 

 
(b) 

Fig. 8. The evolution process of optimal design of the Michell 

type structure with several loading. (a) step33, (b) final step. 

 

 .روند تکاملی چگالی انرژی کرنشی و نسبت حجم .9 شکل

 

 
Fig. 9. The evolution process of the compliance and the 

volume ratio. 
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 6MBB تير نمونه -5-3

نشان  گاهی و تکیه با شرایط بارگذاری MBBتیر  نمونهدر این 

. اسنت  شنده   داده رقنرا  یبررس مورد( 84شکل )در  شده  داده

1 متمرک سازه مورد نظر با نیروی عمودی  NF    و در مرک

گاه مفصنلی   گاهی غلطکی در سمت راست و تکیه شرایط تکیه

بارگذاری شده است. پارامترهنای شنکل تنابع     در سمت چپ

1n و 0.2ی شعاعی هنکنل کنروی برابنر بنا     پایه  ،  تعنداد

و کناهش   94و 824عرض به ترتیب  ها در جهت طول والمان

( طرح بهینه نهایی را نشان 88. شکل )است نظر% مد 14حجم 

های عددی  نهایی حاصل از سایر روشدهد که مشابه طرح  می

بنا توجنه بنه    . اسنت سنازی توپولنوژی    مورد استفاده در بهینه

( 82نمودارهنای اننرژی کرنشننی و کناهش حجنم در شننکل )    

ی  گیری توابع پایهشود که طرح بهینه نهایی با بکار مشاهده می

شعاعی هنکل کروی در حل معادله سنطح تنراز و جنایگ ینی    

با توابع شکل کلاسنیك لاگراننژ )بنه    توابع شکل هنکل کروی 

حاصنل شنده    94مقاله مراجعه شود(، در گنام   8-9و  -9بند 

، MBO [14]همراه با طرح  PCLSروش با است و در مقایسه 

و این بندین   است. افتهی  کاهش% 59ه ینه محاسباتی به می ان 

هر سه میندان   دارا بودنبه دلیل معنا است که توابع پیشنهادی 

ای، بسل نوع اول و دوم در فضای مختلط در  توابع چند جمله

بهبود دقت و سرعت همگرایی مؤثر واقع شدند و امکان ایجاد 

هنای عنددی را در تعنداد گنام      توپولوژی مشابه با سایر روش

 زمانی کمتر فراهم کردند.

 
  MBB.ی تیربارگذار .11شکل 

 
Fig. 10. Loading the MBB beam. 

 

 

                                                           
6 Messerschmitt-Bolkow-Blohm 

، )ب( گام 84. )ال ( گام MBBتیر  مراحل ایجاد طرح بهینه .11شکل 

 نهایی

 

(a) 

 

(b) 

Fig. 11. The evolution process of optimal design of the MBB 

beam. (a) step10, (b) final step. 

 

 .روند تکاملی چگالی انرژی کرنشی و نسبت حجم .12شکل 

 

 

Fig. 12. The evolution process of the compliance and the 

volume ratio. 

 

 گیری نایجه -6
 بنر مبننای   سازی توپولوژی سنازه  بهینه برایدر این مقاله 

هنکنل کنروی کنه    ی شنعاعی   پاینه توابع از  روش سطح تراز،

، اسنت ترکیبی از توابع بسل نوع اول و دوم در فضای مخنتلط  

شند. بنا اسنتفاده از    اکوبی استفاده ژ-حل معادله هامیلتون برای

عادله به م ژاکوبی-هامیلتون معادله دیفرانسیل ج  ی ،این توابع

سنازی   این در فرایند بهیننه بنابر ؛دیفرانسیل معمولی تبدیل شد

هنای   دهی اولینه مجندد و روش  دیگر نیازی به فراینند مقندار  
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همچنننین  سننتینحننل معادلننه سننطح تننراز  بننرایبالادسننتی 

کلاسنیك   کروی با توابنع شنکل  جایگ ینی توابع شکل هنکل 

 :نتایج زیر را به دنبال داشت لاگرانژ

 اف ایش سرعت همگرایی -8

 سازی توپولوژیاف ایش دقت در فرایند بهینه -2

توابع شکل پیشنهادی علاوه بر ارضای خاصیت دلتای کرونکر 

در توابنع  در حالی که پذیر بوده  نهایت مشتق و افراز واحد، بی

-ای اغنا می میدان توابع چند جمله شکل کلاسیك لاگرانژ تنها

هنر سنه    دارا بنودن بنه لحناظ    شود. همچنین توابع پیشنهادی

ای، بسنل ننوع اول و دوم در فضنای     میدان توابع چنند جملنه  

مختلط در بهبود دقت و سرعت همگرایی مؤثر واقع شندند و  

هنای عنددی را در    امکان ایجاد توپولوژی مشابه با سایر روش

 کمتر فراهم کردند.تعداد گام زمانی 
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Abstract: 

Shape and topology optimization have become one of the main researches that is widely used in engineering 

fields. The purpose of topology optimization is to find an appropriate (optimal) distribution of materials in 

the design domain so that the shape and number of voids is optimized and the objective function is 

minimized or maximized. In recent decades, noticeable researches and various topology optimization 

methods were proposed. The level set method is being used successfully in structural shape and topology 

optimization. This method is an implicit method for moving interior and exterior boundaries, while these 

boundaries may join together during the process and new voids may be formed. The structural boundary is 

illustrated by the zero level set and nonzero in the domain. In the above context, the level set function is used 

as a switch to distinguish between the two domains present in the computing space. This way of illustration 

has an important feature by which the domain boundaries can be combined together or divided. By using the 

solution of Hamilton-Jacobi equation resulting from this function, the domain’s boundary starts to move. The 

control over movement of this boundary is done by velocity vector of Hamilton-Jacobi equation. Now, in 

order to use this method in topology optimization, it is sufficient to establish a relationship between velocity 

vector of Hamilton-Jacobi and shape derivation, which is used for optimizing objective function. It is 

possible to use standard level set for structural topology optimization.  

In this paper, the spherical Hankel basis functions are used to optimize the structural topology using the level 

set method. The proposed functions are a combination of the first and second kind of Bessel functions fields 

as well as the polynomial ones in complex space and are derived from radial basis functions. Using the 

spherical Hankel functions, the dependence of the function of the level set method on the space and time is 

separated, which results in the transformation of the Hamilton-Jacobian partial differential equation into a 

conventional differential equation. In this way, the difficulties arising from solving partial differential 

equations are eliminated, and thus there is no need to re-set the function of the level set method in the 

optimization process. Further, in order to increase the speed and precision of convergence in creating an 

optimal design, the classic Lagrange shape functions are replaced with the spherical Hankel ones. The 

proposed shape functions have some properties such as infinite piecewise continuity, the Kronecker delta 

property, and the partition of unity. Moreover, since they satisfy all three polynomial fields and the first and 

second kind of Bessel ones in the complex space, they can be effective in improving the accuracy and speed 

of convergence, while the classic Lagrange shape functions are able to satisfy only the polynomial function 

fields. Finally, several numerical examples are presented to study the performance of the spherical Hankel 

radial basis and shape functions. 
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