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  ترم آزاد در معادلات بیمحاسبه مستقیم ضرا

  ی براي مسائل ایزوتروپ سه بعديتغییرمکانانتگرال مرزي  
  

  4ها ، علیرضا صناعی3تکتم محمدنژاد، 2، محمد رحیمیان*1بابک امیدوار

  استادیار دانشکده محیط زیست دانشگاه تهران -1
  دانشگاه تهران ،فنیهاي  پردیس دانشکده ،دانشیار دانشکده مهندسی عمران -2

  دانشگاه صنعتی شریف ،دانشجوي دکتري سازه -3
  دانشگاه تهران ،فنیهاي  پردیس دانشکده ،دانشجوي کارشناسی ارشد سازه -4

  
bomidvar@ut.ac.ir 

  01/02/1389 :تاریخ پذیرش    11/12/1387 :تاریخ دریافت
  

، جزئیـات  Somigliana یی بـا اسـتفاده از قضـیه   جـا  جابـه در این مقاله ضمن مرور چگونگی حصول معادله انتگرال مرزي  -چکیده
بـا اسـتفاده از نتـایج     .شـود  براي مسائل ایزوتروپ خطی در محیط سه بعدي، به تفصیل ارائه مـی  cijب ترم آزاد یضرامستقیم  محاسبه

از مفهـوم حرکـت    تـوان  نمـی که  نهایت بی نیمهو  نهایت بیي مسائل ساز مدلدر  ب ترم آزادیتحقیق حاضر امکان محاسبه مستقیم ضرا
در مسـائلی کـه شـرط همـواري در محـل       ي ارائه شـده بند فرمول .شود میفراهم  ،ب استفاده کردیصلب براي محاسبه این ضرا جسم

درجـه دوم   پیوسـته  نیمه، و غیرپیوستهي ها المانتوابع شکلی مربوط به  چنین هم .کاربرد دارد صادق نیست نیز ،ي پیوستهها المانتلاقی 
کـاربرد  گـر  ید و بسـیاري مسـائل   نامحـدود ي ها محیط، مرزهاي انتهایی ها لایهي سطوح ترك، فصل مشترك ساز مدلکه در  اي گرهنه 

مکعـب تحـت تـنش    هـاي   با حـل و بررسـی مثـال    ،cijب یروش پیشنهاد شده براي محاسبه ضراکارایی صحت و . شود میدارد، ارائه 
 در نهایـت  یی یکنواخـت و جـا  جابـه کره الاستیک تحت تنش یکنواخت و تحت  ،گاه تکیهتیر طرّه تحت حرکت جانبی در  ،یکنواخت

  .شود میاثبات ، یی یکنواختجا جابهیکنواخت و تحت  حفره کروي تحت تنش
  

 معادلات انتگرال مرزي، انتگرال منفرد ،cijروش المان مرزي، ضریب ترم آزاد  :گانواژکلید

  
  مقدمه -1

بـراي حـل مسـائل     1امروزه اسـتفاده از روش المـان مـرزي   
اي مرسوم شده است و  کاربردي و مهندسی، به طور گسترده

ي هـا  روشمزایاي این روش نسـبت بـه    بعضی این به دلیل

                                                                                               
1. Boundary Element Method 

 3هـاي محـدود   و تفـاوت  2عددي دیگر مانند اجزاي محدود
  .]1-2[است

 و روش المـان مـرزي   4ترکیب معادلات انتگرال مـرزي 

                                                                                               
2. Finite Element 
3. Finite Difference 
4. Boundary Integral Equation 
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 تـر  بیشدر . براي حل مسائل با هندسه پیچیده مناسب است
شـامل توابـع    گیـري  انتگرال، هسته 1معادلات انتگرال مرزي

 هـا  انتگرالي مختلفی براي محاسبه این ها روش. منفرد است
وجود دارد که با توجه به درجه منفرد بـودن و نـوع مسـئله    

منفـرد   يهـا  انتگـرال د از روش مناسب بـراي حـل ایـن    یبا
  .استفاده کرد

، منفرد بودن با اسـتفاده  2ي منفرد ضعیفها انتگرالبراي 
از تبدیل مختصات، برداشـته شـده و سـپس بـا اسـتفاده از      

. شـود  میمحاسبه  غیرمنفردي ها انتگرالروش عددي گوس 
، بـه تعـدادي زیـر    گیـري  انتگرالدر این حالت تجزیه دامنه 

  .]3-6[دامنه و افزایش تعداد نقاط گوس نیز مؤثر است
که در معادلات انتگرال مـرزي   3ي منفرد قويها انتگرال

ي تحلیلـی  ها روشیا با استفاده از  توان میرا  شوند میظاهر 
انتگـرال منفـرد    و کاهش یا برداشتن منفرد بودن، یا با تفسیر

 CPVو حل مستقیم  CPV 4عنوان مقدار اصلی کوشی قوي به
  .محاسبه کرد

ــا روش ــراي حــل  ه ــا انتگــرالي دیگــري ب ــرد ه ي منف
کار گرفته شـده اسـت کـه از آن     محققان دیگر به ي وسیله به

ي هـا  انتگـرال ي لگاریتمی بـراي  بند فرمولبه  توان میجمله 
و روش حرکــت جســم صــلب بــراي  ]2[منفــرد لگــاریتمی

. اشـاره کـرد   ]7[ي منفـرد قـوي و هیپرسـینگولار   هـا  انتگرال
ــی ــا و گنزالزچـ ــا زوزولیـ ــتفاده از روش  بـ -Gaussاسـ

Ostrogradskii  ي حــل ســاز ســادهبــه  و تئــوري گــرین
ــرال ــا انتگ ــینگولار  ه ــرد و هیپرس ــعیف، منف ــرد ض  5ي منف
  .]8[پرداختند

Budreck  وAchenbach ]9[  ــا اســتفاده از ــد المــانب ي بن
معادلـه   مسائل ترك مسطح، انتگرال منفـرد ایجـاد شـده در   

                                                                                               
1. Conventional Boundary Integral Equation 
2. Weakly Singular 
3. Strongly Singular Integrals 
4. Cauchy Principal Value 
5. Hypersingular 

 ]10[و همکـاران   Guigiani. انتگرال مـرزي را حـل کردنـد   
ي سطحی منحنی شـکل ارائـه   ها المانکلی براي  یالگوریتم

ي هیپرسینگولار بر پایه عملیـاتی  ها انتگرالکردند که در آن 
 رفتار خوش، شد میانجام  ها نالماکه روي مختصات طبیعی 

اثبات کردند  ]Derakhshan ]11و Karamiدر ادامه. شده است
ي سوپرســینگولار نیــز ایــن هــا انتگــرال کــه بــراي ارزیــابی

ي هـا  انتگـرال مستقیم  ي محاسبه. الگوریتم قابل تعمیم است
بسط پارامترها با استفاده از  ي هپای بالاتر، بر ي مرتبهمنفرد با 

 ]12[انجام شد Guiggianiو Frangi ي وسیله به، سري لورانت
. بـا موفقیـت محاسـبه شـد     r-4ها تا مرتبه گی که در آن تکینه

روشی بـراي محاسـبه هـر     ]13-17[و همکاران  Gao اخیرا
 انـد  کردهمنفرد ارائه  بعدي سهنوع انتگرال مرزي دوبعدي و 

هسـته   غیرمنفـرد ي هـا  قسـمت که در این روش با تعریـف  
و حـذف توابـع    r توانی در فاصله کلی هاي سريانتگرال به 

تبـدیل   رفتـار  خـوش بـه توابـع    گیـري  انتگرالمنفرد، هسته 
ي هـا  انتگـرال لازم به ذکر است که در ایـن روش،  . شود می

ي مـرزي بـه فـرم    هـا  انتگـرال منفرد قبـل از تقسـیم شـدن    
  .آیند میدر  رفتار خوش

 ي محاســبههــا روشذکــر شــد یکــی از  کــه ناچنــ هــم
ي قوي، تفسیر انتگرال منفرد قوي به عنوان مقـدار  ها انتگرال

. اسـت  CPVو محاسبه مستقیم انتگـرال   CPVاصلی کوشی 
ب یدر این روش که به روش مستقیم معـروف اسـت، ضـرا   

یعنی علاوه بـر  . د مستقیماً محاسبه شوندینیز با cij 6ترم آزاد
هـم نیـاز    cijب یبه محاسـبه ضـرا   CPVي ها انتگرالدانستن 

ب، اسـتفاده  یاست و در واقع بدون مشخص بودن این ضـرا 
بـا   چنـین  هـم  .]18-19[نخواهد بود پذیر امکاناز این روش 

یی ها مدلتوجه به محدودیت روش حرکت جسم صلب در 
 گیري انتگرال استفاده از روش ،است نهایت بیکه داراي مرز 

  .مستقیم الزامی است

                                                                                               
6. Free-Term Coefficients 
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محاسـبه مســتقیم   ،اسـتفاده از نتـایج تحقیـق حاضـر    بـا  
ــرم آزادیضــرا ــدلدر  ب ت ــاز م ــیي مســائل س ــت ب  و نهای
صـلب  ممکـن  از مفهوم حرکـت   توان نمیکه  نهایت بی نیمه

ي بند فرمول. شود میممکن  ،استفاده کرد ها آن براي محاسبه
در مسائلی که شـرط همـواري در محـل تلاقـی      ،ارائه شده

 چنـین  هـم  .کـاربرد دارد  صادق نیست نیـز ي پیوسته ها المان
 پیوسـته  نیمـه و  غیرپیوسـته ي ها المانتوابع شکلی مربوط به 

ي سطوح تـرك، فصـل   ساز مدلکه در  اي گرهدرجه دوم نه 
و  نامحـدود ي هـا  محـیط ، مرزهـاي انتهـایی   هـا  لایهمشترك 

  .شود میبسیاري مسائل دیگر کاربرد دارد، ارائه 
برهـانی و رضـازاده بـا     ،شایان ذکر است که محمـدنژاد 

ب تـرم آزاد در معـادلات   یاستفاده از محاسبه مسـتقیم ضـرا  
 بعـدي  سـه ی، به تحلیـل دینـامیکی   تغییرمکانانتگرال مرزي 

  .]20-22[اند پرداختهي مختلف ها سازه
  
  ییجا جابهمعادله انتگرال مرزي  -2

نقطه شروع تحلیل به روش المان مرزي، معـادلات انتگـرال   
در نقطـه   uiي هـا  جـایی  جابه Somiglianaقضیه . مرزي است

روي  tjو بردارهـاي تـنش    ujي ها جایی جابهرا به  'Xداخلی 
فرم کلی ایـن معادلـه بـراي مسـائل     . کند میمربوط  Sسطح 

بــرداري ســه بعــدي الاستواســتاتیک و الاســـتودینامیک     
  :]19[نیکی نسبت به زمان به شکل زیر استهارمو

 

     

     
i ij jS

ij jS

u (X ') U X ', x t x ds x

T X ', x u x ds x

 


     )1(  

  

Uij(X',x)  وTij(X',x)  یی جـا  جابه 1ي اساسیها پاسخبه ترتیب
در معادلـه   .]23-24[است    و بردار تنش ناشی از حل کلوین

و  X'V 2)روي هم گذاري(نقطه چشمه ) 1(انتگرال داخلی 

                                                                                               
1. Fundamental Solutions 
2. Source (Collocation) Point 

سـطح مـرزي    S .اسـت  xS 3)گیـري  انتگـرال (نقطه میدانی 
فرمـول المـان مـرزي مسـتقیم کـه      . است Vمربوط به ناحیه 

ي مرزي را به بردارهـاي تـنش مـرزي مربـوط     ها جایی جابه
 'Xنقطه داخلی  که هنگامی) 1(، با حدگیري از معادله کند می

 'Xنقطه . آید می دست به، کند میمیل  xبه سمت نقطه مرزي 
 sبـا شـکل دلخـواه    حجـم کوچـک خـارجی     وسیله به

، نقطه داخلـی ناحیـه   'X، بدین ترتیب نقطه شود میمحصور 
Vجدید    به طور مرسـوم در روش المـان   . خواهد شد
در  'X، به مرکز را قسمت خارجی کره به شعاع  مرزي، 

به شکل زیر ) 1(، معادله 1با مراجعه به شکل . گیرند مینظر 
  :]19[آید میدر 

  

     

     

i ij jS e s

ij jS e s

u (X ') lim U X',x t x ds x

0

lim T X',x u x ds x

0

 

 

 

 



 








   )2(  

  

  
 وسیله بهکه  Sروي سطح مرزي  'X )چشمه(نقطه منفرد  )1(شکل 

  احاطه شده sسطح کروي 
  

s که هنگامی , 0    به سمتe  در رابطـه  . کنـد  مـی میل
است و بدین  (r/1)از مرتبه  اي هسته، انتگرال اول شامل )2(

ي هـا  انتگـرال منفـرد بـودن در   . ترتیب منفرد ضعیف اسـت 
منفرد ضعیف با استفاده از تبدیل مختصات، برداشته شده و 

ي هــا انتگــرال 4ســپس بــا اســتفاده از روش عــددي گــوس،
در ایـن حالـت تجزیـه دامنـه     . شـوند  مـی محاسبه  غیرمنفرد

                                                                                               
3. Field (Integration) Point 
4. Gauss Formulae 

s

v 

e 


S  

v 


X 
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و افـزایش تعـداد نقـاط     دامنـه  زیـر به تعدادي  گیري انتگرال
  .گوس نیز مؤثر است

در دستگاه مختصـات کـروي   ) 2(انتگرال دوم در رابطه 
ایـن  . است و منفرد قوي است (r2/1)از مرتبه  اي هستهشامل 

با کم کردن و سپس اضافه کـردن جملـه    توان میانتگرال را 
نقطـه  (یی حـول نقطـه منفـرد    جـا  جابهاول بسط تیلور تابع 

  :]19[محاسبه کرد )چشمه
  

     

     

     

   

ij jS e s

ij jS e

ij j js

j ijs

lim T X',x u x ds x

0

lim T X',x u x ds x

0

lim T X',x [u x u x ' ] ds(x)

0

u (X') lim T X',x ds x

0

 







 





 





 













    )3(  

  

بـالا بـا اسـتفاده از     اولین انتگرال در سـمت راسـت رابطـه   
بـه  . اسـت  گیـري  انتگـرال تعریف مقدار اصلی کوشی، قابل 

در نقـاط   تغییرمکـان ي هـا  مؤلفهدلیل لزوم پیوستگی هولدر 
، مقدار دومین انتگرال صـفر خواهـد شـد و    گذاري هم روي

یی بـه  جـا  جابـه آخرین انتگرال منجر به یک پرش در مقدار 
اندازه ij X' معادلـه انتگـرال مـرزي     نهایـت  در. شـود  می
  :]19[آید مییی به شکل زیر در جا جابه

  

   ij j ij jS

ij jS

c X' u x ' T (X',x) u (x) ds(x)

U (X',x) t (x) ds(x)

 


     (4) 

  

نمایانگر انتگرال مقدار اصلی کوشـی اسـت و    در رابطه بالا
 دسـت  بـه  sاز حد انتگـرال روي سـطح    cij(X')مقدار ترم آزاد 

ij، آید می ij ijc (X') (X')    )ijدلتاي دیراك است.(  
  
  
  

  يساز مدل -3
یی را بـراي  هـا  محـدودیت استفاده از معادله انتگرال مرزي، 

بـا  . کنـد  مـی  اعمال اي لایهو  نامحدودي ها محیطي ساز مدل
، نقـاط روي فصـل   اي لایـه ي هـا  محـیط در  کـه  اینتوجه به 

و بردار تـنش مجهـول    تغییرمکانداراي  ،مشترك دو محیط
مجهولات با اسـتفاده از معـادلات    ي همه که ایناست، براي 

ي هــا المــانباشــند، اســتفاده از  یــابی دســتانتگرالــی قابــل 
. مشــترك دو محــیط ضــروري اســت   روي فصــل  ناپیوســته

، بـا تعـداد   نامحـدود ي هـا  محیط که اینبا توجه به  چنین هم
ي هـا  المـان ، اسـتفاده از  شوند میي ساز مدلمحدودي المان 

پـارامتر  . ایی، اجتناب ناپذیر اسـت روي مرز انته پیوسته نیمه
نـه   ي درجـه دوم پیوسـته  ها المان ي وسیله به xiهندسه یعنی 

  صورت به 1توابع شکلی. شود میتقریب زده  اي گره
  

1M ( , ) ( ) ( )
4


                 )5(  

؛ , 1     براي نقاطی که   
21M ( , ) (1 ) ( )

2


         

,0براي نقاطی که  1     ؛  
21M ( , ) ( ) (1 )

2


         

,1براي نقاطی که  0      و  
2 2M ( , ) (1 ) (1 )       

,0براي نقطه میانی  0    19[، است[.  
  

، با اسـتفاده  ها لایهیی و بردار تنش براي فصل مشترك جا جابه
نــه گرهــی تقریــب زده  ناپیوســتهي درجــه دوم هــا المــاناز 
و محـل   نامحـدود ي هـا  محیطروي مرزهاي انتهایی . شود می

 هـاي  مؤلفـه و مرزهـاي خـارجی،    ها لایهتقاطع فصل مشترك 
 پیوسـته  نیمـه ي هـا  المـان  ي وسـیله  بهیی و بردار تنش، جا جابه

و  ناپیوسـته ي ها المان توابع شکلی براي. شوند میتقریب زده 

                                                                                               
1. Shape Functions 
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  .]19[است ) 6(به شکل روابط  پیوسته نیمه
  

)٦(  

1
2 3

4 4 2 1 1 3

2
2 4 3

2 4 1 1 3

3
4 3

2 4 2 1 1 3
4

4 3 1

2 4 2 3 1
5

4 1

2

N ( , ) ( ) ( ) /

[ ( ) ( )]

N ( , ) ( ) ( ) ( ) /

[ ( )]

N ( , ) ( ) ( ) /

[ ( ) ( )]

N ( , ) ( ) ( ) ( ) /

[ ( ) ]

N ( , ) ( ) ( ) /

[ (

          

       

            

     

          

       

            

     

          

  4 2 3 1 3
6

2 4 1

2 4 3 1 3

7
2 1

4 4 2 3 1 3

8
2 3 1

4 4 2 3 1

9
2 4 3

1 2 4 3 1

) ( )]

N ( , ) ( ) ( ) ( ) /

[ ( )]

N ( , ) ( ) ( ) /
[ ( ) ( )]

N ( , ) ( ) ( ) ( ) /

[ ( ) )]

N ( , ) ( ) ( ) ( )

( ) / [ ]

     

            

     

          

       

            

     

           

        

  

اسـت   گـذاري  هم رويها موقعیت پارامتریک نقاط i (i=1,4)که 
i0و  1    کـه  زمـانی ). 2شـکل (استi    هـا مسـاوي یـک

  .آید می دست بهي پیوسته ها المانباشند، توابع شکلی مربوط به 
با استفاده از توابع شکلی بالا، براي تقریب زدن هندسـه  

یی و بردار تنش، برحسب مقادیر گرهی جا جابهي ها مؤلفه و
بـه شـکل مجـزا    ) 4(یی جا جابهمعادله انتگرال مرزي  ،ها آن

  :]6[آید میشده زیر در 
  

1 1NE 9
n

ij j j
n 1 1 1 1

n
ij

1 1NE 9
n
j ij

n 1 1 1 1
n

c (x ) u (x ) u

T [x ,x( , )] N ( , ) J ( , ) d d

t U [x ,x( , )]

N ( , ) J ( , ) d d

  

   

 

 

   





        

   

     

   

   
    )7(  

  

نقطــه  x ،هــا المــانتعــداد کــل   NEبــالا  ي رابطــهدر 
تعـداد کـل نقـاط     Nکـه  ( =1 ,Nگرهـی،   گـذاري  هم روي
ــم روي ــذاري ه ــت گ ــان  Jnو  )اس ــوبین الم ــتnژاک . ام اس

nJ x x   ي ها اندیس، که  و  مشتقات نسبت به  و
  دهند میرا نشان.  
  
  cijب ترم آزاد یضرا -4

بـه   CPVي هـا  انتگـرال روش المان مرزي علاوه بر دانسـتن  
در واقع با مشخص نبـودن  . هم نیاز دارد cijب یمحاسبه ضرا

، روش المـان  گـذاري  هـم  رويروي نقاط  cijب یمقدار ضرا
ــرزي  ــانم ــذیر امک ــود پ ــد ب ــه  درصــورتی. نخواه ــه نقط ک

یک نقطه مرزي هموار باشد یعنـی تنهـا   ، 'X گذاري هم روي
ijیک صفحه بتواند بر آن ممـاس شـود،    ijc 0.5    خواهـد

دو (ممکن است روي یـک لبـه    'Xدر حالت کلی نقطه . شد
) تـر  بیشسه صفحه مماسی یا (ویا در رأس ) صفحه مماسی

را بـراي هـر    cijب یدر این مقاله، محاسـبه ضـرا  . واقع باشد
 1رفتـار حـدي   .دهـیم  ارائـه مـی   بعدي سهمرزي  مسئله المان

ــته ــاي  هس ــائل    Tijه ــراي مس ــرد، ب ــه منف ــی نقط در نزدیک
الاستواستاتیک و مسـائل دینـامیکی هـارمونیکی نسـبت بـه      

بـراي   cijب یزمان یکسان است و بدین ترتیب مقـادیر ضـرا  
مقــادیر دقیقــاً مســاوي  مســائل الاســتودینامیک هــارمونیکی

حالـت   .متنـاظرش در مسـائل الاستواسـتاتیک خواهـد شـد     
  :]19[به شکل زیر است Tijحدي هسته 

  

ij 2

ij ,i , j ,i j , j i

1T (X',x)
8 (1 )r

dr [(1 2 ) 3r r ] (1 2 )(r n r n )
dn


 

         
 

    )8(  

  

بردار یکه نرمال بر  مؤلفه niضریب پواسن،  ، )8(در رابطه 
فاصـله نقطـه میـدان از نقطـه      |'r=|x-Xو  dr/dn=r,nسطح، 

 بعـدي  سـه بـراي مسـائل    cijضـریب  . اسـت  گذاري هم روي
 )9(الاستواستاتیک و الاسـتودینامیک هـارمونیکی از رابطـه    

  :]19[شود می محاسبه
   

                                                                                               
1. Asymptotic Behavior 
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  اي ي درجه دوم نه گرهها المان )2(شکل 

  

ij ijs
c (X ') T (X ',x)ds(x)



          )9(  

  

قسمتی از سطح یک کره است، روي این  sکه با توجه به این
   .خواهد بود r,inj-r,jni=0و در نتیجه  dr/dn= -1 ،r,= -nسطح 

را در  (r,,)ي، سیستم مختصات کـروي  ساز سادهبراي 
ــریم مــیدر نظــر  'Xنقطــه  ــن سیســتم مختصــات . گی در ای

2ds r sin d d    ــت ــرفتن    .اســ ــر گــ ــا در نظــ بــ
C 1/ 8 (1 )      و a (1 2 )   ،cij  در سیســتم مختصــات

  :شود میزیر محاسبه  شکلکروي به 
  

ij ij ,i , js
c (X ') C(a 3r r )sin d d



              )10(  
  

s     قسمتی از سطح کـره بـه مرکـزX'     اسـت کـه حـدود آن
و  شـود  مـی مشـخص   'Xصفحات مماسی در نقطه  وسیله به

dr/dn  زوایاي  گیري اندازهبراي . است -1براي آن مساويθ 
که محور سـوم آن   اي گونهبه  (z1,z2,z3)، سیستم کارتزین φو

، رابطـه  )3شـکل ( باشـد  'Xدر نقطـه   ها لبهمنطبق بر یکی از 
  :آید می  زیر در تر واضحبه فرم  )10( کلی

  

 L 1

L

n

ij 0
L 1

ij ,i , j

c (X')

C(a 3r r )sin d d

  






    

  
         )11(  

  

n+2   نمایانگر تعداد کل صفحات مماس در نقطـهX'  اسـت .
ــه مختصــات رابطــه تبــدیل  کــروي  مختصــات کــارتزین ب

ــه 1z صــورت ب rsin cos   ،2z r sin sin   3وz rcos  
ــب  اســت ــدین ترتی 1r,و ب sin cos   ،,2r sin sin    و

,3r cos  خواهد شد.  
)آوردن زاویه دست بهبراي  )      مربوط بـه هـر صـفحه

، بــا اســتفاده از معادلــه آن صــفحه در 'Xمماســی در نقطــه 
-و جاي n1z1+n2z2+n3z3=0سیستم مختصات کارتزین، یعنی 

  :داریم بالابر حسب روابط  z3,z2,z1گذاري 
  

3

1 2

ntg( ( ))
n cos n sin

   
 

         )12(  

  

ni     بردار یکه نرمالی است که صـفحه ممـاس در نقطـهX'  را
 و  0اي بـین   زاویـه   کـه  اینبا توجه به . کند میمشخص 

 دسـت  بـه آن مثبـت اسـت و از رابطـه زیـر     سـینوس   است،
  :آید می

  
1/ 22

3
2 2

1 2 3

nsin( ( ))
(n cos n sin ) n
 

       
        )13(  

  

در ربع اول و دوم مثلثاتی، توابع کسینوس  که اینبا توجه به 
 تانژانت زاویـه   که درصورتیو تانژانت هم علامت است، 

مثبت باشد، کسینوس آن نیز مثبت است و ) 12(یعنی رابطه 
بدین ترتیب مقدار کسینوس زاویـه از رابطـه زیـر    . بالعکس

  :آید می دست به
  

7 

(-1,1) (0,1) (1,1) 

(1,0) 

(1,-1) (0,-1) 

η  

(-1,-1) 

(-1,0) 

ζ  

(a) 

6 5 

8 9 4 

1 2 3 

× 

× 

7 

η  

ζ  

(b) 

6 5 

8 
9 4 

1 2 3 

× 

× 

× × × 

× 

× × 
λ3 λ4 

λ2 λ1 

  نقاط هندسي -
 گذاري هم نقاط روي -
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1/ 22
1 2

2 2
1 2 3

cos( ( )) sgn(tg( ( )))

(n cos n sin )
(n cos n sin ) n

     

   
     

         )14(  

  

 کـه  ایـن با توجه بـه  . تابع علامت است sgn، )14(در رابطه 
، توابـع سـاده   )11(عبارات زیر علامـت انتگـرال در رابطـه    

 ـ مـی  بر حسب متغیر  گیري انتگرالمثلثاتی است،  د بـه  توان
  :شکل تحلیلی انجام شود

  

)15(  

L 1

L

L 1

L

L 1

L

L 1

L

n ( ) 2 2
11 0

L 1
n

L 1

2 3

n ( ) 2 2
22 0

L 1
n

L 1

2 3

c C(a 3sin cos )

sin d d C[a(1 cos ( ))

cos (2 3cos ( ) cos ( ))]d

c C(a 3sin sin )

sin d d C[a(1 cos ( ))

sin (2 3cos ( ) cos (









  









  









   

      

       

   

      

     

  

 

  

 

L 1

L

L 1

L

L 1

L

L 1

L

L 1

L

n ( ) 2
33 0

L 1
n

L 1

3

n ( ) 3
12 21 0

L 1
n

L 1

3

n

13 31
L 1

))]d

c C(a 3cos )

sin d d C[a(1 cos ( ))

(1 cos ( ))]d

c c 3Csin sin cos

d d Csin cos

(2 3cos ( ) cos ( ))]d

c c











  









  














 

  

      

   

    

    

      

 

  

 

  

 


L 1

L

L 1

L

L 1

L

( ) 2

0

n
3

L 1
n ( ) 2

23 32 0
L 1

n
3

L 1

3Csin cos cos

d d Ccos sin ( )d

c c 3Csin cos sin

d d Csin sin ( )d







 






  









  

     

    

     

 

 

  

 

 

  

ــا اســتفاده از  cijب ینهــایی ضــرادر حالــت کلــی، مقــدار  ب
بـا  . شـود  مـی به روش عددي گـوس محاسـبه    گیري انتگرال

برحســب  اســتفاده از توابــع انترپولاســیون خطــی، متغیــر 
به شـکل زیـر    گیري انتگرال ي انتهایی دامنه مقادیر ابتدایی و

  :شود میتقریب زده 
  

L L 1
1 1( )

2 2 

   
               )16(  

  

  :است به شکل زیر ژاکوبین تبدیل به مختصات طبیعی 
  

L L 1 LdJ
d 2

   
 


            )17(  

  

را به شکل کلـی زیـر نمـایش    ) 15(بدین ترتیب اگر روابط 
  ،دهیم

  

L 1

L

n

ij ij
L 1

c (X') f ( )d




               )18(  

  

 
  هندسه یک نقطه مرزي غیرهموار  )3(شکل 

  

گوس، مقدار انتگرال بالا به شکل با استفاده از روش عددي 
  :زیر محاسبه خواهد شد

  
1n

L
ij ij

L 1 1

c (X') f ( ( ))J d
 

               )19(  

  

، دو حالت مهم وجـود دارد کـه در آن   3با مراجعه به شکل 
( )   کــه زمــانیثابــت اســت؛ یکــی    یعنــی نقطــه ،
واقع باشد و ) دو صفحه مماسی(روي لبه  'X گذاري هم روي

/ که زمانیدیگري  2    یعنی نقطـه ،X'   روي رأس واقـع
در . باشد، که یک صفحه آن بر دو صفحه دیگر عمود اسـت 

 و  روي هـر دو متغیرهـاي    گیـري  انتگـرال این حـالات،  
به  cijو مقدار نهایی ضرائب  شود میتحلیلی انجام  صورت به

  :شکل زیر است

n

(a) (b)









Z 3

2Z

Z 1

X

Z 3

Z 2

Z 1

X
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20 

2 1 2 1
11

3
2 1

2 1 2 1
22

3
2 1

3
33 2 1

2 1

2 2
12 21 2 1

sin(2 ) sin(2 )c C{( )
2 4

(2 3cos cos ) a( )(1 cos )}

sin(2 ) sin(2 )c C{( )
2 4

(2 3cos cos ) a( )(1 cos )}

c C{( )(1 cos )

a( )(1 cos )}
Cc c (sin sin )
2

(2

    
 

         

     
 

         

      

    

    

 3

3
13 31 2 1

3
23 32 1 2

3cos cos )

c c C(sin sin )sin

c c C(cos cos )sin

  

     

     

       )20(  

  

در روابط بالا مربوط به سیستم مختصـات محلـی    cijمقادیر 
(z1, z2, z3) ب یآوردن مقـادیر ایـن ضـرا    دست بهبراي . است

ــی  ــات کل ــتم مختص ــدیلات   (x, y, z) در سیس ــد از تب بای
  .تانسوري استفاده کنیم

بردارهاي یکه دستگاه مختصـات محلـی و    e3 ,e2, e1اگر 
ey ,ex  وez     ،بردارهاي یکه دستگاه مختصـات مرجـع باشـند

  :رابطه بین این بردارهاي یکه به شکل زیر است
  

1 x x y y z z

2 x x y y z z

3 x x y y z z

e e e e

e e e e

e e e e

     

     

     

           )21(  

  

i i i, ,  هاي هـادي بردارهـاي یکـه    ها به ترتیب کسینوس
3 2 1e ,e ,e  بـا اسـتفاده از   . در دستگاه مختصات مرجع اسـت

ــر   ــدیل زی ــاتریس تب ــیم ــوان م ــادیر  ت را در دســتگاه  cijمق
  :آورد دست بهمختصات کلی 

  
2 2 2
x x x x x

xx
2 2 2
y y y y yyy
2 2 2
z z z z zzz

xy x y x y x y x y y x

xz x z x z x z x z z x

yz
y z y z y z y z z y

x x x x

y y y y

z z z z

x y y

2c
2c
2c

c ( )
c ( )
c ( )

2 2

2 2

2 2

(

                                                               

   

   

   

    

11

22

33

12x x y y x

13x z z x x z z x

23
y z z y y z z y

c
c
c
c) ( )
c( ) ( )
c( ) ( )

                                          

        )22(  

  هاي عددي مثال -5
روش پیشــنهاد شــده بــراي کـارایی  کنتــرل صــحت و يبـرا 

مسائل مورد بررسـی،  . شود می، چند مثال بررسی cijمحاسبه 
مسائل الاستودینامیک هارمونیکی نسبت به زمان است که بر 

در ایـن  . اساس روش المان مرزي در فضاي فرکانسی است
هـاي ارائـه    يبنـد  فرمـول  از cij      ب یتحقیق براي محاسبه ضرا
ي هـا  انتگـرال بـا تفسـیر    چنـین  همشده استفاده شده است؛ 

منفرد قوي به عنوان مقدار اصلی کوشی و محاسبه مسـتقیم  
ي منفـرد قـوي محاسـبه شـده     ها انتگرال، CPVي ها انتگرال

روش «ي منفرد قوي، بـه  ها انتگرالاین شیوه محاسبه . است
معروف است که از بسط تیلـور مرتبـه اول هسـته،     »مستقیم

ــرد       ــه منف ــوبین حــول نقط ــکلی و ژاک ــع ش نقطــه (تواب
روش  شـرح کامـل ایـن   . کنـد  مـی اسـتفاده  ) اريگذ هم روي
ــه ــیله بـ  Giganteو  Guiggianiو  ]Mi ]25و  Aliabadi ي وسـ

  .ارائه شده است هایی مقالهدر  ]26[
  

     
 ب              الف 

 
 ج

بندي،  المان )بهندسه،  )الف: مکعب تحت تنش یکنواخت) 4(شکل 
  .جایی در نقطه میانی وجه بالایی جابه )ج

  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

ce
j.m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-1
2-

11
 ]

 

                             8 / 12

https://mcej.modares.ac.ir/article-16-1657-fa.html


 1389زمستان / 4دوره دهم، شماره                                     پژوهشی عمران مدرس -مجله علمی 

21 

  تحت تنش یکنواختمکعب  -5-1
: با مشخصات مصالح زیر موجود اسـت  6mمکعبی به ضلع 
ــی  ــدول برش ــالی =106N/m2م ــبت =100kg/m3، چگ ، نس

مکعـب روي وجـه   . =0.05و ضریب میرایی  =25پواسن 
کـه   اسـت  100eiωt N/m2تحت تنش نرمال یکنواخت  ییبالا

تنش برشـی روي شـش   . فرکانس بارگذاري است ωدر آن 
یی روي وجـوه  جـا  جابهي ها مؤلفه. وجه مکعب صفر است

جانبی و پایینی مکعب در جهت نرمال بر این سطوح مقیـد  
هر وجه مکعب با چهار المـان درجـه دو   ). 4شکل( اند شده

یی در جـا  جابهمؤلفه . ي شده استساز مدلپیوسته نه گرهی 
لایی مکعـب،  بر سطح، در نقطه میانی وجـه بـا   جهت نرمال 

نمایش داده شده  4در شکل  /1 بعد بینسبت به فرکانس 
 کـه  زمـانی فرکانس طبیعی اول همین مسئله است،  1. است

ــت      ــده اس ــرض ش ــفر ف ــالح آن ص ــی مص ــریب میرای ض
(1=45.34s-1) . آمده از این روش، بـا خطـوط    دست بهنتایج

نمـایش داده   توپربا دوایر ، ]Dominguez ]19پیوسته و نتایج 
  .شده است

 
  گاه تکیهتیر طره تحت حرکت جانبی در  -5-2

با مشخصات مصالح زیر موجـود   4420mتیر فولادي به ابعاد 
، =0.3، نسـبت پواسـن   =0.81011N/m2مـدول برشـی   : است

ــالی  ــی  =7800kg/m3چگ ــردر . =0.05و میرای ــهتی ــاه تکی  گ
ایـن تیـر   ). 5شکل (دارش تحت حرکت جانبی واحد است  گیر
یی جـا  جابـه مؤلفه . ي شده استبند المانالمان درجه دو،  22با 

یی اعمال شده، در نقطه میانی، انتهاي آزاد تیر جا جابهدر جهت 
ترسـیم شـده    5در شـکل   /1 بعـد  بیطره در مقابل فرکانس 

  فرکـــانس طبیعـــی اول ایـــن تیـــر طـــره اســـت  1. اســـت
)1

1 52.66s ( . آمـده بـا خطـوط پیوسـته و      دسـت  بـه نتایج
 .نشان داده شده است توپربا دوایر  ]Dominguez  ]19نتایج

  
  

کره الاستیک تحت تنش یکنواخـت و تحـت    -5-3
  جایی یکنواخت جابه

با مشخصات مصالح مشابه مکعب مثـال   6mبه شعاع  اي کره
المـان درجـه دو پیوسـته،     24این کره بـا  . اول موجود است

  .مدل شده است
 un=1mیی شـعاعی یکنواخـت   جـا  جابـه کره ابتدا تحت 

ــ( ــت   ) له اولئمس ــعاعی یکنواخ ــنش ش ــت ت ــپس تح و س
tn=100N/m2 )تنش شعاعی محاسبه شـده  . است) مسئله دوم

یی شـعاعی محاسـبه   جـا  جابهو  6براي مسئله اول در شکل 
 بعـد  بیفرکانس  ، در مقابل7  شده براي مسئله دوم در شکل

/1 فرکانس طبیعی مربوط به مسئله . نشان داده شده است
و فرکانس طبیعی مربوط بـه مسـئله دوم    1=129.71s-1اول 

1=74.09s-1 است. 

ــایج  ــهنت ــت ب ــایج   دس ــته و نت ــوط پیوس ــا خط ــده ب  آم
Dominguez ]19[  نمایش داده شده است توپربا دوایر.  

  
و تحـت   حفره کروي تحت تنش یکنواخـت  -5-4

  جایی یکنواخت جابه
مسئله مورد بررسی، یک محیط الاستیک سه بعدي بـا یـک   

مشخصـات مصـالح مشـابه    . است 6mحفره کروي به شعاع 
شرایط مرزي مسئله بـه شـکل زیـر    . مکعب مثال اول است

و دوم،  un=1mیی شـعاعی یکنواخـت   جـا  جابـه اول، : است
ي بنــد المــان .اســت tn=100N/m2فشــار داخلــی یکنواخــت 

تنش نرمال محاسبه شده براي مسئله . مشابه مسئله بالا است
 یی نرمال محاسبه شده براي مسئلهجا جابهو  8اول در شکل 

نشـان داده   /1 بعـد  بـی در مقابل فرکانس  9دوم در شکل 
. اسـت  129.71s-1براي هر دو این مسائل برابر  1.شده است

 Dominguezآمده با خطـوط پیوسـته و نتـایج     دست بهنتایج 
  . نشان داده شده است توپربا دوایر  ]19[
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  ب                                الف

 
  ج

  یی در نقطه میانی انتهاي آزادجا جابه )جي، بند المان )بهندسه،  )الف: گاه تکیهتیر طره تحت حرکت جانبی در  )5(شکل 
  

آمـده و نتـایج موجـود، صـحت      دسـت  بـه از مقایسه نتـایج  
لازم به ذکر اسـت کـه   . شود میي ارائه شده تأیید بند فرمول

Dominguez ]19[  ي منفرد قـوي، از  ها انتگرالبراي محاسبه
  .روش حرکت جسم صلب استفاده کرده است

  

  
  الف

  
  ب

  : جایی شعاعی یکنواخت کره الاستیک تحت جابه )6(شکل 
  تنش شعاعی روي مرز )ببندي،  المان )الف

  
یی جا جابه: کره الاستیک تحت تنش شعاعی یکنواخت )7(شکل 

  شعاعی روي مرز
  

 
تنش : جایی شعاعی یکنواخت حفره کروي تحت جابه )8(شکل 

  شعاعی روي مرز
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یی جا جابه: حفره کروي تحت تنش شعاعی یکنواخت )9(شکل 

  شعاعی روي مرز
  
  گیري نتیجه -6

ــرا  ــبه ض ــات محاس ــه  cijب یجزئی ــائل س ــراي مس ــدي  ب بع
. الاستواستاتیک و الاستودینامیک هارمونیکی ارائه شده است

به تنهایی کافی نیسـت و   CPVي ها انتگرالدر واقع محاسبه 
. گـذاري مشـخص باشـد    هم نیز در نقاط روي cij د مقادیریبا

روش تـرم   از قوي منفرد يها انتگرال البته اگر براي محاسبه
قابل اسـتفاده   نامحدودي ها محیطآزاد، ولی این روش براي 

روش پیشنهاد شده بـراي محاسـبه   کارایی صحت و . نیست
نتـایج محققـان    بـا آمده  دست به، از مقایسه نتایج cijب یضرا

  .قبلی، اثبات شده است
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