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ی خـواص  بین پیش، لذا در پذیرد میر یاز ریز ساختار آن تاث شدت بهکه رفتار بتن  دهد میمطالعات تحلیلی و تجربی نشان  -چکیده
انتخـاب نـوع   . و ناحیه انتقـالی در نظـر گرفـت     ، ماتریس ها سنگدانهسه فازه مشتمل بر  اي مادهیک  صورت بهو رفتار بتن باید آن را 

در  هـا  آنو تنوع انـدازه   ها سنگدانهبا توجه به توزیع تصادفی . دهد میخواص بتن را تحت تأثیر قرار  ها آن، اندازه و توزیع ها سنگدانه
 اي کننـده  سـاده براي این منظور باید فرضیات . مشکل است ریزبینیساختاري آن در مقیاس  يرفتار بتن بر اساس اجزا سازي مدل، بتن
معـین، روش   اي سنگدانهبا توزیع و تنوع اندازه  بندي دانهمشخص توأم با منحنی  یدر این مقاله، با داشتن طرح اختلاط. بریم کار بهرا 

 تـوان  مییعنی  .شود میضرایب مربوطه بیان  همراه بهي واقعی با سنگدانه کروي معادل با قطر مؤثر، ها سنگدانهینی براي جایگز اي ساده
با استفاده از روشی ساده، قطر مؤثر  تصویربرداريي ها روشي پیچیده هندسی و مبتنی بر احتمالات یا ها روش جاي بهدر نمونه بتنی، 

. المان پایه قابل تکرار استخراج کـرد  عنوان بهرا  ها سنگدانهرا تعیین وسپس با آن قطر، دو نوع چینش مرزي با حداکثر و حداقل حجم 
 فـازي  سـه و  مقیـاس ریزي بتنـی در حالـت   ها نمونهرفتاري  سازي مدلاز آن در  توان میساده شده خواهیم داشت که  یدر نتیجه المان

  .نمود استفاده
  

  ، سطح مخصوصقطرمؤثر، ناحیه انتقالی، دانه بندي، سنگدانه، شکل معادل، بتن :گانکلیدواژ
  

  :مقدمه-1
 اي مـاده که بتن  شود میي بتنی فرض ها سازهدر بحث بررسی 
مختلفی  يدر اصل بتن شامل اجزا که صورتیهمگن است در 

مانند خمیر سیمان، سنگدانه شن، ماسه و هوا دارد وجود ایـن  
ف یاجزا در تعیین رفتار بتن حائز اهمیت است؛ لذابراي توص ـ

آن، به استفاده از مدل در  1بینی درشتاثر ساختار بتن بر رفتار 

                                                                                               
1- Macroscopy  

 صـورت  بـه ي اولیه، بتن ها مدلدر .از استین 2مقیاس ریز بینی
اما  شد میدو فاز شامل سنگدانه و خمیر سیمان در نظر گرفته 

که با نادیده گـرفتن ناحیـه انتقـالی در     دهد میتحقیقات نشان 
، بانـد پـایینی ناحیـه    )ناحیه بین خمیر سیمان و سنگدانه(بتن 

از  تـر  بـیش یک بـتن  براي مـدول الاسـت   3هاشین و اشتریکمن

                                                                                               
2- Mesoscopy 
3- Hashin and Shtrikman 
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لـذا بایـد   ]. 1[مدول الاستیک اندازه گرفته شده در بتن اسـت 
در  ریزبینـی در مقیاس  اي فازه سهماده مرکب  صورت بهبتن را 

ا ناحیـه انتقـالی بـین سـنگدانه     ی ـنظر گرفت؛ یعنی فاز سـوم  
بـدیهی اسـت کـه ایـن      .ردی ـوخمیر سیمان نیز مد نظر قرار گ

بـر نفوذپـذیري و مـدول ارتجـاعی و      یناحیه اثرقابل تـوجه 
  مقاومت و رفتار بتن دارد کـه بایـد مـورد توجـه قـرار گیـرد      

روئلف توسط  1985سال  نخست درریز ساختار بتن  .]3و2[
 نـام  بـه  یمـدل  1998سال پس او ویتمن در . مطالعه شداسترا 

و فضـاي   هـا  دانـه ملات و و در آن ارائه را عددي سازي بتن 
 هـا  دانـه وسیله چنـد المـان کـوچکتر از سـایز     ه را ب ها آنبین 
دو فـازه   صـورت  بـه بتن را  بیوکازتراك]. 4[  کردند سازي مدل
 ریزترکهـا مهـم در بررسـی و رشـد     یکرد اما عامل سازي مدل

چـن در   ].5[را مد نظر قرار نـداد  ها دانه قرارگیريیعنی نحوه 
 قرارگیرينحوه  دو نمونه ساده را با ملحوظ کردن 1991سال 
  بـود  فـازي  دوو  بعـدي  دوها در نظر گرفت که درآن مدل  دانه

و  بعـدي  دواشرف راغب محامد یک مدل  1997در سال ]. 6[
بـتن   ریزسـاختار  لوپز 2004 در سال]. 7[محدود را ارائه کرد 

کـه   کـرد  سـازي  مـدل ي الاستیک پیوسـته  ها المان وسیله بهرا 
وجهـی  چنـد   ییهـا  شـکل بـا   و مـاتریس را  هـا  دانـه قطعات 

وبراي ناحیه اتصـال، المـان بـا ضـخامت صـفر را       سازي مدل
و محـدود   دوفـازه سه بعدي اما  یمدل وي مدل .استفاده نمود

 1روش المان مجزا و مـدل فنـر جسـم صـلب     بعدها]. 8[بود 
 .ارائه شدکاوائی توسط  1991سال  این روش در .رفت کار به

ــه    ــاده را بـ ــائی مـ ــپس ناگـ ــانسـ ــا المـ ــلب و هـ یی صـ
ــدوجهی ــده یتوصــ(چن ــا ســنگدانهف کنن ــاتریس ه ــه ) و م ک

تقسـیم کـرد؛ در    شـوند  مـی فنر وصل  وسیله به ها آنصفحات 
  ].9[برد  کار بهرا  اي پیچیده بعدي سهوي مدل  2004سال 

 2اي شـبکه  یمدل ]10[چلانگن و ون مایر 1995در سال 

                                                                                               
1- RBSM 
2- Lattice 

مدل را کاملتر ون مایر  2002سپس در سال ؛را توسعه دادند
را و در سال  نوع خرپاي آن 1999بازانت درسال  . ]11[کرد

]. 12[بـرد   کار بهرا  اي شبکهبازانت مدل آلایش شده  2003
محـدود   صـورت  بهسه بعدي را  یلی لیو مدل 2004در سال
 صـورت  بـه  هـا  سـنگدانه  اي شبکهدر مدل  ].13[کرد استفاده

گر یکدیالمان تیر به  وسیله بهکه  شود مینقطه در نظر گرفته 
و هر بخش از المانی کـه در هـر جـزء تیـر      شوند میوصل 
 هـا  مـدل . شـود  میبا خواص آن در نظر گرفته  گیرد میقرار 

اثـر   بعـدي  سـه در حالـت   چنـین  همبوده و  بعدي دومعمولاً 
فـاز   ها مدلدر این . شود میدر آن بررسی ن ها سنگدانهشکل 

هـا  سوم دیده نشده یا بصورت میانگینی از خواص سایر فاز
اسـتفان اسـکات و همکـاران نیـز     . شـود  مـی در نظر گرفتـه  

صورت بیضـی در نظـر گرفتـه و در حـالتی      را به ها سنگدانه
ناحیـه انتقـالی را در نظـر     هـا  آنکردنـد؛   سازي مدلمحدود 

 هـا  آنرا صلب فـرض کردنـد و مـدل     ها سنگدانهنگرفته و 
بوده که حالـت خاصـی از یـک نمونـه را در نظـر       بعدي دو
دو  بعدي دوزیو و تانگ مدل  2004در سال ]. 14[فتگر می

بعـد از شـبکه بنـدي،     هـا  آندر مـدل  . فازه را مطرح کردند
تصادفی اجزا بتن انتخـاب   یمکعبی براساس توزیع اي نمونه

گربوسزي و بنتز نیز تجاربی در زمینـه تعیـین    ].15[ شود می
  ].16. [بتن دارند يمشخصات اجزا

این اسـت   شود میآنچه از بررسی مراجع فوق مشخص 
 صـورت  بهي هندسی دو بعدي، دو فازه و ها مدل تر بیشکه 

 .دیده نشـده اسـت   ها آنمحدود بوده و اثرات دانه بندي در 
ي هـا  پیچیـدگی و یـا   هـا  کاسـتی در این مقاله بـا توجـه بـه    

کـه بـر اسـاس منحنـی      شود میي فوق، روشی ارائه ها مدل
سنگدانه براي نمونه بتنی، بتوان با مشخص کـردن   بندي دانه

آن، مدلی را ارائه کـرد کـه در عـین سـادگی،      يتمامی اجزا
المان پایه در  عنوان بهبوده و از آن بتوان  فازه سهو  بعدي سه

  .بررسی رفتار نمونه بتنی استفاده کرد
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  بتن يساختار اجزا -2
و خمیـر سـیمان    هـا  سنگدانهفازهاي اصلی در مصالح بتنی 

گفتـه شـد مطالعـات مصـالح بتنـی،       کـه  طـوري  همان .است
کـه   کنـد  میناحیه انتقالی را مطرح  نام به يحضور فاز دیگر

  .کند میرا احاطه  ها سنگدانهاطراف 
  
  ناحیه انتقالی -2-1

 عنـوان  بـه ین پیوند زنجیره، تر ضعیفدرباره این ناحیه یعنی 
فاز محدود کننده مقاومت در بتن، اطلاعات تجربـی انـدکی   

تـا   30بر اساس آزمایشها، اندازه ایـن ناحیـه از   . وجود دارد
متغیر است؛ امـا در عـین حـال    ) 1(میکرون مانند شکل  50

 غیرخطـی اثر قابل توجهی بـر رفتـار مکـانیکی بـتن دارد و     
از  یناش ـ تـوان  میبودن منحنی تنش و کرنش قبل از اوج را 

  .در این ناحیه دانست اي لایهي ها تركحضور 
  

  
  ] 3 [ساختار ناحیه انتقالی بین سنگدانه و خمیر سیمان )1(شکل 

  

موجب رشد ترك پی در پـی در بـتن و    وجود ناحیه انتقالی
مطـابق بـا    .شـود  مـی شـدن رفتـار بـتن     غیرخطیدر نتیجه 

، مدول یانگ این ناحیه، یک سـوم  ]16 [مطالعات گربوسزي
. یک دوم مدول یانگ مربوط به توده خمیر سیمان اسـت  تا

مطابق روش گنجایش دوبل و تئوري موري تانـاکو، مـدول   
درصد  40تا  20میکرون حدود 20ضخامت  یانگ این ناحیه

 70تـا   50میکـرون، حـدود    40مدول ماتریس و ضـخامت  
 مطـابق تحقیقـات یانـگ   . ]16 [درصد مدول ماتریس است

لـویی  . است ها سنگدانهبسته به توزیع ، این تغییرات وا]17[
 ی بخش حجـم بین پیشرابطه اي را براي ] 18[و موري تاناکو

کـه   دهـد  مـی نتایج تجربی نشـان  . ارائه کردند ناحیه انتقالی

درصـد مقاومـت    30تـا   20مقاومت ناحیـه انتقـال حـدود    
 چهارفازهو  فازه سهمدل ] 19[ انیل وهمکاران. ماتریس است

را با درنظر گرفتن خصوصیات و اثـر ناحیـه انتقـالی ماننـد     
ی بین ـ پـیش بـراي   هـا  دانهمدول ارتجاعی، ضخامت و اندازة 

  .مدول ارتجاعی مؤثر بتن ارائه کردند
  
  ها سنگدانه -2-2

بـتن را   درصـد حجـم   90تـا  60حـدود   کـه  ایـن با توجه به 
ین و تـر  مهـم  ها سنگدانهبنابراین  .دهد میتشکیل  ها سنگدانه

ین مسـأله در  تر مهمدهنده بتن بوده و  ین جزء تشکیلتر بیش
بـه شـکل    هـا  سـنگدانه . اسـت  ها سنگدانه، شکل سازي مدل

بـوده  ) 2شکل(مطابق با  مانند آن.شکسته و بیضوي، کروي،
نوع شکل و چینش و ملاحظات مربوط  سازي مدلو لذا در 

  .ردیبه هر شکل باید مد نظر قرارگ
 

  
  ها سنگدانهانواع  )2(شکل 

  

ت ی ـاز آن رو اهم هـا  دانـه تعیین مشخصات ریاضی و شکل 
کــرده  بنــدي دســتهي مختلــف را هــا دانــهم یدارد کــه بتــوان

دانه ها  بعدي سهبتوانیم ارتباط خصوصیات شکل  چنین همو
  .ف کنیمیکمی توص طور بهرا به خواص 

متشـکل از ذراتـی کـه در یـک      يهـا  خواص کمپوزیت
شکل و انـدازه ذرات آن   وسیله به تر یشبماتریس قرار دارند 

ذره  یشکل يها ویژگین ییاز نظر ریاضی، تع. شود مین ییتع
وقتـی ذره بنـا بـه دلایلـی قابـل       ویـژه  به، بعدي سهدرحالت 

حتی در صورتی کـه بتـوان آن را   . نیست اي سادهنباشد، کار 
مانند ذرات استفاده شده در بتن تشخیص داد، بـا توجـه بـه    

ن ریاضـی شـکل آن   یـی ذرات، تع بعـدي  سـه تصادفی بـودن  
  .دشوار است
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، xاشـعه   کمـک  بـه ر و یبا ورود فن پردازش دیجیتالی تصو
پرتو نگاري، بـرش لیـزري و فتـوگرامتري محققـین در تـلاش      

بـا کـاربرد    .خودکار هستند طور به ها سنگدانهل ن شکییبراي تع
شــامل  هــا ســنگدانهي از تــر بــیش، مشخصــات هــا روشایــن 

ــدازه و    ــع ان مســاحت، مقطــع عرضــی، جهــت، محــیط، توزی
اوتـاس  . کرد گیري اندازه توان میپارامترهاي حجمی مخلوط را 

  ].20[ اند کردهو گربوسزي تجاربی را در این زمینه گزارش 
  
  ها سنگدانهشکل  -2-2-1

تصادفی بودن ساختار بتن با توجه به وجود ناحیۀ انتقـالی و  
آن را  ي، مـدل سـاز  هـا  سنگدانهدامنۀ وسیع اندازه  چنین هم

 يهـا  فـرض بایـد   سـازي  مـدل لـذا بـراي    .سـازد  میپیچیده 
  .را در نظر گرفت اي کننده ساده

و در نظـر   هـا  سـنگدانه فرض اول در مسأله دسته بندي 
ایـن   يبـرا  .اسـت  ها سنگدانه يمعین برا اي محدودهگرفتن 
 عنـوان  بـه خـاص را   اي اندازهذرات ریزتر از  توان میمنظور 
. را در محدوده خمیر سیمان در نظر گرفت متر میلی 5نمونه 

بـراي   یفرض دوم در نظـر گـرفتن شـکل هندسـی مناسـب     
را معمولا کروي  ها سنگدانه سازي مدلدر . است ها سنگدانه

شکل کروي  ها دانه تر بیشالبته  .گیرند میوي در نظر یا بیض
ي واقعـی و  هـا  سـنگدانه ندارند لذا باید غیـر کـروي بـودن    

 يبرا .میف کنین دانه ها در غیر کروي را توصیاختلاف در ب
از رابطه بین مساحت و حجـم ذرات بـه    توان مین منظور یا

  .کره معادل مانند مطالعات گربوسزي استفاده کرد
هارمونیـک    تابع از با استفاده توان می بعدي سهدر حالت 

را  هـا  سـنگدانه کروي و سري فوریه، برخـی از مشخصـات   
بندي عمومی توابع  فرمول] 21[یا مانند استفان. آورد دست به

ي مختلـف  هـا  شـکل پایه بیضیگون بـا تغییـر نمـا را بـراي     
 سـلر برد، یـا ماننـد کون   کار بهفولر  بندي دانهفرمول  کمک به

  ].22[ل کرد یدار را مانند راسل و پتیژن تحل ي گوشهها شکل
  

  شکل معادل-2-2-2
بـراي   وبراي تعریف مناسب شکل، نیـاز بـه چنـد پـارامتر     

بین ابعاد، خواص  اي رابطهبرخی از شکلها، به دست آوردن 
بـراي اجسـام مـنظم    . از استیهندسی مانند سطح و حجم ن

  .این روابط نیاز استبراي بیان تعداد زیادي پارامتر
براي سـاختن  . شود میدر این زمینه شکل معادل مطرح 

شکل معادل، نخست یک یا چند خواص هندسی انتخاب و 
شـده و سـپس    گیـري  انـدازه آن خواص براي ذرات نامنظم 

  .شود میانتخاب  شکل منظم
خواص هندسی انتخاب شده باید براي شکل مـنظم بـه   

گام آخـر، تعیـین ابعـاد    . صورت تحلیلی شناخته شده باشد
شکل منظم بـا معـادل قـرار دادن خـواص هندسـی شـکل       
نامنظم با خواص هندسی مشخص شـکل مـنظم و حـل آن    

 این شکل منظم .آوردن ابعاد شکل منظم است دست بهبراي 
با ذره با خواص هندسـی شـکل   عنوان شکل منظم معادل  به

  .نامنظم است
، حجـم کـره معـادل    يمثالی از شکل معادل یک پارامتر

کـره بـراي یکسـان شـدن      ياست که قطر آن با فشرده ساز
 گیري اندازهاگر . آید می دست بهحجم آن با سنگدانه نامنظم 

مسـاحت   تـوان  مـی مساحت سطحی و حجم میسـر باشـد،   
ح بر حجـم را بـراي   سطحی ویژه یعنی نسبت مساحت سط

ي هـا  محـدودیت با توجه به  .بردکار بهتعریف کره یا مکعب 
از مـدل یـک و یـا سـه      تـوان  مـی  يیـک پـارامتر   يها مدل

  .استفاده کرد يپارامتر
بـتن و   يبـا اسـتفاده از روابـط فنـاور     توان می چنین هم

ــهمنحنــی  و تعــداد  بنــدي دســته را هــا ســنگدانه، بنــدي دان
 .آورد دسـت  بـه ي متناسب با هر اندازه از قطر را ها سنگدانه

اسـتفاده از تصـاویر دیجیتـالی و توابـع      جاي بهدر این مقاله 
استفاده شده که  اي سادهریاضی هارمونیک پیچیده، از روش 

  .ح داده شده استیتوض يدر بخش بعد
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  ها سنگدانهمعیارچینش وشکل  -2-2-3
توزیـع  ) 1: چنـد گزینـه وجـود دارد   ها دانـه در مورد چینش 

اسـتفاده از  ) 3استفاده از توزیع نـامنظم  ) 2 ها سنگدانهمنظم 
روش پرتـو نگـاري کـه پـس از     ) 4توابع توزیـع احتمـالی   

ین تـر  بـیش ي رایج، از توزیعی بـا  ها نمونهتحلیل و بررسی 
در ایـن  . شـود  مـی به واقعیت را دارد استفاده  یامکان نزدیک

  .شود مینه استفاده مقاله از روش گزی
براي موقعیت هر دانـه  را توزیع احتمالی یکنواخت  توان می

با تعـداد و انـدازه    اي نمونهپس از انتخاب  .کرددرنمونه فرض 
مختصات موقعیـت   ،تصادفی يهاتولید عدد مشخص سنگدانه،

بـراي هـر موقعیـت جدیـد      شده ومشخص  سنگدانه مرکز هر
 یبا مرز نمونـه همپوشـان   که با موقعیت قبلی و شود می یبررس

برگشت داده شـده و   ،آمد وجود بهاگر همپوشانی . نداشته باشد
 ترتیـب  بـه  هـا  دانهقرارگرفتن  .شود میتعریف  يموقعیت جدید

 .یابـد  مـی ادامه تا آخرین سنگدانه  این روندبوده و بزرگ  اندازه
 و گیرنـد  مـی ار تصـادفی قـر   طور به ها دانه یتمام به این ترتیب

ماننـد شـکل    ،هـا  سنگدانهمملو از  مرکب پایهالمان شامل  نمونه
 یدر این روش مسأله همپوشانی نیـز بررس ـ . شود میمل کا) 3(

نمونـه،   حجـم  هی ـبق هـا  سنگدانهپس از تعیین موقعیت . شود می
  .استمان یخمیر س

 

  
  با توزیع احتمالی ها سنگدانهچینش ) 3(شکل 

  

ي بیضیگون شـود، بـه نـُه پـارامتر ورودي     ها سنگدانه اگر از
از ی ـن) قطرها، مختصات نقطـه مرکـزي و زوایـاي اویلـري    (

ــکل     ــه ش ــه ب ــت و معادل ــواهیم داش TXخ AX 0 ــت اس
TX (x,y,z, ) ــت  1 ــن اس ــات همگ ــرل  . مختص ــراي کنت ب

مطابق الگوریتم وانگ با نوشـتن   توان می ها بیضیهمپوشانی 
اگر  .میدوبیضی، ریشه را بدست آور اي جملهچند  مشخصه

. نـد یدو ریشه مثبـت داشـته باشـد آنگـاه آن دو از هـم جدا     
نیز دلیل اسـتفاده از شـکل بیضـوي را داشـتن      ]23 [تاینگ 

ف سطح آن با یک یقابلیت توص چنین همبردار عمود یکتا و 
جانسـن شـکل   . تابع و سادگی الگوریتم تمـاس بیـان کـرد   

ق یها از طر بودن خوشه صلب نیمه. را استفاده کرد اي خوشه
فرض گرفتن رفتار الاستیک خطی تماس بین ذرات متعلـق  

را  چندوجهینلسون نیز شکل . شود میف یبه آن گروه توص
 استفاده کرد که پیچیدگی سطوح وعملکـرد در رئـوس دارد  

  .)4شکل(
  

  

  
  .]23[نلسون ي تاینگ، جانسن وها مدلدر  ها سنگدانهشکل ) 4(شکل 

  
  هندسی سازي مدل -3
  بندي دانهمنحنی  -3-1

بـین انـدازه الـک     اي رابطـه  صـورت  به ها سنگدانه بندي دانه
و مقدار کل عبـوري از الـک   iXاستاندارد  i iY x   تعریـف

رابطـه، جـدول یـا     وسـیله  بـه  توان میاین رابطه را . شود می
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ي ایـده ال  هـا  منحنـی ي مختلفی از ها نمونهبیان کرد  یمنحن
 ،1بـه منحنـی فـولر    تـوان  مـی  هـا  آنان ی ـوجود دارد که از م

  .اشاره کرد 4بولومی 3ریسل، 2گرفس
ین انـدازه  تـر  بـزرگ مفـروض،   بنـدي  دانـه اگر در منحنـی  

ین تـر  کوچک، N، درصد عبوري یا مانده آن maxDها سنگدانه
 1و درصـدعبوري یـا مانـده آن بـا      minDبا  ها سنگدانهاندازه 

) 3(را مطـابق شـکل    بنـدي  دانهمنحنی  توان مینشان داده شود 
  :ف کردیر توصیبا رابطه خطی ز یتقریب طور به
  

)1(                 max min min maxf (D,D ,D , , )   1  
  

  
  و تقریب آن با خط مستقیم ها سنگدانه بندي دانهمنحنی  )5(شکل 

  

و تنوع انـدازه   سازي مدلي ها پیچیدگیبا توجه به مشکلات و 
هـا در حالـت    ، براي در نظر گرفتن تمـامی سـنگدانه  ها سنگدانه

اسـتفاده   جاي به: برد کار بهر را یروش ساده ز توان میسه بعدي 
مختلـف، از یـک    يهـا  انـدازه با تعداد و  يها سنگدانهاز تمامی 

ــادل  ــه D50قطــر مع ــرده و نمون ــا  اســتفاده ک ــورد نظــر را ب م
  .گیریم مییی با این قطر معادل در نظر ها سنگدانه

  

                                                                                               
1- Fuller 
2- grafs 
3- rissel 
4- bolomeys 

درصد  ضرب حاصلرابطۀ تساوي بین  توان می چنین هم
 D50را بـا درصـد وحجـم    هـا  سـنگدانه وحجم هـر یـک از   

  :ر نوشتیز صورت به
  

)2 (            N N

D

D / D / .... D /

D /

       

  
50

3 3 3
1 1 2 2

3
50

6 6 6
6  

  

  :میرا براي مختصات قطر معادل بنویسیم، دار) 1(اگر رابطه 
  

)3(          m ax min min maxf (D , D , D , , )   50  
  

براي تکمیل . آید میدو رابطه بالا قطرمعادل بدست  کمک به
بـا قطـر معـادل نیـز      يهـا  سـنگدانه بایـد تعـداد    سازي مدل

. بکـار رود  سـازي  مدل يمحاسبه شود و مدل المان پایه برا
از اسـت کـه روش   یبراي این منظور به چند ضریب تبدیل ن

  .در بخش بعدي آورده خواهد شد ها آنآوردن  دست به
  
  انتخاب شکل المان پایه -3-2

ک المـان مکعبـی مملـو از    ی ـ تـوان  می ها سنگدانهبراي آرایش 
بـا  (منظم بـر در هـم  ): 1را در دو نوع چینش  اندازه هم يها کره

را در ) بـا حـداقل حجـم   (منظم روي هـم  ): 2و) حداکثر حجم
ایـن اسـت کـه     شود میین سؤالی که مطرح تر مهم. نظر بگیریم

. را براي مکعب در نظر بگیـریم  اي اندازهکره و چه  يچه تعداد
با شعاع مختلـف اسـتفاده کنـیم، نتـایج چیـنش       يها راهاگر از ک

در حالـت  .متـر  سـانتی / 25و /. 5، /.75، 1ي ها شعاعبا  يها کره
  .است) 1(و جدول ) 6(اول بصورت شکل 

  

  
  منظم درهم-اول -چینش ذرات در حالت) 6(شکل 
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ین المان پایه قابـل  تر کوچکآنچه مهم است آن است که 
در نظر گرفتن تعداد کرات در . ایم گرفتهتکرار را در نظر 

، تـأثیري  تر بیشبر یک کره یا  )عمود به صفحه( zجهت 
مطــابق جــدول بــالا درصــد . در نتیجــه نخواهــد داشــت

% 56ثابت و برابـر   ها حالتدر تمامی  ها سنگدانهحجمی 
  .خواهد بود

مطـابق  ) 2(حالـت   هـا  سـنگدانه اگـر بـراي چیـنش    
آمده مطـابق بـا    دست بهرا در نظر بگیریم نتایج  7شکل

  .است) 2(جدول 
  

    
  )ب(               )  الف(

  
  )ج(

شش کره  -):1(ین المان پایه با تر کوچکچینش حالت دوم و )7(شکل
  بعدي دوحالت ) 3(هشت کره ): 2(

  

ین المان پایه قابـل تکـرار را در   تر کوچکدر این حالت نیز 
کـره   6 جـاي  بـه اگر در این حالـت   چنین هم. ایم گرفتهنظر 

ب نیـز  -6الف از هشت کره مطـابق شـکل   -6شکل  مطابق
 در ایـن حالـت نیـز   . اسـت  تـأثیر  بیاستفاده کنیم، در نتیجه 

در این  .است% 3/52ثابت و برابر  ها سنگدانهدرصد حجمی 

ین المـان پایـه قابـل تکـرار را در نظـر      تر کوچکحالت نیز 
شـش کـره    جـاي  بـه اگر در ایـن حالـت    چنین هم ایم گرفته

ب نیـز  -6الف از هشت کره مطـابق شـکل   -6مطابق شکل 
 در ایـن حالـت نیـز   . استفاده کنیم، در نتیجه بی تأثیر اسـت 

بـا  . اسـت % 3/52ثابـت و برابـر    هـا  سنگدانهدرصد حجمی 
 ترتیـب  بهدر دو حالت  ها سنگدانهتوجه به نتایج فوق حجم 

  .است D36و D3 6/5برابر 
  
  روابط ریاضی -3-3

 سـازي  مدل، براي ها سنگدانهتنوع اندازه  با توجه به تعداد و
رفتـاري،   سـازي  مدلنمونه براي  يهندسی بتن و آماده ساز

را بـه   هـا  سـنگدانه چندین ضریب، منحنـی   کمک به توان می
معـین  ي کروي با یک انـدازه  ها سنگدانهمتشکل از  اي نمونه
ي بین جحم ها نسبتتوان از  براي این منظور می. کرد تبدیل

هـا بـه حجـم و سـطح      کلی و سـطح مخصـوص سـنگدانه   
اگـر  . هاي کـروي معـادل اسـتفاده کـرد     مخصوص سنگدانه

مـورد نظـر در واحـد     اختلاططرح  ها مطابق سنگدانه مقدار
aحجم برابر Kg

m 3
cو وزن سیمان برابر  ، Kg

m3 بـراي   ،باشد
هـا   وزن کلی سنگدانه ،mV معیناي مشخص با حجم  نمونه
mM برابر a.V و حجم سنگدانه برابـر  بودهvV   مطـابق بـا:

v mV V .f )f و )ها درصد حجمی سنگدانهpV   حجـم
  .خمیر سیمان است

برابــر بــا  iD بــا هــر انــدازه مشــخص ســنگدانهتعــداد 
a i

i
a i

MN
V





سـنگدانه  حجـم تقریبـی    iVکه  است 

به کـل   iDقطر  هاي با سنگدانهنسبت بین جرم  i، کروي
،ها دانه

a
 ها و  جرمی دانه چگالیN انـدازه مشخصه  تعداد 

  .است ها سنگدانهبراي توصیف توزیع 
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  1نتایج چینش ) 1(جدول 
  )r)(cm(کره شعاع  (cm) ابعاد نمونه مکعبی  )cm3(حجم نمونه   cm3ها کره حجم  cm3حجم ماتریس  ها سنگدانهدرصد 

56%  6646/19  12/25  7846/44  73205/3*4*3  1  
56%  3/8  59/10  89/18  799/2*3*25/2  75./  
56%  458/2  14/3  598/5  866025/1*2*2/1  5./  
56%  30775./  392./  69975./  933*./1*75./  25./  

  

  2نتایج چینش  )2(جدول 
  )r) (cm(شعاع کره   (cm)ابعاد نمونه مکعبی  )cm3(حجم نمونه   cm3حجم کره  cm3حجم ماتریس  ها سنگدانه درصد
3/52%  88/22  12/25  48  4*4*3  1  
3/52%  6525/9  5975/10  25/20  3*3*25/2  75./  
3/52%  86/2  14/3  6  2*2*5/1  5./  
3/52%  3575./  3925./  75/  1*1.*75./  25/  

  
آن را  توان می مشخص نباشد، ها سنگدانه جرمی یچگالاگر 

Wاز نسبت 
C

 ـاز رابطـه ز  cجرمـی سـیمان    یچگـال و  ر ی
جرمـی   یچگـال  c ،پیمانـه  حجم آب در w(. آورد دست به

Kgبرابــر  معمــولی تقریبــا مانیبــراي ســ :یمانســ
m3

و  3150 
w 1000 )حجم هوا حذف شده است(.  

  

)4 (                    
a

c w

a
C w 

 
 

1
  

  

براي نمونه بتن  ها سنگدانهاگر حجم وسطح مخصوص 
و حجم و سطح مخصـوص   CSو  vVبرابر  ترتیب بهمعین 

ــهمعــادل  يهــا راهکــ ــب ب ــوان مــیباشــد،  crSو crV ترتی  ت
  :ر را در نظر گرفتیي زها نسبت

  

)5 (                cr

C

S
S

        cr

v

V
V

   
  

کـروي بـا انـدازه     صـورت  بـه  هـا  سنگدانهبا در نظر گرفتن 
یعنی نسـبت حجـم    ها سنگدانه، بخش حجمی Dمشخص 
ي کروي بـه حجـم کـل برابـر     ها سنگدانه

m

N( D ) /f
V



3

1
و  6

agAسطح کـل ذرات برابـر    N D  و حجـم مـاتریس یـا     2

ي هـا  سـنگدانه آنگـاه بـراي   . اسـت  pVخمیر سیمان برابـر  
یعنـی نسـبت بــین    هـا  سـنگدانه کـروي، سـطح مخصـوص    
برابـر   مساحت سطحی به حجـم 

cr
m

N DS
V



اسـت کـه بـا     2

  :جایگزینی داریم 
  

)6(                    
cr

m

N( D ) / fS DV
D


 

3
16 6 6  

)7 (                    
n

i i
i

C
m

f V / D
S

V



1
6

  

)8(                      cr

C C

S .f / D
S S

   16  

)9 (                   cr

v m

V N. .D /
V f.V


  

3 6  
  
  ي سنگدانهها نمونه يکاردبرد نظریه پیشنهادي برا - 4- 3

اگر در یک طرح اختلاط، مقدار آب، سیمان، شـن و ماسـه   
 و 992، 369، 155برابـر   ترتیـب  بهبراي ساخت نمونه بتنی 

ــر متــر مکعــب و حجــم اجــزا   760 ــهکیلــوگرم ب  ترتیــب ب
متــر مکعــب باشــد و از  288/0 و 117/0،370/0 برابــر،155

یم نتـایج  تـوان  مـی اسـتفاده کنـیم    بنـدي  دانهچند نوع منحنی 
  .میر خلاصه کنیر جداول زحاصل را د
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) 8(شـکل  ) 1( بنـدي  دانـه نمونه اگر از منحنی  عنوان به
را ) 3(بــراي منحنــی بــالا معادلــه تــوان مــیاســتفاده کنــیم، 

  :ر نوشتیز صورت به
  

)10 (             / D /  2 4342 7 2943  
  

  :میدر معادله بالا دارD50با قرار دادن مختصات براي 
  

)11(             / D /  50 502 4342 7 2943  
  

  :بنویسیمD50را براي مختصات) 2(اگر رابطه 
  

)
D

/ ( / ) / ( / ) / ( / ) /
( / ) / ( / ) / ( / ) /
( / ) / ( ) / ( / / D /

     

     

       
50

3 3 3

3 3 3

3 3 3 3
50

99 5 0 15 6 97 0 3 6 91 0 6 6
87 1 18 6 83 2 36 6 76 4 75 6
66 9 5 6 50 19 6 0 38 1 6 6

 

  

D از حل معادلات فوق قطر معادل برابر /50 19  دسـت  به 5
بتن مکعبی بـه   اي نمونهنتایج کامل این منحنی براي . آید می

. آورده شده اسـت ) 3(سانتی متر در جدول شماره  20ابعاد 
کیلـوگرم، حجـم    14برابـر   هـا  سنگدانهدر این جدول وزن 

 pvمتر مکعب، حجم ماتریس /. 008برابر mvنمونه مکعبی 
برابـر   vv، هـا  سـنگدانه  متـر مکعـب و حجـم   /. 0028برابر 

  .متر مکعب مطابق روابط قبلی است /.00526
را مطـابق شـکل   ) 8(تا ) 2(ي ها منحنیترتیب اگر  همین به

  .آید می دست بهاستفاده کنیم، نتایج مشابهی ) 10(و ) 9(
پس از حل معادلات و تعیین مشخصات بـراي دو نـوع   

  .خواهد بود) 4(جدول  صورت بهچینش، نتایج 
که اگر چه قطـر   شود میمشاهده  4با توجه به نتایج جدول 

است امـا   متر میلی 15مساوي و برابر  8 و 7و  3مؤثر در ردیف 
استنباط کرد که مقـدار   توان می و ضریب  بندي دانهاز منحنی 

بنـابراین سـطح    ،بـوده  تـر  بیش 7وسپس  8در ردیف  ها دانهریز
 تر شده و در نتیجه موجـب کـاهش ضـریب    مخصوص بیش

لذا باید براي در نظر گرفتن این اثر و اثـر محـدوده   . شده است
- % 56محـدوده  (ها در دو نوع آرایـش   درصد حجمی سنگدانه

قطـر مـوثر    همـین دلیـل   بـه . ، قطر مؤثر اصـلاح شـود  %)52/ 3
  .باشد می) 5(جدول اصلاح شده مطابق 

  
  )1(شماره  بندي دانهنتایج طرح اختلاط منحنی  )3(جدول 

  حجم سنگدانه
3m  

تعداد سنگدانه 
  با

  قطر مشخص
  ضریب

  وزن مانده روي
 kgالک در نمونه

  درصد مانده
  درصد رد
  شده نسبی

  درصد 
  مانده نسبی

  شماره 
 (mm) الک

0  0  0  0  0  100  0  1/38  
00436./  810  5/0  7  50  50  50  19  
00139./  2074  16./  24/2  16  34  66  5/9  
000872./  10370  11./  4/1  10  24  76  75/4  
000610./.  59188  07/  98./  7  17  83  36/2  
000438./  270574  04./  56./  4  13  87  18/1  
000348./  2058163  04./  56./  4  9  91  6./  
000218./  10290815  06./  84./  6  3  97  3./  
0000218./  82326524  025./  35./  5/2  5./  5/99  15./  

005.=/    14=      
005./  1498  1  14      5/19  
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  )2(و)1( بندي دانهمنحنی ) 9(شکل 

  
  

  
   

منحنی دانه بندي شماره 2

y = 4.4592x - 4.411

0
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منحنی  دانه بندي شماره(3)

y = 2.8038x + 16.994
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منحنی دانه بندي شماره(4)

y = 3.7321x + 15.43
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منحنی دانه بندي شماره  (5)

y = 2.8799x + 22.731
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منحنی دانه بندي 8

y = 16.039Ln(x) + 38.324
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  )8(تا ) 3( بندي دانهمنحنی  )10(شکل

  

  )8(تا ) 1( بندي دانهي ها منحنینتایج ) 4(جدول 

    m3 
cV=crV  cS  crS 2   

  20*20المان 
crS 1   

  المان پایه
)m 3(pv  

* 610  
)m 3(vv  

* 610  
)m3(mv  

* 610  
(mm) 
D50  

  حالت
  چینش

  شماره
  منحنی

1  103./  005./  1939  200  
  الف  5/19  509/41  282/23  22/18  172

1  
  ب  5/19  489/44  282/23  207/20  160

1  418./  005./  5/664  278  
  الف  14  36/15  62/8  74/6  240

2  
  ب  14  46/16  62/8  84/7  224

1  196./  005./  1325  260  
  الف  15  89/18  60/10  65/9  224

3  
  ب  15  25/20  60/10  29/8  209

1  096./  005./  3374  325  
  الف  12  68/9  42/5  26/4  280

4  
  ب  12  37/10  42/5  95/4  262

1  160./  005./  2122  339  
  الف  5/11  52/8  77/4  75/3  292

5  
  ب  5/11  13/9  77/4  36/4  273

1  365./  005./  534  195  
  الف  20  8/44  1/25  7/19  168

6  
  ب  20  48  1/25  9/22  157

1  086/  005./  3010  260  
  الف  15  89/18  60/10  65/9  224

7  
  ب  15  25/20  60/10  29/8  209

1  03./  005./  8518  260  
  الف  15  89/18  60/10  65/9  224

8  
  ب  15  25/20  60/10  29/8  209

  

  قطر اصلاح شده) 5(جدول 
  شماره منحنی  1  2  3  4  5  6  7  8
  ) mm( اولیه D50قطر   6/19  14  15  12  5/11  20  15  15
  قطر اصلاح شده  19  13  14  11  11  18  5/12  10

  
  

منحنی دانه بندي (6)

y = 3.1474x - 2.3466
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  گیري نتیجه -4
  :میر دست یافتیبه نتایج ز ها جدولپس از بررسی 

حجم المان پایـه در دو حالـت چیـنش مـرزي بـالا و      : الف
  .است D36و D36/5برابر با  ترتیب به پایین

crبین نسبت: ب

cr

S
S

1

2
 ترتیـب  بـه در دو حالت آرایش، ثابت و  

  .است 8/0و  86/0
 تـوان  مـی با داشتن منحنی دانـه بنـدي و طـرح اخـتلاط     : ج
آوردن قطر مؤثر، المان پایه را بـا دو نـوع چیـنش     دست بهبا

  .انتخاب کرد
بیانگر آن است که علاوه بـر قطـر مـؤثر     تنوع ضریب : د

 کـه  ایـن با توجه بـه  . این پارامتر را نیز باید مد نظر قرار داد
باشد، سطح  تر بیش بندي دانهدار ریزدانه در منحنی هرچه مق

آمـده   دسـت  بـه  طـر خواهد شد، لذا ق تر بیشمخصوص هم 
  .خواهد بود باید اصلاح شود و ضریب اصلاح 

در طرح اخـتلاط   بندي دانهبا داشتن منحنی  توان میلذا 
ي پیچیده و مبتنی بر احتمـالات  ها روش جاي بهنمونه بتنی، 

ي تصویر برداري، از روش ساده بالا، قطـر مـوثر   ها روشیا 
آورد و پس از تعیین مدل هندسی المان پایـه، از   دست بهرا 

مختلف بارگذاري اسـتفاده   يها حالتآن در تعیین رفتار در 
  .کرد که این مسأله در مقالات بعدي ارائه خواهد شد
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Abstract: 
Recent experiments and analytical investigations have shown that the mechanical behavior of 
concrete is strongly dependent on its microstructure. However, the concrete behavior is 
composed of three phases as grains, cement paste and interfacial transition zone. The grains 
type, size and distribution of aggregate affect the concrete's characteristics. Because of the 
random distribution and size variation of aggregate in concrete, the modeling of concrete's 
behavior based on component in meso structure is difficult and so we must use simple 
assumption. 
In this paper, through mixing design and grading curve, a simple method was developed to 
replace real aggregate with equivalent sphere aggregate with effective diameter.  
So we can use simple methods instead of complex numeral and randomness or X ray methods 
to find effective diameter and to determine two arrangements with maximum and minimum 
aggregate volume as a repeatable basical element. As a result, we can use this element for 
modeling the behavior of sample concrete in meso scale and three phases. 
 
Keywords: Aggregates, Equale shape, Concrete, Interfacial zone, Grading, Specific surface 
area 
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