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Abstract 

In the last few decades, laminated composite plates, due to their high characteristics 

resistance and hardness, have been used in a variety of designs as structural components. 

Considering the structural complexities of laminated composite plates, choosing the appropriate 

method to solve the equation governing the dynamic equilibrium of these plates in order to 

analysis their vibration behavior has been attracted the attention of many researchers. 

In the present research, free vibration of a laminated composite plate, has been investigated 

using numerical solution. In order to model the behavior of the composite plate, the refined 

Zigzag theory in which the transverse shear stress distribution is allowed through the thickness of 

the layers and also satisfies the condition of zero shear stress on the top and bottom surfaces of 

the composite plate without need to use shear correction factor, have been deployed. In this 

theory, seven independent displacement variables are considered and according to the continuity 

condition of displacement between layers, the number of variables will be independent of the 

number of layers. Principal of virtual work and minimization of the potential energy have been 

used for deriving the partial differential equations of motion. The higher order Haar wavelet 

method have been developed to replace displacement variables and numerically solve the partial 

differential equations and calculating eigenvalues. In most of the similar researches, the use of 

Haar wavelet numerical solution has mostly been discussed on beams, annular plates and shells, 

and research in the field of the rectangular composite plate has not been observed. In this paper, 

the numerical solution is modeled in a simple form and the equations governing the rectangular 

laminate composite plate have been replaced by linear algebraic series and so, the free vibration 

of laminate composite plate has been investigated. 

Finally, the accuracy and convergence of solution method in analysis of laminated composite 

plates are evaluated and the results of the proposed method, earned from programming in the 

Matlab software, have been compared with the results of other solutions methods that mentioned 

in this paper. The comparison of these results shows good accuracy compared to other solution 

methods. Meanwhile, by converting multivariable equations of motion into linear algebraic 

expressions, the results of the proposed method have been obtained without any particular 

complexity and with a small number of collection points. Achieving the results by the proposed 

method with the same accuracy as the Haar solution results using smaller matrix dimensions and 

so reducing the computational cost is another advantage of this proposed method. It can be used 

instead of the Haar solution method in the numerical solutions of various solid mechanics’ 

problems. Examining the convergence of this proposed method shows that this solution has a 

good ability to approach the exact solution by increasing the resolution and collection points. It 

was also observed that the dimensionless frequency index increases with the increase in the ratio 

of longitudinal to transverse modulus regardless of the number of layers. 
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 ارتعاش آزاد صفحه مرکب چندلایه با استفاده از موجک هار مرتبه بالاتر

 3حامد صفاری، *2آبادی ، محمد جواد فدائی فتح1چناروئیهعلی میراحمدی 

 شهید باهنر کرمان، کرمان، ایران. دانشجوی کارشناسی ارشد، گروه مهندسی عمران، دانشکده فنی مهندسی، دانشگاه .1

 .ان، دانشکده فنی مهندسی، دانشگاه شهید باهنر کرمان، کرمان، ایراناستاد، گروه مهندسی عمر .2

 .استاد، گروه مهندسی عمران، دانشکده فنی مهندسی، دانشگاه شهید باهنر کرمان، کرمان، ایران .3

 چکیده

 ای در در چند دهه اخیر، صفحات مرکب چندلایه، با توجه به سختی و مقاومت مشخصه بالا به عنوان عضو سااهه 

های ساختاری صفحات چندلایه مرکاب، انتخاار رو     اند. با توجه به پیچیدگی ها مورد استفاده قرار گرفته اع طرحانو

مناسب برای حل معادلات حاکم بر تعادل دیناامیکی ایاص صافحات بارای تحلیال رفتاار ارتعاشای آنهاا ماورد توجاه           

باه  یافته  هیگزاگ بهبود نظریه اه ار صفحه مرکبساهی رفت در ایص پژوهش به منظور مدل پژوهشگران قرار گرفته است.

هاای در امتاداد    ای و تانش  های بایص لایاه   محاسبه تنشعنوان یک ابزار با توجه به توانایی آن در توصیف بهتر رفتار و 

 ساهی انرژی پتانسیل مجاهی و کمینه کار اصل اه در صفحات مرکب چندلایه، مورد استفاده قرار گرفته است. ضخامت

ایص معادلات دیفرانسیل  حل بالاتر برای مرتبه هار موجک رو  حل عددی اه و معادلات حرکت حاکم استخراج برای

 های مشابه، استفاده اه حل عددی پژوهش اغلبدر  .شده است دست آوردن مقادیر ویژه، استفاده با مشتقات جزئی و به

ه اسات و در همیناه صافحه مرکاب مسات یلی      هاا باود   صفحات حلقوی و پوساته  بیشتر بحث روی تیرها، موجک هار

سااهی شاده اسات و باه کماک آن       مادل  به شکل ساده . در ایص پژوهش ایص حل عددیپژوهشی مشاهده نشده است

، ها سریایص  شده و با استفاده اهجایگزیص  های جبری خ ی معادلات حاکم بر صفحه مرکب چندلایه مست یلی با سری

حال در تحلیال صافحه     ایص رو  . در نهایت دقت و همگراییبررسی شده است ارتعا  آهاد صفحه مرکب چندلایه

 اه حاصل های جوار با افزار متلب، دست آمده در محیط نرم حاصل اه ایص رو ، به های جوار و ارهیابی مورد مرکب،

 . گرفته است های حل، مورد مقایسه قرار دیگر رو 

 تاریخچه داوری

 08/07/1403دریافت: 

 18/11/1404باهنگری: 

 29/01/1405یر : پذ

 کلمات کلیدی

 ارتعا  آهاد

 صفحه مرکب چندلایه

 نظریه هیگزاگ بهبودیافته

 موجک هار مرتبه بالاتر

 رو  عددی

 

 مقدمه -1

 رشاد  سارعت  به مرکب مواد اه استفاده اخیر، قرن نیم طول در

 و بالا استحکام به که ای ساهه کاربردهای برای مواد ایص. است کرده

 دیگر مانناد  پیشرفته های آل هستند. ویژگی دهدارند، ای نیاه کم وهن

 شده باعث خوردگی برابر در بالا مقاومت و خستگی تحمل قدرت

 عماران،  مهندسای  هاای  همیناه  اناواع  در اخیر های سال در که است

 چندلایاه،  صافحات  ایاص  باه  ای ویژه توجه دریا و هوافضا مکانیک،

 و یبرهاا گیاری ف  در جهات  تناوع  طریا   اه ایص ماواد . صورت گیرد

 فراهم طراحی خوبی را در پذیری ها، انع اف چگونگی چینش لایه

ای بارای تعیایص    های اخیر، تحقیقاات گساترده      در دهه [.1کنند ] می

...( صافحات   )فرکانس طبیعی، اشکال مودی و  مشخصات ارتعاشی

طور مثاال   منظور تحلیل یک ساهه، به مرکب صورت گرفته است. به
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وع بایاد مادنظر قارار بگیارد. موضاوع اول      صفحه مرکب، دو موض

همراه شرایط اولیه  رسیدن به معادلات دیفرانسیل حاکم بر صفحه به

و مرهی مناسب، که یک بیاان ریاضای اه رفتاار صافحه در سا ح      

صورت تحلیلی یا  مرجع است و موضوع دوم، حل ایص معادلات به 

باشااد. مکانیاک جاماادات بار پایااه نظریااه    صااورت عاددی ماای  باه 

بندی ریاضی ساخت و   بعدی استوار است که فرمول  لاستیسیته سها

. در صورتی که ایاص معاادلات اه الاستیسایته    [3 ,2] ای دارد پیچیده

ناپذیر و  ها امکان دست آمده باشند، ممکص است حل آن بعدی به سه 

بر باشد. بر همیص اساس برای رسیدن به معادلات حاکم بار   یا هزینه

های کاهش مرتبه یافتاه   کارگیری مدل ها، به ستهتیرها، صفحات و پو

منظور رسیدن به  ساهی، به  با در نظر گرفتص تعدادی فرض و تقریب

تر، توسط پژوهشاگران تارجیح داده شاده     یک مدل به مراتب ساده

ای،  دلیال پیکربنادی لایاه    است. علاوه بر آن، در صفحات مرکب به

هاای در   ای و تنش لایه های بیص هایی که قابلیت محاسبه تنش نظریه

 ای برخوردار هستند. امتداد ضخامت را دارند، اه اهمیت ویژه

ناوعی یاک مسائله     های کاهش مرتبه یافتاه، کاه در آن باه    مدل

بعدی به یک مسئله دوبعدی تقلیل پیادا کارده اسات، براسااس      سه

کار گرفته شده برای رسیدن به معاادلات حااکم بار     متغیر اساسی به

شااوند. دسااته اول  بااه سااه دسااته تقساایم ماای صاافحات مرکااب، 

جایی نام دارد، کاه در آن متغیار اساسای،     بندی براساس جابه فرمول

عنااوان  باشااند. دسااته دوم بااه هااای ساا ح مرجااع ماای جااایی جابااه

بناادی براساااس تاانش نااام دارد، کااه در آن متغیاار اساساای،  فرمااول

بنادی   های غشائی س ح مرجع هساتند و دساته ساوم فرماول     تنش

توان  جایی را می های مبتنی بر جابه [. نظریه4شود ] ی نامیده میترکیب

 1لایاه معاادل   هاای تاک   نظریاه -1بنادی کارد:    به چهار دسته تقسیم

(ESL) ،2-2ای های لایاه  مدل (LW) ،3- 3بنادی یکنواخات   فرماول 

(UF) [8،] 4- 4هیگاازاگ  هااای نظریااه (ZZ) .نظریااه رویکاارد در 

 هاا  لایاه  که شود می فرض یه،لا چند یک مرکب در لایه معادل، تک

 ای، لایه نظریه رویکرد در که حالی معادل هستند. در منفرد لایه یک

شاود   مای  گرفته نظر در جایی جداگانه لایه یک میدان جابه برای هر

هاای   هرچند که ایص نظریه اه دقت بالاتری در مقایسه باا مادل   [.5]

هاا،   تعاداد لایاه  [، اما باا افازایش   6لایه معادل برخوردار است ] تک

                                                      
1 Equivalent single layer theories 
2 Layerwise theories 
3 Unified formulations 
4 Zig-zag theories 

آوردن  دسات  بارای باه   اغلب یابد و تعداد مجهولات نیز افزایش می

 [.  7باشد ] می بر هزینه و گیر وقت محاسباتی نظر اه دقی ، نتایج

جاایی در   لایه معادل براسااس مرتباه تاابع جاباه     تک های نظریه

 صافحه  دساته شاامل نظریاه    چناد  باه  تاوان  می را امتداد ضخامت

 6اول مرتباه  برشای  شاکل  تغییر نظریه ،(CLPT) 5چندلایه کلاسیک

(FSDT) 7باالاتر  تغییرشاکل برشای مرتباه     هاای  و نظریه (HSDT) 

 صفحه لایه معادل، نظریه تک نظریه تریص [. ساده9بندی کرد ] تقسیم

 چندلایه کلاسیک است. ابتدا نظریه صفحات دوبعدی کلاسایک در 

لاو و  م توساط بنا شد و در قرن بیست نوهدهم توسط کریشهف قرن

 ایاص  CLPTفرضایه اساسای در نظریاه     تیموشنکو توسعه پیدا کرد.

 تغییر اه قبل س ح میانی به نرمال نسبت خ وط مستقیم و که است

 [.1] مانناد  مای  بااقی  نرماال  و شکل نیز مستقیم تغییر اه پس شکل،

 اماا  شاود،  مای  سااده  ساختاری معادلات به منجر فرض ایص اگرچه

 صافحات  با توجه به اینکاه  باشد. ص نظریه میعامل اصلی ضعف ای

 ماهیات  و ضاخامت  در امتداد ناپیوسته رفتار وجود دلیل به مرکب،

 قارار  عرضای  و برشای  نرماال  هاای  تانش  گاردی، تحات   ناهمسان

صافحات   رفتااری  هاای  ویژگای  اه بهتار  بینای  گیرند، برای پیش می

 باشد. تری می های پیشرفته مرکب، نیاه به توسعه نظریه

چندلایاه،   مرکاب  صفحات تحلیل و تجزیه برای نظریه یصچند

 ایاص  است. بیشاتر  شده پیشنهاد بر  انتقالی، اثر گرفتص برای درنظر

مینادلیص و   توساط  یافتاه  توساعه  مرساوم  های نظریه بسط ها نظریه

 معاروف  برشای  شاکل  تغییر صفحه های نظریه به رایسنر هستند که

عنوان نظریه تغییر شکل برشای  ها به  تریص ایص نظریه رایج. باشند می

عرضای   برشی تنش شود. ایص نظریه شناخته می (FSDT)مرتبه اول 

ارضاای شارایط    بارای  و کناد  می فرض ثابت در امتداد ضخامت را

 برشای  اصالاح  ضاریب  باه  نیاه در س ح بالا و پاییص صفحه مرهی

 در کناد و  تعییص مای  را عرضی سختی برشی [. ایص ضریب،1دارد ]

 باه  تاوجهی  قابال  طاور  باه  FSDTشاده   نتایج انجاام  تدق نتیجه،

و  CLPTهاای   محادودیت  [.10دارد ] بستگی بر  ضریب اصلاح

FSDT تعدادی نظریاه تغییرشاکل برشای     توسعه به را پژوهشگران

 برپایاه  بالاتر مرتبه های داده است. مدل سوق (HSDT)مرتبه بالاتر 

باشاند   می امتداد ضخامت، در غیرخ ی صورت تنش به تغییر فرض

 و خماش  آهاد، ارتعاا   بارای  را نظریاه  [ ایص11] ردی و [. فان1]
                                                      
5 Classical laminated plate theory 
6 First-order shear deformation theory 
7 Higher-order shear deformation theories 
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هاای مرتباه    اه جمله نظریاه . بردند کار مرکب، به صفحات کمانش

 شکل های تغییر توان نظریه مرکب، می صفحات ساهی بالاتر در مدل

هاای ساهموی هام     کاه باه نظریاه    ،(TSDTs) 1ساوم  مرتباه  برشی

 هاای  کارنش  اه دیگاری  ساهموی  . توهیع[12]معروفند، را نام برد 

چندلایه توسط ووکساانووی    یک صفحه ضخامت در امتداد برشی

 را بعادی  دو نظریاه  [ یاک 14] اساتایص  اسات.  شاده  پیشنهاد [13]

. شاوند  مای  بیاان  مثلثااتی  سری با ها جایی آن جابه در که داد توسعه

فاارض شااده باارای  معمااول جبااری عبااارات بااا مثلثاااتی عبااارات

 بهتاری  حال  راه تاا  شاوند  مای  ترکیب ضخامت، طول یی درجا جابه

 کلای  تحلیال  و تجزیاه  بارای  بسته به فرم حل راه یک. شود فراهم

 ضخیم تحات  و ناهک برای صفحات چندلایه ای لایه بیص های تنش

 نظریاه . شاد  [ اساتخراج 15] لیاو  و لای  توسط سینوسی، بارگذاری

 و تیمارچیتوسط  (HSDPT) 2هایپربولیک برشی تغییرشکل صفحه

 بارای  نماایی  تابع یک همکاران [. کاراما و16شد ] ارائه سولداتوس

کردناد   پیشنهاد خمش صفحه مرکب خود م العه در عرضی کرنش

کارد و   پیشانهاد  را کلی بالاتر مرتبه نظریه [ یک18] [. ماتسوناگا17]

و  صفحات مرکاب  ای در مسائل لایه تنش بیص تحلیل و تجزیه برای

  .قرار داد استفاده مورد یهچندلا ساندویچی

هاای   هاا، ترکیاب مناسابی اه مزیات     در نوع دیگاری اه نظریاه  

کار  ای به های لایه لایه معادل و دقت نظریه های تک محاسباتی نظریه

هاای هیگازاگ ناام دارناد،      ها که نظریه گرفته شده است. ایص نظریه

 ابتدا توسط لخنیتسکی م رح شد و سپس توسط آمبارتساومیان باه  

های هیگزاگ، میدان  [. در نظریه4صفحات چندلایه گستر  یافت ]

صورت جمع آثار یاک توهیاع شابه هیگزاگای تانش       جایی به  جابه

برشی در امتداد ضخامت و یک توهیع خ ی یا غیرخ ی شابیه باه   

لایاه معاادل اساتفاده شاد، در نظار گرفتاه        های تک آنچه در نظریه

ایص است که بدون توجاه باه    ها تریص مزیت ایص نظریه شود. مهم می

های یک صفحه مرکب چندلایه، تعداد ثابتی اه متغیرهای  تعداد لایه

ای  گوناه  گیرناد و ساینماتیک هیگزاگای باه     جایی را در نظر می جابه

هاای برشای عرضای در     طرح ریزی شده است که پیوساتگی تانش  

امتداد ضخامت و شرایط تنش آهاد در بالا و پااییص صافحه، بادون    

هاای   کند. بنابرایص نظریه به ضریب اصلاح برشی را تضمیص مینیاه 

بینای   هیگزاگ برای صفحات مرکب چندلایاه نسابتا ضاخیم، پایش    

                                                      
1 Third-order shear deformation theory 
2 Hyperbolic shear deformation plate theory 

لایه معاادل و باا هزیناه     های تک تری در مقایسه با نظریه پاسخ دقی 

[. باه  20 ,19کناد ]  ای فاراهم مای   های لایاه  کمتری نسبت به نظریه

هاای هیگزاگای اولیاه، تسالر،      یاه منظور برطرف کردن ایرادات نظر 

اسکیووا و گرلص، با استفاده اه یک سینماتیک هیگزاگی پیشارفته   دی

برای تیرها و صفحات مرکب چندلایه، مدل جدیدی را ارائه کردند 

[. در ایاص نظریاه   22 ,21و آن را نظریه هیگزاگ بهبودیافته نامیدند ]

شاد کاه در   اه یک سینماتیک هیگزاگی درون صفحه جدید استفاده 

شاود و باه    هاا در نظار گرفتاه مای     آن تغییرشکل برشی تماام لایاه  

هاا نیااه نادارد.     مشاترک لایاه   پیوستگی کامل تنش برشی در فصال 

کناد و ساینماتیک    درستی مدل مای  بنابرایص تمام شرایط مرهی را به

عنوان اساس رسیدن باه تواباع    نظریه تغییرشکل برشی مرتبه اول به

 کار گرفته شده است. اه، بهشکل پیوستگی مورد نی

منظور حال معاادلات دیفرانسایل حااکم بار صافحه مرکاب         به 

کاارگیری یاک نظریاه مناساب،      دست آماده اه طریا  باه    چندلایه، به

[ یا عددی استفاده کارد. در  26-23های حل تحلیلی ] توان اه رو  می

تاریص آنهاا در    های عاددی، رو  الماان محادود پرکااربرد     میان حل

[. ناومیر و همکااران   33-27باشاد ]  حه مرکب چندلایه، میتحلیل صف

[ اه رو  تفاضل محدود در تحلیل ارتعا  آهاد صافحه مرکاب   34]

بناادی  اسااتفاده کردنااد. رو  تفاضاالات مربعاای بااه همااراه فرمااول 

هاای یاک صافحه چندلایاه      دست آوردن جاوار  یکنواخت برای به 

[ 36و همکااران ]  کار گرفته شد. تای [ به35توسط فریرا و همکاران ]

هندسی را برای تجزیاه و تحلیال    نظریه تغییرشکل برشی و رو  هم

[ 37جامع صفحات مرکاب اساتفاده کردناد. ناتاراجاان و همکااران ]     

هندسای را بارای تجزیاه و     بندی یکنواخت و رو  هم نظریه فرمول

اسکیووا و همکااران    کار گرفتند. دی تحلیل صفحات مرکب متقاطع به

ای براسااس نظریاه هیگازاگ     های صفحه موعه اه المان[ یک مج38]

 کار گرفتند. بهبودیافته برای تحلیل صفحات مرکب به

به عنوان یک ابازار   (WM) 3های موجک های اخیر، رو  در سال

ایاص  در میاان  اند.  کار گرفته شده بهدر تحقیقات مهندسی حل عددی، 

ورد توجه م به دلیل سادگی آن (HWM) 4هار  موجک رو ، ها رو 

بایاد اشااره شاود کاه موجاک هاار دارای        .[39قرار گرفتاه اسات ]  

ناپیوستگی است و در نق ه ناپیوستگی مشت  وجاود نادارد. بناابرایص    

طااور مسااتقیم باارای حاال معااادلات   تااوان اه موجااک هااار بااه نماای

                                                      
3 Wavelet methods  
4 Haar wavelet method 
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هاای بارون رفات اه ایاص نقا ،       دیفرانسیل استفاده کرد. یکی اه راه

است. در ایص رو  که توسط چص و هسیائو  استفاده اه رو  انتگرال

[ ارائه شد، بالاتریص مرتبه مشت  در یاک معادلاه دیفرانسایل، باه     40]

یاباد و معادلاه دیفرانسایل باه معادلاه       های موجک گستر  می سری

گیاری اه ایاص معادلاه     شود و تابع مجهول با انتگارال  جبری تبدیل می

بازار ماوثر، بارای حال     عناوان یاک ا    آید. اه ایص رو  به دست می به

باه  [. 43-41معادلات دیفرانسایلی و انتگرالای اساتفاده شاده اسات ]     

توسط ماجاک و  (HOHWM) 1رو  موجک هار مرتبه بالاترتاهگی 

منظور ارتقای دقت و همگرایی رو  موجک هاار،   [ به 44همکاران ]

معرفی شده است. در ایص رو  بالاتریص مرتبه مشت  در یک معادلاه  

یاباد.   های موجک گستر  می ، به سری2sاضافه پارامتر  ل بهدیفرانسی

شمارنده افزایش مرتبه است و هر مرتبه افازایش آن   sدر ایص رو ، 

2s کند که به شرایط جدیادی عالاوه    ثابت انتگرالی اضافه معرفی می

هاا نیااه اسات، هرچناد، در      بر شرایط اولیه و مرهی بارای تعیایص آن  

شود، شرایط مارهی کاافی    ش استفاده میکه در ایص پژوه s=1حالت 

 برای تعییص مجهولات اضافی وجود خواهد داشت.

در پژوهش حاضر اه تئوری هیگزاگ بهبود یافته برای توصایف  

جایی صفحه چند لایه، اه اصال کاار مجااهی و     رفتار و میدان جابه

کمینه ساهی انرژی پتانسیل به منظور اساتخراج معاادلات حرکات    

برای حال   s=1موجک هار مرتبه بالاتر در حالت حاکم و اه رو  

عددی معادلات حرکت حاکم استفاده شده است. کارایی ایص رو  

حل، در بررسی ارتعاا  آهاد صافحه مرکاب چندلایاه ارهیاابی و      

دست آمده اه طریا  کدنویسای    های حاصل اه ایص رو ، به جوار

حال  هاای   های حاصال اه رو   افزار متلب، با جوار در محیط نرم

 دیگر مورد مقایسه قرار گرفته است.

 
 لایه صفحه مرکب سه .1شکل 

Fig. 1. Three layered composite plate 

                                                      
1 Higher order haar wavelet method 

 بندی ریاضی فرمول -2

باا    لایه kشامل  Hیک صفحه مرکب چند لایه با ضخامت کلی 

hضخامت 
(k)  نقاط روی ایاص صافحه باا    (. 1در نظر بگیرید )شکل

مشاخ    (x1, x2, z)لای  توجه باه سیساتم مختصاات کاارتزیص ک    

ای و  بیااانگر مختصااات درون صاافحه  (x1, x2)شااوند. هوج  ماای

zϵ [
−H

2
,
H

2
zباشاد. همچنایص    مختصه در امتداد ضخامت مای  [ = 0 

 شود.  )س ح مرجع( تعریف می 2صفحه میانی

جایی در هار   های جابه براساس نظریه هیگزاگ بهبودیافته، مولفه

اه سا ح مرجاع    zو فاصاله   tدرون صفحه و هماان   (x1, x2)نق ه 

در نظار گرفتاه    4و محلای  3م اب  راب ه هیر شامل دو بخاش کلای  

 [.21شود ] می

(1) U(x1, x2, z, t) = U
G(x1, x2, z, t) + U

L(x1, x2, z, t) 

Uکه در ایص راب ه، بخاش کلای   
G     براسااس نظریاه تغییرشاکل

Uبرشی و بخش محلی 
L   منظاور در نظار    شامل توابع هیگزاگای باه

های در امتداد ضخامت و ایجاد شرایط پیوساتگی بایص    گرفتص تنش

 باشند. ای، م اب  روابط هیر می لایه

(2) UG(x1, x2, z, t) = U(x1, x2, t) + zθ(x1, x2, t) 

(3) UL(x1, x2, z, t) = φ(k)(z)Ψ(x1, x2, t) 

 شود. جایی به فرم هیر در نظر گرفته می در نتیجه میدان جابه

(4) 

{
  
 

  
 u1

(k) (x1, x2, z, t) = u(x1, x2, t) + zθ1(x1, x2, t) 

+φ1
(k)(z)Ψ1(x1, x2, t)

u2
(k) (x1, x2, z, t) = v(x1, x2, t) + zθ2(x1, x2, t)

+φ2
(k)
(z)Ψ2(x1, x2, t)

uz
(k)
 (x1, x2, z, t) = w(x1, x2, t)                            

 

باه ترتیاب    Ψ2 و u ،v ،w ،θ1 ،θ2 Ψ1،جاایی،   در ایص میدان جابه

جایی در جهات   ، جابهx2جایی در جهت  جابه ،x1جایی در جهت  جابه

zل محور ، چرخش حوx2،  چرخش خلاف محاورx1   دامناه شاعاعی ،

φ1 تابع هیگزاگ
(k) و دامنه شعاعی تابع هیگزاگφ2

(k) باشند. می 

گیاری اه میادان    های طولی و عرضی باا مشات    در ادامه کرنش

 آیند. دست می جایی به صورت هیر به  جابه

(5) ε11
(k)
=
∂u

∂x1
+ z

𝜕θ1
𝜕x1

+ φ1
(k) 𝜕Ψ1
𝜕x1

 

                                                      
2 Mid-plane 
3 Global 
4 Local 
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(6) ε22
(k)
=
∂v

∂x2
+ z

𝜕θ2
𝜕x2

+ φ2
(k) 𝜕Ψ2
𝜕x2

 

(7) γ12
(k)
=
∂u

∂x2
+
∂v

∂x1
+ z(

𝜕θ1
𝜕x2

+
𝜕θ2
𝜕x1

) + φ1
(k) 𝜕Ψ1
𝜕x2

+ φ2
(k) 𝜕Ψ2
𝜕x1

 

(8) 
γ1z
(k)
=
∂w

∂x1
+ θ1 +

𝜕φ1
(k)

𝜕z
Ψ1 

(9) 
γ2z
(k)
=
∂w

∂x2
+ θ2 +

𝜕φ2
(k)

𝜕z
Ψ2 

ای، اه راب اه هیار    در حالات تانش صافحه    گارد  ناهمساان صفحه مرکب ام kحاکم بر لایه کرنش -روابط تنشبا توجه به قانون کلی هوک 

 شود. محاسبه می

(10) 

{
 
 

 
 
σ11
σ22
τ12
τ1z
τ2z}
 
 

 
 
(k)

=  

[
 
 
 
 
 
Q̅11   Q̅12      Q̅16        0         0   

Q̅21   Q̅22      Q̅26        0         0   

Q̅61   Q̅62      Q̅66        0         0   

   0         0         0         Q̅44      Q̅45
   0         0         0         Q̅45      Q̅55]

 
 
 
 
 
 (k)

{
 
 

 
 
ε11
ε22
γ12
γ1z
γ2z}
 
 

 
 
(k)

 

 

 [.1باشند ] می ای کاهش یافته تنش صفحه های سختی Q̅ij که در ایص راب ه،

φ1توابع هیگزاگ 
(k)  وφ2

(k)  با استفاده اه روابط هیر برای لایهk ام صفحه مرکب دارایN  [.21آیند ] دست می لایه، به 

(11) 
φ1
(k)(z) = (z +  

H

2
 ) (

G4

Q̅44
(k)
− 1) +∑h(q−1)

k

q=2

(
G4

Q̅44
(q−1)

−
G4

Q̅44
(k)
) 

(12) 
φ2
(k)(z) = (z +  

H

2
)(

G5

Q̅55
(k)
− 1) +∑h(q−1)

k

q=2

(
G5

Q̅55
(q−1)

−
G5

Q̅55
(k)
) 

 شوند. اه روابط هیر حاصل می G5و  G4های  ثابت در روابط بالا،

(13) 
G4 = ( 

1

H
 ∑  

N

k=1

h(k)

Q̅44
(k)
)

−1

 

(14) 
G5 = ( 

1

H
 ∑  

N

k=1

h(k)

Q̅55
(k)
)−1 

 محاسبه شود. ()انرژی کرنشی مجاهیمنظور رسیدن به معادلات تعادل حاکم بر صفحه مرکب، ابتدا باید اه راب ه هیر، کار نیروهای داخلی   به

(15) δU = ∫ σijδεijdΩ
 

Ω

 
⇒ 

δU = ∫ ∫ (σ11
(k)
δε11

(k)
+ σ22

(k)
δε22

(k)
+ τ12

(k)
δγ12

(k)
+ τ1z

(k)
δγ1z

(k)
+ τ2z

(k)
δγ2z

(k)
)

H
2

−
H
2

 

A

dzdx1dx2
 
⇒ 

δU = ∫(N1δ
∂u

∂x1
+ N2δ

∂v

∂x2
+ N12(δ

∂u

∂x2
+ δ

∂v

∂x1
) + M1δ

𝜕θ1
𝜕x1

+M1
ϕ
δ
𝜕Ψ1
𝜕x1

+M2δ
𝜕θ2
𝜕x2

+M2
ϕ
δ
𝜕Ψ2
𝜕x2

+M12(δ
𝜕θ1
𝜕x2

 

A

+ δ
𝜕θ2
𝜕x1

) + M12
ϕ
δ
𝜕Ψ1
𝜕x2

+M21
ϕ
δ
𝜕Ψ2
𝜕x1

+ Q2(δ
∂w

∂x2
+ δθ2) + Q2

ϕ
δΨ2 + Q1(δ

∂w

∂x1
+ δθ1)

+ Q1
ϕ
δΨ1) dx1dx2 

،  emهاای متناا ر محاوری    هاا و کارنش   های محوری، خمشی و برشی هستند. ایاص تانش   ترتیب تنش به  Qو  M ،Nهای در راب ه بالا، تنش

 [.21] شوند وسیله روابط هیر تعریف می به   esو برشی  ebخمشی
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(16) 
Nm
T = {N1, N2 , N12}∫ {σ11

(k)
, σ22
(k)
 , τ 12

(k)
}

H
2

−
H
2

 

(17) em
T = {

∂u

∂x1
,
∂v

∂x2
,
∂u

∂x2
+
∂v

∂x1
} 

(18) 
Mb
T = {M1, M1

ϕ
, M2, M2

ϕ
, M12, M12

ϕ
, M21

ϕ
} = ∫ {

zσ11
(k), ϕ1

(k)σ11
(k) , zσ 22

(k),

ϕ2
(k)
σ22
(k)
, zτ12

(k)
 , ϕ1

(k)
τ 12
(k)
, ϕ2

(k)
τ12
(k)
}

H
2

−
H
2

dz 

(19) eb
T = {

𝜕θ1
𝜕x1

,
𝜕Ψ1
𝜕x1

,
𝜕θ2
𝜕x2

,
𝜕Ψ2
𝜕x2

,
𝜕θ1
𝜕x2

+
𝜕θ2
𝜕x1

,
𝜕Ψ1
𝜕x2

,
𝜕Ψ2
𝜕x1

} 

(20) 
Qs
T = {Q2, Q2

ϕ
, Q1, Q1

ϕ
} =  ∫ {τ2z

(k)
,
 ∂ϕ2

(k)

∂z
τ2z
(k)
 , τ 1z

(k)
 ,
 ∂ϕ1

(k)

∂z
τ1z
(k)
}

H
2

−
H
2

dz 

(21) es
T = {

∂w

∂x2
+ θ2, Ψ2,

∂w

∂x1
+θ1, Ψ1} 

 [.21صورت هیر نشان داد ] اصل در صفحه مرکب را با استفاده اه نظریه هیگزاگ بهبودیافته به توان روابط ساختاری ح بر همیص اساس می

(22) 
{

Nm
Mb

Qs

} = [
A B 0
BT D 0
0 0 G

] {

em
eb
es
} 

 آیند. دست می اجزای ماتریس سختی راب ه بالا اه روابط هیر به

(23) 
A = ∫ Pdz

H
2

−
H
2

 

(24) 
B = ∫ PRdz

H
2

−
H
2

 

(25) 
D = ∫ RT

H
2

−
H
2

PRdz 

(26) 
G = ∫ STQS

H
2

−
H
2

dz 

 شوند. وسیله روابط هیر محاسبه می های موجود در روابط بالا، به ماتریس

(27) 
P = [

Q̅11 Q̅12 Q̅16
Q̅12 Q̅22 Q̅26
Q̅16 Q̅26 Q̅66

]

(k)

 

(28) 
Q = [

Q̅44 Q̅45
Q̅45 Q̅55

]

(k)

 

(29) 
R = [

z ϕ1
(k)

0 0 0 0 0

0 0 z ϕ2
(k)

0 0 0

0 0 0 0 z ϕ1
(k)

ϕ2
(k)

] 

(30) 
S =

[
 
 
 
 1

 ∂ϕ2
(k)

∂z
0 0

0 0 1
 ∂ϕ1

(k)

∂z ]
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 نرسی، اه راب ه هیر محاسبه شود.در ادامه روند رسیدن به معادلات حاکم، باید کار حاصل اه نیروهای ای

(31) 
δK = ∫ m

∂2d

∂t2
δdTdΩ

 

Ω
 

 [.38آیند ] دست می اه روابط هیر به  mو  dهای  در راب ه بالا، ماتریس

(32) d = [u, v, w, θ1, θ2, Ψ1, Ψ2]
T 

(33) 

m =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 m

(0) 0 0 m(1) 0 mϕ1
(0)

0

0 m(0) 0 0 m(1) 0 mϕ2
(0)

0 0 m(0) 0 0 0 0

m(1) 0 0 m(2) 0 mϕ1
(1)

0

0 m(1) 0 0 m(2) 0 mϕ2
(1)

mϕ1
(0)

0 0 mϕ1
(1)

0 mϕ1
(2)

0

0 mϕ2
(0)

0 0 mϕ2
(1)

0 mϕ2
(2)
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ند.آی دست می )راب ه بالا(، اه راب ه هیر به ρبا چگالی صفحه مرکب  mمقادیر ماتریس 

(34) 
(m(0), m(1), m(2), mϕ1

(0)
, mϕ2

(0)
, mϕ1

(1)
, mϕ2

(1)
, mϕ1

(2)
, mϕ2

(2)
) = ∫ {

ρ, ρz, ρz2, ρϕ1
(k), ρϕ2

(k), ρzϕ1
(k),

ρzϕ2
(k)
, ρϕ1

(k)
ϕ1
(k) 
, ρϕ2

(k)
ϕ2
(k) 

}

H
2

−
H
2

dz 

 ی پتانسیل و اصل همیلتون در حالت عدم حضور بار خارجی داریم:ساهی انرژ براساس اصل کمینه

(35) δΠ = δU − δK = 0 

( و اعماال عملگار   31و  15معادلات تعادل حاکم بر صفحه مرکب، براساس نظریه صافحه هیگازاگ بهبودیافتاه، باا جایگاذاری رواباط )      

 آیند. دست می در راب ه بالا، به صورت هیر به  (δ) 1تغییراتی

(36) 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 δu: 

∂N1
∂x1

+
∂N12
∂x2

= m(0)
∂2u

∂t2
+m(1)

∂2θ1
∂t2

+mϕ1
(0) ∂

2Ψ1
∂t2

               

δv: 
∂N12
∂x1

+
∂N2
∂x2

= m(0)
∂2v

∂t2
+m(1)

∂2θ2
∂t2

+mϕ2
(0) ∂

2Ψ2
∂t2

              

δw: 
∂Q1
∂x1

+
∂Q2
∂x2

= m(0)
∂2w

∂t2
                                                             
 

δθ1 : 
∂M1

∂x1
+
∂M12

∂x2
−  Q1 = m

(1)
∂2u

∂t2
+m(2)

∂2θ1
∂t2

+mϕ1
(1) ∂

2Ψ1
∂t2

δθ2 : 
∂M12

∂x1
+
∂M2

∂x2
−  Q2 = m

(1)
∂2v

∂t2
+m(2)

∂2θ2
∂t2

+mϕ2
(1) ∂

2Ψ2
∂t2

δΨ1 : 
∂M1

ϕ

∂x1
+
∂M12

ϕ

∂x2
−  Q1

ϕ
= mϕ1

(0) ∂
2u

∂t2
+mϕ1

(1) ∂
2θ1
∂t2

+mϕ1
(2) ∂

2Ψ1
∂t2

δΨ2 : 
∂M21

ϕ

∂x1
+
∂M2

ϕ

∂x2
−  Q2

ϕ
= mϕ2

(0) ∂
2v

∂t2
+mϕ2

(1) ∂
2θ2
∂t2

+mϕ2
(2) ∂

2Ψ2
∂t2

 

 سازی حل عددی مدل -3

گیرد. برای رسایدن باه    صورت می ساهی رو  حل موجک هار مرتبه بالاتر به منظور حل عددی معادلات تعادل حاکم در ایص قسمت مدل

باشد. اه دید ریاضی تابع موجاک هاار باه     در ایص رو  می 2ایص هدف نیاه به شناخت موجک هار و چگونگی حل معادلات دیفرانسیل جزئی

                                                      
1 Variational Operator 
2 Partial Differential Equations 
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 = Mپارامتر مهم  شود. بدیص منظور و صفر در سایر نقاط تعریف می [A, B]در باهه  1±عنوان گروهی اه امواج مست یلی عمود بر هم با مقدار 

2J شود که در آن  در نظر گرفته میJ باشد. باهه مورد نظر می 1بیشتریص میزان وضوح  [A, B]  2بهM های مساوی و با مقدار هار   هیرباهه با انداهه

ξ = (B∆هیرباهه برابر  − A) 2M⁄ شود. دو پارامتر  تقسیم میm = 2j  که در آنj = 0,1, … , J  و،k = 0,1, … , m − شوند.  نظر گرفته میدر  1

 [. 39کند ] تغییر می 2Mتا  1آید و مقدار آن اه  هیر به دست می اه راب ه kو  mبا توجه به مقادیر  (i)شمارنده موجک هار 

(37) i = m + k + 1 

i برای  =  آید. دست می موجک هار اه راب ه هیر به1

(38) 
h1(ξ) = {

1 ,                  ξ ∈ [A, B]
 

 سایر نقاط                   , 0
 

≥ i >ام برای iو موجک هار  2M 1 شود. به صورت هیر تعریف می 

(39) 
hi(ξ) =

{
 

 
1 ,         ξ ∈  [  ∆1(i),   ∆2(i))

−1 ,      ξ ∈ [  ∆2(i),   ∆3(i)]

                   سایر نقاط            , 0
 

 در راب ه بالا داریم:

(40) ∆1(𝑖) = 𝐴 + 2𝑘
𝑀

𝑚
∆𝜉 

(41) ∆2(i) = A + (2k + 1)
M

m
∆ξ 

(42) ∆3(i) = A + 2(k + 1)
M

m
∆ξ 

 [.39آیند ] دست می ام تابع هار نیز اه روابط هیر بهnپس اه محاسبه تابع هار، انتگرال های مرتبه 

(43) i = 1 →  pn,1(ξ) =
ξn

n!
 

(44) 

i > 1 → pn,i(ξ) =

{
 
 
 

 
 
 
0 ,                                                                                                        ξ ≤   ∆1(i)
1

n!
 (ξ −   ∆1(i))

n,                                                      ∆1(i)  <  ξ ≤   ∆2(i)

 
1

n!
 [(ξ −   ∆1(i))

n − 2(ξ −   ∆2(i))
n] ,                         ∆2(i)  <  ξ ≤   ∆3(i)

1

n!
 [(ξ −   ∆1(i))

n − 2(ξ −   ∆2(i))
n + (ξ −   ∆3(i))

n]  ,          ξ >   ∆3(i)
                 

 

×2M ابعاد ، با (Pn)های هار  و انتگرال (H)های مربعی هار  به صورت هیر، ماتریس ξr با  ξدر ادامه با جایگذاری  2M شوند. تشکیل می 

(45) ξr = A + (r − 0.5)∆ξ            r = 1, 2, … , 2M 

(46) H(i, r) = hi(ξr) 

(47) Pn(i, r) = pn,i(ξr) 

 شود. جوار یک معادله دیفرانسیل معمولی به فرم هیر فرض می ،در رو  حل موجک هار مرتبه بالاتر

(48) dn+2sy(ξ ) 

dξn+2s
=∑aihi

2M

i=1

(ξr) 

                                                      
1 Resolution 
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بردار ضرایب مجهاول هاار و    aiشمارنده مرتبه بالاتر موجک هار،  sکار رفته در معادله دیفرانسیل،  بالاتریص مرتبه مشت  به nدر راب ه بالا، 

hi باشد. ماتریس موجک هار می 

وابسته به متغیرهای مستقل و مشاتقات ایاص تاابع، را     uجایی  ابع جابه، تtو  x ،yاکنون معادله دیفرانسیل جزئی هیر شامل متغیرهای مستقل 

 در نظر بگیرید.

(49) 
F (x, y, t, u(x, y, t), … ,

∂αu(x, y, t)

∂xα
,
∂βu(x, y, t)

∂yβ
,
∂γu(x, y, t)

∂tγ
, … ) = f(x, y, t) 

,f(xدر راب ه بالا،  y, t) تواند یک ثابت یا یک تابع معلوم باشد و  میx ∈ [A1, B1] ،y ∈ [A2, B2]  وt ∈ [A3, B3]متغیرهای ثابات و    ، دامنه

α ،𝛽  وγ کار رفته در معادله نسبت به  ترتیب بالاتریص مرتبه مشت  به بهx ،y  وt شوند. طب  روندی که در تعریف موجک هاار اشااره    فرض می

,A1]های  توان باهه شد، می B1] ،[A2, B2]  و[A3, B3]  2ترتیب به  را بهM1 ،2M2  2وM3 های یکسان تقسیم کرد. در ایص حالت  قسمت با انداهه

 شود. جوار معادله دیفرانسیل جزئی به فرم راب ه هیر فرض می

(50) ∂α+β+γu(x, y, t)

∂xα ∂yβ ∂tγ
= ∑  

2M1

i=1

∑ 

2M2

j=1

∑ai,j,l hi

2M3

l=1

(xr)hj(yk)hl(tg) 

 آیند. ای هر باهه اه روابط هیر به دست می شود و نقاط مجموعه بعدی نامیده می ماتریس ضرایب هار در حالت سه ai,j,lدر راب ه بالا، 

(51) xr = A1 + (r − 0.5)∆x       (∆x = (B1 − A1) 2M1⁄   ,   r = 1, 2, … , 2M1) 

(52) yk = A2 + (k − 0.5)∆y      (∆y = (B2 − A2) 2M2⁄   ,   k = 1, 2, … , 2M2) 

(53) tg = A3 + (g − 0.5)∆t       (∆t = (B3 − A3) 2M3⁄   ,   g = 1, 2, … , 2M3) 

دسات   راب ه هیر باه  گیریم تا بار انتگرال می γبار و در نهایت  𝛽بار سپس  α )50(، ابتدا اه راب ه uجایی  در ادامه برای رسیدن به تابع جابه

 بیاید.

(54) 
u(x, y, t) = ∑  

2M1

i=1

∑ 

2M2

j=1

∑ai,j,l Pα,i

2M3

l=1

(xr)Pβ,j(yk)Pγ,l(tg) +∑
(x)ii

(ii)!

α−1

ii0

∂(ii)u(0, y, t)

∂xii
+∑

(y)jj

(jj)!

β−1

jj=0

∂(jj)u(x, 0, t)

∂yjj

+∑
(t)ll

(ll)!

γ−1

ll=0

∂(ll)u(x, y, 0)

∂tll
−∑

(t)ll

(ll)!

γ−1

ll=0

∑
(x)ii

(ii)!

α−1

ii=0

∂(ii+ll)u(0, y, 0)

∂xii ∂tll
−∑

(t)ll

(ll)!

γ−1

ll=0

∑
(y)jj

(jj)!

β−1

jj=0

∂(jj+ll)u(x, 0,0)

∂yjj ∂tll

−∑
(y)jj

(jj)!

β−1

jj=0

∑
(x)ii

(ii)!

α−1

ii=0

∂(ii+jj)u(0,0, t)

∂xii ∂yjj
+∑

(x)ii

(ii)!
∑

(y)jj

(jj)!

β−1

jj=0

α−1

ii=0

∑
(t)ll

(ll)!

γ−1

ll=0

∂(ii+jj+ll)u(0,0,0)

∂xii ∂yjj ∂tll
 

کارگیری شرایط اولیاه و مارهی مسائله     ( و سایر جملات با به44و  43)اه روابط  Pγ,l(tg)و  Pα,i(xr) ،Pβ,j(yk)های  در راب ه بالا، انتگرال

 صورت راب ه هیر نوشته شود. تواند به  ( می50در حالت حل مرتبه بالاتر، راب ه ) شوند. محاسبه می

(55) ∂(α+β+γ+6s)u(x, y, t ) 

∂α+2s ∂β+2s ∂γ+2s
= ∑  

2M1

i=1

∑ 

2M2

j=1

∑ai,j,l hi

2M3

l=1

(xr)hj(yk)hl(tg) 

 uجاایی   گاه ساده و طول و عرض واحد، تابع جابه گیری اه راب ه بالا و در نظر گرفتص شرایط اولیه و مرهی صفحه مرکب با تکیه با انتگرال

های هار، که در حالت حال   توان برحسب ماتریس آنها را می کار رفته در معادلات حاکم بر صفحه مرکب و مشتقات جایی به و سایر توابع جابه

 آیند، باهنویسی کرد. دست می صورت هیر به به  s=1موجک هار مرتبه بالاتر با 
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(56) 
{
u(x1, x2, t), v(x1, x2, t), w(x1, x2, t), θ1(x1, x2, t),

θ2(x1, x2, t), Ψ1(x1, x2, t), Ψ2(x1, x2, t)
} = ∑∑∑{ai,j,l, bi,j,l, ci,j,l, di,j,l, ei,j,l, fi,j,l, gi,j,l} 

2M3

l=1  

2M2

j=1

2M1

i=1

 

(P4,i(xr) −
xr
3

6
P2,i(1) +

xr
6
P2,i(1) − xrP4,i(1)) (P4,j(yk) −

yk
3

6
P2,j(1) +

yk
6
P2,j(1) − ykP4,j(1)) (P4,l(tg))  

(57) 

{
  
 

  
 
∂u

∂x1
(x1, x2, t),

∂v

∂x1
(x1, x2, t),

∂w

∂x1
(x1, x2, t),

∂θ1
∂x1

 (x1, x2, t),
∂θ2
∂x1

 (x1, x2, t),
∂Ψ1
∂x1

 (x1, x2, t),

∂Ψ2
∂x1

 (x1, x2, t) }
  
 

  
 

= ∑∑∑{ai,j,l, bi,j,l, ci,j,l, di,j,l, ei,j,l, fi,j,l, gi,j,l} 

2M3

l=1  

2M2

j=1

2M1

i=1

 

(P3,i(xr) −
xr
3

6
P1,i(1) +

xr
6
P1,i(1) − xrP3,i(1)) (P4,j(yk) −

yk
3

6
P2,j(1) +

yk
6
P2,j(1) − ykP4,j(1)) (P4,l(tg)) 

(58) 

{
 

 
∂u

∂x2
(x1, x2, t),

∂v

∂x2
(x1, x2, t),

∂w

∂x2
(x1, x2, t),

∂θ1
∂x2

 (x1, x2, t)

,
∂θ2
∂x2

 (x1, x2, t),
∂Ψ1
∂x2

 (x1, x2, t),
∂Ψ2
∂x2

 (x1, x2, t) }
 

 

= ∑∑∑{aI,j,l, bI,j,l, cI,j,l, dI,j,l, eI,j,l, fI,j,l, gI,j,l} 

2M3

l=1  

2M2

j=1

2M1

i=1

 

(P4,i(xr) −
xr
3

6
P2,i(1) +

xr
6
P2,i(1) − xrP4,i(1)) (P3,j(yk) −

yk
3

6
P1,j(1) +

yk
6
P1,j(1) − ykP3,j(1)) (P4,l(tg)) 

(59) 

{
  
 

  
 
∂2u

∂x1
2
(x1, x2, t),

∂2v

∂x1
2
(x1, x2, t),

∂2w

∂x1
2
(x1, x2, t),

∂2θ1
∂x1

2
 (x1, x2, t),

∂2θ2
∂x1

2
 (x1, x2, t),

∂2Ψ1
∂x1

2
 (x1, x2, t),

∂2Ψ2
∂x1

2
 (x1, x2, t) }

  
 

  
 

= ∑∑∑{ai,j,l, bi,j,l, ci,j,l, di,j,l, ei,j,l, fi,j,l, gi,j,l} 

2M3

l=1  

2M2

j=1

2M1

i=1

 

(P2,i(xr) −
xr
3

6
P0,i(1) +

xr
6
P0,i(1) − xrP2,i(1)) (P4,j(yk) −

yk
3

6
P2,j(1) +

yk
6
P2,j(1) − ykP4,j(1)) (P4,l(tg)) 

(60) 

{
  
 

  
 
∂2u

∂x2
2
(x1, x2, t),

∂2v

∂x2
2
(x1, x2, t),

∂2w

∂x2
2
(x1, x2, t),

∂2θ1
∂x2

2
 (x1, x2, t),

∂2θ2
∂x2

2
 (x1, x2, t),

∂2Ψ1
∂x2

2
 (x1, x2, t),

∂2Ψ2
∂x2

2
 (x1, x2, t) }

  
 

  
 

= ∑∑∑{ai,j,l, bi,j,l, ci,j,l, di,j,l, ei,j,l, fi,j,l, gi,j,l} 

2M3

l=1  

2M2

j=1

2M1

i=1

 

(P4,i(xr) −
xr
3

6
P2,i(1) +

xr
6
P2,i(1) − xrP4,i(1)) (P2,j(yk) −

yk
3

6
P0,j(1) +

yk
6
P0,j(1) − ykP2,j(1)) (P4,l(tg)) 

(61) 

{
  
 

  
 

∂2u

∂x1 ∂x2
(x1, x2, t),

∂2v

∂x1 ∂x2
(x1, x2, t),

∂2w

∂x1 ∂x2
(x1, x2, t),

∂2θ1
∂x1 ∂x2

 (x1, x2, t),
∂2θ2
∂x1 ∂x2

 (x1, x2, t),

∂2Ψ1
∂x1 ∂x2

 (x1, x2, t),
∂2Ψ2
∂x1 ∂x2

 (x1, x2, t) }
  
 

  
 

= ∑∑∑{ai,j,l, bi,j,l, ci,j,l, di,j,l, ei,j,l, fi,j,l, gi,j,l} 

2M3

l=1  

2M2

j=1

2M1

i=1

 

(P3,i(xr) −
xr
3

6
P1,i(1) +

xr
6
P1,i(1) − xrP3,i(1)) (P3,j(yk) −

yk
3

6
P1,j(1) +

yk
6
P1,j(1) − ykP3,j(1)) (P4,l(tg)) 
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گذاری روابط بالا در معادلات حاکم بار صافحه مرکاب     با جای

2d∂)با توجه به اینکه 

∂t2
= −ω2dهای جاایگزیص شاده باا     (، ماتریس

جایی نسابت باه مکاان، تشاکیل مااتریس       ضرایب مجهولات جابه

ایگزیص شاده باا   هاای جا   ماتریس (K)،سختی معادل صفحه مرکب 

جایی نسبت به همان، تشکیل ماتریس جارم   ضرایب مجهولات جابه

و ضرایب مجهاول هاار، تشاکیل باردار      (M)معادل صفحه مرکب 

دهناد. معادلاه حااکم بار      را مای  (χ)اشکال مودی صافحه مرکاب   

تواند به فارم مسائله مقادار     ارتعا  آهاد صفحه مرکب چندلایه می

 ر گرفته شود.ویژه م اب  راب ه هیر در نظ

(62) ([K] − ω2[M]){χ} = 0 

های حال عاددی، هار      در ایص راب ه پس اه جایگذاری ماتریس

هاای ساختی و جارم، باا توجاه باه هفات متغیار          کدام اه ماتریس

خواهند بود که هار درایاه آن باا     7×7جایی، ماتریسی با ابعاد  جابه

توجه به میزان وضوح در نظر گرفتاه شاده حال عاددی، باه یاک       

3(2M)یرماتریس با ابعاد ه × (2M)3 شود. بارای نموناه    تبدیل می

Jدر وضوح  = هاای ساختی و جارم     ابعاد هر کادام اه مااتریس   1

Jو در وضااوح  448×448 = هااای  ابعاااد هاار کاادام اه ماااتریس 2

Jو در وضوح  3584×3584سختی و جرم  = ابعاد هر کادام اه   3

 .دخواهد بو 28672×28672های سختی و جرم  ماتریس

 بحث و عددی نتایج -4

منظور بحث و مقایسه پیرامون دقات   در ایص نمونه به  .1نمونه 

دست آمده اه رو  حل پیشنهادی و پارامترهاای مارثر بار     نتایج به

های مدول الاستیسیته  ارتعا  آهاد، صفحه مرکب چندلایه با نسبت

 هاا،  گاهی ساده در تمام لباه  های مختلف با شرایط تکیه و تعداد لایه

های مورد اساتفاده صافحات    ویژگی مورد بررسی قرار گرفته است.

 ( آورده شده است.2 و 1در جداول )  چندلایه

دست آماده، اه راب اه شااخ      های به منظور مقایسه جوار به 

 .[32]شود  صورت هیر استفاده می به  (Ω) فرکانسی بدون بعد

(63) 
Ω = ωH√

ρ

E22
 

دسات آماده اه حال مسائله      لی باه فرکانس اص ωدر راب ه بالا، 

( جوار شاخ  فرکانسی بادون  3باشد. در جدول ) مقدار ویژه می

بعد، حاصل اه حل عددی موجک هار، باا حال عاددی حاصال اه     

نویسای در   ، کاه اه برناماه  s=1موجک هار مرتباه باالاتر در حالات    

اند، در حالتی که نسابت مادول    دست آمده افزار متلب به  محیط نرم

یته طولی به عرضی برابار ساه و وضاوح برابار دو در نظار      الاستیس

دست  اند. مقایسه نتایج به گرفته شده است، مورد مقایسه قرار گرفته

دهد در ابعاد ماتریسی برابر، استفاده اه حال موجاک    آمده نشان می

تر نسابت باه موجاک     هار مرتبه بالاتر باعث رسیدن به جوار دقی 

هاای فرکانسای بادون بعاد      ( نسبت8تا  4شود. در جداول ) هار می

دست آمده با استفاده اه حل موجک هار مرتبه بالاتر با تعدادی اه  به

(، 1دیگار صافحات اشااره شاده در جادول )       های حل نتایج رو 

مورد مقایسه قرار گرفته است. بررسای نتاایج نشاان دهناده دقات      

 شود کاه  باشد. همچنیص مشاهده می شده می خور حل به کار گرفته

با افزایش نسبت مدول الاستیسیته طولی به عرضی با هر تعداد لایه، 

 یابد.  شاخ  فرکانسی افزایش می

تاوان باا    [، با در اختیار داشتص جوار دقی  می45م اب  مرجع ]

در نظرگرفتص جوار عاددی حاصال اه دو وضاوح متاوالی، نار       

ماورد   دست آمده را با استفاده اه راب ه هیر، های به همگرایی جوار

2میاازان ایااص ناار  براباار  s=1بررساای قاارار داد. در حالاات  + 2s 

 باشد. می

(64) ki =
log ((Fi−1 − F0)/(Fi − F0))

log (2)
 

جاوار حاصال اه وضاوح     Fiجاوار دقیا  و    F0در راب ه باالا،  

J = i ( شامل نتایج شاخ  فرکانسی صافحه پانج   9باشد. جدول ) می

والی و نسبت مدول الاستیسایته طاولی باه عرضای     لایه با دو وضوح مت

دسات آماده    هاای باه   برابر سه، نشان دهنده همگرایی نزدیاک جاوار  

( مدت همان کلی رسایدن باه جاوار    10باشد. همچنیص در جدول ) می

برای یک صفحه مرکب پنج لایه در دو وضوح متوالی و نسبت مادول  

ت. در کمتاریص  الاستیسیته طولی به عرضی برابار ساه، آورده شاده اسا    

 باشد.   وضوح ایص مدت همان به مراتب کمتر اه وضوح بالاتر می

در ایااص نمونااه یااک صاافحه مرکااب چهارلایااه بااا   .2نمونههه 

[ و نساابت پهنااا بااه 0/90/90/0صااورت ] گیااری فیبرهااا بااه  جهاات

گااه   ( با تکیه11ضخامت سی و مشخصات الاستیک م اب  جدول )

( شاخ  فرکاانس  12دول )گیردار در نظر گرفته شده است. در ج

اصلی بدون بعد برای ایص صفحه و شاخ  فرکانسای بادون بعاد    

مودهای بالاتر به دست آمده اه حل پیشنهادی ماورد مقایساه قارار    

 گرفته است.
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 مشخصات صفحات چندلایه مورد استفاده. 1جدول 
Table 1. Properties of used laminate composite plates 

Composite 

plate type 
Elastic 

properties 
Fiber 

orientation 
Stacking 

sequence 
Width to 

thickness ratio 
Width to length 

ratio 
three-layer according to table 2 [0/90/0] unidirectional 5 1 

four-layer according to table 2 [0/90/90/0] unidirectional 5 1 

five-layer according to table 2 [0/90/0/90/0] unidirectional 5 1 

seven-layer according to table 2 [0/90/0/90/0/90/0] unidirectional 5 1 

nine-layer according to table 2 [0/90/0/90/0/90/0/90/0] unidirectional 5 1 

  مرکبهای صفحات  مشخصات الاستیک لایه .2جدول 
Table 2. Elastic properties of laminate composite plates 

Unit Value  Elastic property 

Pa arbitrary Longitudinal modulus of elasticity (E11) 

Pa according to 
E11

E22
 ratio Transverse modulus of elasticity (E22) 

Pa 0.6E22 Shear modulus in the x1x2 plane (G12) 

Pa 0.6E22 Shear modulus in the x1𝑧 plane (G13) 

Pa 0.5E22 Shear modulus in the x2𝑧 plane (G23) 

− 0.25  Poisson’s ratio (ν)  

𝐄𝟏𝟏  3=لایه ) . مقایسه حل موجک هار و حل موجک هار مرتبه بالاتر در تحلیل صفحه پنج3جدول 

𝐄𝟐𝟐
, J=2 s=1,) 

Table 3. Comparison between solution of Haar wavelet and higher order Haar wavelet in the analysis of five-layer composite plate 

Dimensionless frequency index (𝛀) 
Composite plate type 

3D elasticity solution [3] Haar wavelet solution Higher order Haar wavelet solution 

0.2659 0.2813 0.2669 five-layer 

 های حل دیگر لایه با رو  آمده صفحه مرکب سه های فرکانسی به دست مقایسه شاخ  .4جدول 
Table 4. Comparing the obtained frequency indices of the three-layer composite plate with other solution methods 

Reference  

Dimensionless frequency index (𝛀) 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟏𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟐𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑𝟎 

Present method 0.2609 0.3237 0.3673 0.3917 

Noor (3D elasticity) [3] 0.2647 0.3284 0.3824 0.4109 

Matsunaga [23] 0.2627 0.3266 0.3697 0.3936 

Sayyad and Ghugal [26] 0.2631 0.3270 0.3704 0.3950 

Owen and Li [27] 0.2695 0.3392 0.3898 0.4194 

Pandya and Kant [29] 0.2621 0.3260 0.3693 0.3937 

Vuksanović [13] 0.2673 0.3318 0.3749 0.4015 

Nayak et al. [30] 0.2623 0.3264 0.3667 0.3941 

Zhen et al. [31] 0.2620 0.3258 0.3688 0.3928 

Marjanović and Vuksanović [32]  0.2621 0.3262 0.3691 0.3927 

Belarbi et al. [33] 0.2646 0.3252 0.3640 0.3840 
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 های حل دیگر آمده صفحه مرکب چهارلایه با رو  های فرکانسی به دست مقایسه شاخ  .5جدول 

Table 5. Comparing the obtained frequency indices of the four-layer composite plate with other solution methods 

Reference 

Dimensionless frequency index (𝛀) 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑 𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟏𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟐𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑𝟎 

Present method 0.2622 0.3249 0.3791 0.4076 
Noor (3D elasticity) [3] 0.2673 0.3284 0.3824 0.4109 

Karama at al. [24] 0.2625 0.3312 0.3817 0.4117 
Mantari at al. [25] 0.2626 0.3314 0.3821 0.4122 

Sayyad and Ghugal [26] 0.2634 0.3319 0.3821 0.4119 
Phan and Reddy [11] 0.2624 0.3309 0.3811 0.4109 

 های حل دیگر لایه با رو  آمده صفحه مرکب پنج های فرکانسی به دست مقایسه شاخ . 6جدول 

Table 6. Comparing the obtained frequency indices of the five-layer composite plate with other solution methods 

Reference 

Dimensionless frequency index (𝛀) 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑 𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟏𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟐𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑𝟎 

Present method  0.2669 0.3379 0.3898 0.4343 
Noor (3D elasticity) [3] 0.2659 0.3409 0.3979 0.4314 

Matsunaga [23] 0.2638 0.3362 0.3901 0.4216 
Sayyad and Ghugal [26] 0.2644 0.3385 0.3950 0.4288 

Owen and Li [27] 0.2699 0.3453 0.4030 0.4370 
Kant and Manjunatha [28] 0.2641 0.3375 0.3930 0.4258 

Zhen et al. [31] 0.2631 0.3354 0.3893 0.4208 
Vuksanović [13] 0.2684 0.3442 0.3939 0.4269 
Nayak et al. [30] 0.2636 0.3372 0.3929 0.4257 

Marjanović and Vuksanović [32] 0.2683 0.3396 0.3918 0.4219 
Belarbi et al. [33] 0.2662 0.3404 0.3966 0.4300 

 ی حل دیگرها لایه با رو  آمده صفحه مرکب هفت های فرکانسی به دست مقایسه شاخ . 7جدول 

Table 7. Comparing the obtained frequency indices of the seven-layer composite plate with other solution methods 

Reference 

Dimensionless frequency index (𝛀) 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑 𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟏𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟐𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑𝟎 

Present method 0.2689 0.3438 0.3991 0.4426 
Noor (3D elasticity) [3] 0.2664 0.3443 0.4055 0.4421 
Sayyad and Ghugal [26] 0.2667 0.3450 0.4093 0.4412 

Kant and Manjunatha [28] 0.2646 0.3417 0.4022 0.4386 
Pandya and Kant [29] 0.2638 0.3410 0.4015 0.4379 

 های حل دیگر لایه با رو  آمده صفحه مرکب نه های فرکانسی به دست مقایسه شاخ . 8جدول 
Table 8. Comparing the obtained frequency indices of the nine-layer composite plate with other solution methods 

Reference 

Dimensionless frequency index (𝛀) 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑 𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟏𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟐𝟎 
𝐄𝟏𝟏
𝐄𝟐𝟐

= 𝟑𝟎 

Present method 0.2697 0.3461 0.4027 0.4457 
Noor (3D elasticity) [3] 0.2664 0.3443 0.4055 0.4421 

Matsunaga [23] 0.2645 0.3414 0.4016 0.4376 
Nayak et al. [30] 0.2641 0.3378 0.3935 0.4263 
Zhen et al. [31] 0.2636 0.3402 0.4002 0.4362 

Sayyad and Ghugal [26] 0.2650 0.3427 0.4042 0.4418 
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 لایه های فرکانسی صفحه مرکب پنج بررسی همگرایی شاخ  .9جدول 

Table 9. Examining the convergence of the frequency indices of the five-layer composite plate (
E11

E22
 =3, s=1) 

Composite plate type 
Dimensionless frequency index (𝛀) 

Rate of convergence Numerical solution  
3D elasticity solution [3] 

J=1 J=2 
five-layer 0.2818 0.2669 0.2659 3.991 

 لایه در دو وضوح مختلف صفحه مرکب پنج 1 نمونهحاسبات مربوط به همان م. 10جدول 

Table 10. Computational time of the five-layer composite plate with different resolution (
E11

E22
 =3, s=1) 

Composite plate type 
Computational time (s) 

J=1 J=2 
five-layer 125.45 7038.33 

  مرکب با شرایط مرهی گیردار  های صفحه مشخصات الاستیک لایه .11جدول 
Table 11. Elastic properties of fixed laminate composite plate 

Unit Value  Elastic property 
GPa 224.649 Longitudinal modulus of elasticity (E11) 

GPa 12.753 Transverse modulus of elasticity (E22) 

GPa 4.434  Shear modulus in the x1x2 plane (G12) 
GPa 4.434  Shear modulus in the x1𝑧 plane (G13) 
GPa 2.497  Shear modulus in the x2𝑧 plane (G23) 

− 0.25  Poisson’s ratio (ν) 

 رلایه مرکب با شرایط مرهی گیردارشاخ  فرکانس بدون بعد صفحه چها .12جدول 

Table 12. Dimensionless frequencies of a fixed four-layer composite plate (
a

H
 =30, J=1, s=1) 

Mode number Present method Numayr et al. [34] 
1 0.9043 0.9001 

2 1.3913 1.3150 

3 2.5311 2.1395 

4 3.4376 3.3076 

 

 گیری نتیجه -5

باا   در ایص پژوهش تحلیل ارتعا  آهاد صفحه مرکب چندلایاه 

بررسای شاد. ابتادا     استفاده اه حل عددی موجک هار مرتبه باالاتر 

نظریاه هیگازاگ    رفتار حاکم بر صافحه مرکاب چندلایاه براسااس    

ساهی و معاادلات حرکات حااکم اساتخراج شاد و       بهبودیافته مدل

دلات، بااا جااایی و مشااتقات آنهااا در معااا سااپس مجهااولات جابااه

آماده اه تعریاف موجاک هاار مرتباه باالاتر        های به دسات  ماتریس

های طبیعی اه حل مسائله مقادار ویاژه باا      جایگزیص شد و فرکانس

دسات آماد.    افازار متلاب باه    نویسی در محیط نارم  استفاده اه برنامه

گاه سااده   های فرکانسی بدون بعد برای صفحه مرکب با تکیه نسبت

ی مدول الاستیسیته طولی به عرضی متفااوت و  ها ها با نسبت در لبه

هاای مشاابه    استخراج و باا نتاایج پاژوهش    های مختلف تعداد لایه

نتایج به دست آماده اه رو  حال عاددی    مقایسه شد. مقایسه ایص 

دهد ایص رو  پیشنهادی اه دقت خاوبی   کار گرفته شده نشان می به

حقیا ،  هاای حال اشااره شاده در ایاص ت      در مقایسه با دیگار رو  

برخوردار است. ایص درحالیست که با تبدیل معادلات حرکت چناد  

هاای جباری خ ای، نتاایج حاصال اه ایاص رو         متغیره به عبارت

پیشاانهادی باادون پیچیاادگی خاصاای و بااا تعااداد کماای اه نقاااط   

اند. رسیدن نتایج رو  پیشنهادی به دقت  ای به دست آمده مجموعه

ی کمتار و در نتیجاه کااهش    نتایج حل موجک هار با ابعاد ماتریسا 
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حجم محاسباتی یکی دیگر اه مزایای ایص رو  پیشنهادی اسات و  

تواند جایگزیص رو  حل موجک هاار در حال عاددی مساائل      می

مختلااف مکانیااک جاماادات شااود. بررساای همگرایاای ایااص رو  

دهد که ایص حل توانایی خوبی در نزدیک شادن   نشان میپیشنهادی 

 ای دارد.  ضوح و نقاط مجموعهبه جوار دقی  با افزایش و

 قدردانی نویسندگان

 . گردد یباهنر کرمان، تشکر م دیدانشگاه شه یمعنو تیاه حما
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