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Abstract 
This paper suggests a novel numerical approach to the analysis of two-dimensional 

viscoelastic materials using an enriched boundary element method (BEM) with complex Fourier 

radial basis functions (RBFs). The research is motivated by the growing need for accuracy and 

efficiency in tools capable of simulating the time-dependent behavior of materials like rubber, 

concrete, and polymers. The standard elastic analysis is not capable of modeling such advanced 

materials, and thus, viscoelastic formulations emerge as a more efficient option. The new method 

incorporates the Kelvin–Voigt rheological model and the weighted residual approach to 

constitute the governing equations, and finally uses complex Fourier shape functions to perform 

boundary variable interpolation. In the classical BEM, kernel functions are the fundamental 

solutions of the governing differential equations, and the field of interest is transformed to its 

boundary, leading to a significant reduction in the number of degrees of freedom. However, 

classical BEM accuracy can be finite, especially when employing conventional Lagrangian shape 

functions. To overcome such shortcomings, this contribution develops and applies sophisticated 

Fourier-based RBFs that are capable of meeting exponential, trigonometric, and polynomial field 

behavior simultaneously. The shape functions of these RBFs have Kronecker delta-type 

characteristics, partition of unity, and piecewise infinite continuity, which collectively enable 

enhanced convergence and satisfaction of boundary conditions. The contribution first develops 

the enriched formulation for boundary viscoelastic problems, achieving consistency through the 

extension of complex Fourier shape functions, with algebraic techniques for their use in 

boundary discretization. A major innovation is the hybridization of complex exponential and 

trigonometric terms into a radial form, enabling a more general approximation of boundary field 

variables. 
For the validation of the proposed method, three classic problems are analyzed: (1) a simply 

supported beam with a time-varying load, (2) a fixed beam with a central point load, and (3) 

radial deformation of a viscoelastic rocket motor case due to constant internal pressure. In all 

cases, the solutions from the complex Fourier BEM are compared with the classical BEM 

solutions and available analytical solutions. The evaluation includes displacement-time history 

plots and mesh plots, which show the increased accuracy and convergence of the new approach. 

Notably, the Fourier BEM always produces results very close to analytical benchmarks, even 

with fewer elements, while classical BEM deviates significantly from the analytical results over 

time. The results indicate that the new method possesses several advantages: reduced degrees of 

freedom, higher accuracy, and computational efficiency. This is owing to the spectral richness of 

complex Fourier RBFs and their ability to approximate a wide range of physical responses. 

Furthermore, the formulation remains stable for creep and stress relaxation calculations over time 

owing to the stability of the implemented shape functions. In summary, the new Fourier 

boundary element method provides an exciting alternative to the traditional numerical methods in 

viscoelastic simulation. It benefits from the dimensional reduction property of BEM and high 

accuracy of spectral interpolation, thereby being particularly beneficial for simulating time-

dependent mechanical properties in engineering materials. Further work can focus on 

generalizing the method to three-dimensional problems or anisotropic viscoelastic materials. 
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 فوریه مختلط مرزی جزایابا استفاده از روش مسائل ویسکوالاستیک حل 
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 چکیده

عددی دوبعدی مواد ویسکوالاستيک مانند لاستيک، بتن،  تحليلبرای  ، روش اجزا مرزی مختلط فوریهدر این مقاله

دليهل مهورد   ایهن  شده است. این مسئله بهه   بندی باز فرمول( RBF) استفاده از توابع پایه شعاعي پليمر یا مواد زیستي با

. ی نياز پيدا شده استتر های واقعي به دیدگاه، تر های بهينه با پيشرفت علم و گرایش به روشکه  توجه قرار گرفته است

فوریه به جهای  مختلط ه است و توابع پایه بازبيني شد دوگانه، قضيه کلاسيک (BEM)  در روش متداول اجزای مرزی

توابهع نمهایي و    ميهدان  های مختلفي ماننهد  توانند حوزه اند. این توابع مي به کار گرفته شده کلاسيک لاگرانژتوابع شکل 

تخمين زده شده و برای سهه مسهئله    یها ها و تنش جایي کنند. سپس، جابه اغناای را  مثلثاتي و همچنين توابع چندجمله

 ،شوند تها اعتاهار و پایهداری روش پيشهنهادی بررسهي شهود. نتهای         و تحليلي مقایسه مي کلاسيکهای  ع با روشمرج

تهر بها    دهنده دقت و کارایي بالای روش فوریه در مقایسه با رویکرد کلاسيک است و با توجه به اینکه نتای  دقيه   نشان

 .تر و کارآمدتر است که روش پيشنهادی اقتصادی دشو ميگيری  آیند، نتيجه های آزادی به دست مي کمترین درجه

 تاریخچه داوری

 22/12/1043دریافت: 

 12/40/1040بازنگری: 

 11/40/1040پذیرش: 

 کلمات کلیدی

 ائل ویسکوالاستيک دوبعدیمس

 روش اجزای مرزی

 توابع پایه شعاعي

 فوریه لطمخت المان

 

 مقدمه -1

کهه تحليهل ویسکوالاسهتيک نسهات بهه       با توجه به این موضهو  

دههد و   تری ارائهه مهي   گرایانه دیدگاه واقع ،های معمول الاستيک روش

در  ،شهود  تهری منجهر مهي    تر و اقتصهادی  سازی بهينه در نتيجه به شايه

مواد ویسکوالاستيک توجه زیهادی را بهه خهود جله       های اخير سال

هایي مانند مهندسي  در رشتهاز این مواد . کاربردهای وسيعي اند نموده

هها و رئولهو ی    ناميهک سهازه  ههای اتلافهي، دی   سازه به عنوان سيسهتم 

ها به دو  مواد ویسکوالاستيک با تفکيک رفتار آن. [1]د شو مشاهده مي

شهوند. یهک فنهر نمایهانگر      سازی مي بخش الاستيک و ویسکوز مدل

)بخهش   2و نماینده مایع نيوتنياست )بخش الاستيک(  1جسم هوکين
                                                      
1 Hookean Solid 
2 Newtonean Fluid 

های خطي مختلفي از دو المان  باشد. ترکي  مي ميراگرویسکوز( یک 

تهر   قابهل قاهول   تجسهمي ها به منظور رسيدن بهه   مذکور در طول سال

-ت، مکسهول ویه و-ههای کلهوین   انجام شده اسهت کهه شهامل مهدل    

باشههد. برخههي از  مههي  تامسههون و مههدل جفههری-ویچههر ، پوینتينهه 

سهت  نيز در پيشينه تحقيقا  علمي گزارش شده اتر  پيچيده یها مدل

سهازی خهزش و    هر یک مزایا و معای  خها  خهود را در مهدل    که

های عددی در تحليل  روش و در این راستا [3 ,2]وادادگي تنش دارد 

 .[12 -4]ند ا ای رای  شده ویسکوالاستيک به طور فزاینده

دسهتر  نيسهتند و    درنتای  تحليلي به راحتي  ،در مسائل مهندسي

هستند. بهه همهين    رسيغيرقابل دستحتي در برخي موارد به طور کامل 

روی  ای رایانهه کهدهای   در قال های عددی  به روش پژوهشگراندليل 
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ههای   شهوند: روش  به دو دسته تقسيم مهي  بيشترها  آورند. این روش مي

 اسهت و  تهر  ههای بهدون مهش. دسهته اول رایه       ماتني بر مش و روش

و  مهش دارد  در يهمانطور که از نام آن پيداست نياز به توپولو ی گره

و روش اجههزای  1روش اجههزای مههرزی از قايههلهههایي  شههامل روش

یها   3گهالرکين -ههایي ماننهد روش پتهر و    دسته دوم شهامل روش  و [13]

 .[15 ,14]باشد  مي 0نهای بنيادی حل روش راه

BEM   ي ماننهد مزایهای  خهاطر یک روش ماتني بر مش است که بهه 

ای کهه درصهد خطها را در مرزهها محهدود       کاهش ابعاد مسئله به گونهه 

ههای   ویهژه در دامنهه   یهن روش بهه  . ا[16] کند، محاوبيت یافته است مي

پذیر اسهت.   تمرکز تنش بسيار انعطاف سائلنامتناهي یا م نامتناهي و نيمه

مهرز خهارجي هندسهه مهورد نظهر گسسهته        در این روش، طور کلي به

بندی شهود. سهپس    مش دتمام ناحيه بای FEMکه در  شود، در حالي مي

انتگهرال  معهادلا   در قاله    2بها مشهتقا  جزئهي   دیفرانسيل  معادلا 

بهه  BEM در پيشينه تحقيقا  علمهي، از  شوند. بنابراین،  مرزی حل مي

 .[19-13,17]یاد شده است  FEMیک جایگزین هوشمند برای عنوان 

لاستيک با اسهتفاده  مسائل ویسکوا حل دو رویکرد مختلف برای

 1802کهه در سهال    -ک روشاز روش اجزای مرزی وجود دارد؛ ی

که  [20]شده است  ارائه 6توسط کاسوما با استفاده از تادیل لاپلا 

بها   1800عددی مواجه بود و دیگری در سال  تادیلمشکلاتي در با

حههل دوم از  ه. را[21]د معرفههي شهه 1اسههتفاده از قضههيه کههار متقابههل

تری برخوردار بود اما دقت کافي نداشت. با ایهن حهال،   انسجام بيش

، برخي از ی نمونهگذار کارهای بعدی بودند. برا این رویکردها بنيان

ههههر دو روش را بهههرای نهههو  خاصهههي از مهههواد   پژوهشهههگران

 [28-23]پژوهشگران بسياری از . [22]ند ویسکوالاستيک به کار برد

ویسکوالاسهتيک اسهتفاده   های مختلف  در زمينهکار متقابل روش  از

را در دیناميهههک گهههائول ایهههن روش  2411در سهههال و  کردنهههد

  [31-29] از دانشمندان یتعداد کمتر. اما ویسکوالاستيک به کار برد

تحليل ویسکوالاسهتيک آنيزوتروپيهک    به تازگي که ایگومنوف مانند

 روش ،بررسهي کهرده اسهت   تاهدیل لاپهلا    را با استفاده از روش 

 . [32]نمودند  را استفاده لاو شده معرفي

افهزایش درجها     درنتيجهه،  وایزوپارامتریک با اعمال تغييرا  

                                                      
1 Boundary Element Method (BEM) 
2 Finite Element Method (FEM) 
3 Petrov-Galerkin Method 
4 Fundamental Solutions Method 
5 Partial Differential Equations (PDE) 
6 Laplace Transform 
7 Reciprocal Work Theorem 

افهزایش  ،  ویسکوالاسهتيک  BEMبنهدی   ، دقت کلي فرمهول 0آزادی

و  اسهت سازی مطرح  زمان و بهينه عضلمهمچنان اما ، [26] یابد مي

برای بهينه سهازی فراینهد،   به همين دليل انتخاب دقي  توابع تقری  

 ز اهميت بالایي برخوردار است.ا

در ایهن مقالهه در    درون یابعنوان توابع   به 8توابع پایه شعاعي

تهر از توابهع پایهه هنکهل      پهيش  ،نظر گرفته خواهند شد. نویسندگان

د انه  مهواد ویسکوالاسهتيک اسهتفاده کهرده     FEMدر تحليل  14کروی

بها قهدر  عهددی بهالا      11فوریهمختلط توابع پایه ا، در اینجو  [33]

در نظهر   یلاگرانهژ کلاسهيک   عنوان جایگزیني برای توابع شهکل  به

ران حمزه جهوا بار توسط  گرفته شده است. این توابع شکل نخستين

پههس از آن در و  [34]د معرفههي شههدن 2411و همکههاران در سههال 

ه رفتههگ کههار بههه هههای متفههاو  از مسههائل مهندسههي تقریهه  ميههدان

از جملهه نقها    دادند.  بخشي نشان   رضایته نتایک  [41-35]شدند

زمان ميدان توابع نمایي و  توان به ارضا هم ها مي یاب قو  این درون

معمولاً  ها RBFای اشاره کرد.  مثلثاتي و نيز ميدان توابع چند جمله

ماننهد   12شهوند. دسهته اول غيرنوسهاني    به دو دسته اصلي تقسيم مي

 ,42 ,15] و توابع مخروطي 10اه ککوادری ، مولتي13های نازک اسپيلن

توابهع   و  J-Bessel،مختلطدسته دیگر مانند فوریه حقيقي و  و [43

 .[55 - 44 ,40 ,39 ,37 - 35 ,33] دنوساني هستن ،پایه هنکل کروی

، درسهتي عددی بهرای نشهان دادن    نمونهند در این پژوهش، چ 

ميههدان، توانههایي همگرایههي سههریع روش   کامههل پوشههش عههددی

مهورد  و مزایای استفاده از آن در زمينهه ویسکوالاسهتيک   پيشنهادی 

 بررسي قرار گرفته است.

 ویسکوالاستیک بندی اجزای مرزی فرمول -2

گونه که ذکر شد، رفتار ویسکوالاستيک مواد باید از طری   همان

و روش اجهزای مهرزی نيهز     [2]شهود  سازی  های مختلف شايه مدل

شده به کار گرفته شهود.   باید با استفاده از یکي از دو روش توصيف

. مدل  [18]هر مدل و روش دارای مزایا و معای  خا  خود است 

با ترکياهي خطهي از فنهر و ميراگهر بهه       12وویت-رئولو یکي کلوین

عنوان مدل انتخهابي در ایهن مقالهه بهه کهار رفتهه اسهت کهه دارای         

                                                      
8 Degrees Of Freedom (DOF) 
9 Radial Basis Function (RBF) 
10 Spherical Hankel 
11 Complex Fourier 
12 Non-Oscillatory 
13 Thin Splines 
14 Multi-Quadratics 
15 Kelvin-Voigt 
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. روش اسهت  1بخشي به ویژه در مدلسازی خهزش  عملکرد رضایت

اسهت کهه    2مانهده وزنهي   ، تکنيهک بهاقي  BEMایند انتخابي برای فر

حل اساسي کلوین به عنوان  معادله دیفرانسيل تعادل را با استفاده از 

 دهد: تابع وزني به صور  زیر تشکيل مي

*
,( ) 0ki ij j iu b d



  
 

(1) 

نيهروی کالاهدی    ibدهنهده تهنش و    نشان ijدر این فرمول، 

گيهری از   است. سپس، با استفاده از قضيه دیور انس، ناحيه انتگهرال 

گيری به روش جزء به جزء در  و انتگرالیابد  حوزه به مرز تغيير مي

شود )برای اطلاعا   غياب نيروهای کالادی منجر به عاار  زیر مي

 ه شود(:مراجع [24]بيشتر به مرجع 

* * *
( ) piqpq piq piqi i ip p d p u d p u d  

  

     
 

(2) 

*است و  3تنش سطحي  دهنده نشانipکه در آن 
p  حل اساسي

باشد. هنگهامي کهه ضهرای  ویسکوالاسهتيک هيدرواسهتاتيک و       مي

دهنهده ایهن    نشهان  با یکدیگر در نظر گرفته شهوند،  انحرافي برابر

) اقدام خواهد بود   .) 

مقادیر هر پارامتر مجهول به صور  یک ترکيه  خطهي از مقهادیر    

شهود و   یابي شده در نظهر گرفتهه مهي    گرهي پارامتر و توابع شکل درون

   :آید جایي به دست مي بندی جابه پس از برخي تادیلا  جاری، فرمول

( ) ( ) ( )TU t TU t GP t  
(3) 

T وG های حل اساسي در روش  ماتریسBEM    هسهتند کهه

انهد و بها    ه در پيوست ب به صور  کامل توضيح و بسهط داده شهد  

ی  شهوند کهه پایهه    ارزیابي مهي   استفاده از توابع شکل مختلط فوریه

زمان است   دهنده نشان t. [56]دهند  اصلي این روش را تشکيل مي

جایي در نظهر گرفتهه    عنوان مشت  خطي زماني جابه و در نهایت، به 

بندی به صور  زیهر ارائهه    شود. در نهایت، فرم کاربردی فرمول مي

 :شود مي

1 1 ss sTU GP F   
(0) 

(1 )T T
t


 


 

s sF TU
t


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

 

توابههع شههکل پيشههنهادی در بخههش بعههدی مههورد بحهه  قههرار  

                                                      
1 Creep 
2 Weighted Residual 
3 Traction 

سازی شده  گيرند تا در روش اجزای مرزی ویسکوالاستيک پياده مي

ای بهاود بخشند که دقهت بيشهتر، پوشهش     بندی را به گونه و فرمول

 فيزیکي بالاتر و همگرایي سریعتری داشته باشد.

 وفقی کردن توابع شکل -3

اصهلي بهرای بهاهود      ان ایهده عنهو  تابعي به  در این بخش، توسعه

هها را   شهود کهه بتهوان آن    ای استفاده مهي  گونه مختلط به  توابع فوریه

عنوان توابع شکل برای یک المان مرزی به کار گرفهت. در ابتهدا،    به

( )P r شهود کهه بها     ای ارائهه مهي   ی تکهه  عنوان یک تابع پيوسته  به

 ت دارد:مختلط مطابق  اصول سری فوریه

( ) si r
s

s

P r c e 




 
 

(2) 

 sو  scبه صور    که در آن پارامترهای سری مختلط فوریه

عنوان تهابع پایهه    تواند به  بالا مي  شوند. یک جمله از معادله ارائه مي

 :تعریف شود  شعاعي مختلط فوریه

( ) i rR r a e  (6) 

هستند   پارامترهای شکل توابع مختلط فوریه و  aکه در آن 

2و  1i  . سهازی توابهع پایهه شهعاعي      ترتي ، فرآیند غنهي  بدین

 RBFتهابعي   عنوان توسهعه  به  مختلط فوریه
عهداد معينهي از   هها و ت 0

 :شود ای آغاز مي چندجمله  جملا  پایه

 

(1) 

ترتيه  بها    ها به ای و گره چندجمله  که در آن تعداد جملا  پایه

np  وnr  شهوند و سهپس، معادلهه بهرای      نشان داده مهي( )h x 

 :شود بازنویسي مي
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(0) 

 :شود سپس این عاار  در نقا  گرهي ارضا مي

 R P   
(8) 

 :که در آن

                                                      
4 Functional Expansion 
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(14) 

به دليل بيشتر بودن تعداد مجهولا  از تعداد معادلا ، عاار  زیهر  

 :[58 ,57 ,53] ( تضمين شود8شود تا یکتایي معادله ) پيشنهاد مي

1

( ) 0 , ,...,
nr

t s s
s

P t 1,2 np


  x
 

(11) 

  توان به آید که مي نهایي معادلا  به دست مي  بنابراین، مجموعه

 :صور  جاری مورد بررسي قرار گيرد

T
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گههرفتن مقههادیر ( بههرای در نظههر Zو  Zعاههارا  واسههط )

 :شوند گرهي در محاساا  استفاده مي
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 :شود ، عاار  زیر حاصل ميZو  Zپس از جایگزیني 

( ) [ ( ) ( ) ]T T
h r    x R P x  

 
(12) 

]که در آن  ( ) ( ) ]T Tr  R P x     که همچنهين بهه عنهوان ،

N(x) شود، عاارتي اسهت کهه مقهادیر گرههي را بهه       نيز شناخته مي

سهازد و ایهن دقيقهاً تعریهف یهک تهابع شهکل         ميدان تابع مرتاط مهي 

سازی شده تا در یک المهان   یاب است. این فرمول اکنون شفاف درون

 (.1سازی شود )شکل  مختصا  طايعي پيادهگرهي در  مرزی سه 
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 شود: سازی انجام مي در این مرحله پروسه غني
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 طايعيالمان سه گرهي در دستگاه مختصا   .1شکل 

Fig. 1. Three-node element in the natural coordinate system 

21

1

Sym. 1

i i

i

e e

a e

 



 
 
 
 
 

R =

 

(10) 

1 1

1 0

1 1

 
 
 
  



P = 

(18) 

 شوند: عاارا  واسط به صور  زیر اصلاح مي
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گهره   3با   و در نهایت تابع شکل یک المان مرزی مختلط فوریه

 آید: به صور  زیر به دست مي طايعي  مختصا در سيستم 
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2 :که در اینجا
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 باشد. مي 

سهازی   در فرآینهد غنهي   aشود، پارامتر  طور که مشاهده مي همان

را   ههای توابهع شهکل مخهتلط فوریهه      شود. این تابع ویژگي حذف مي

بهه دليهل بخهش     که پارامتر شکل مخهتلط   طوری کند، به  حفظ مي

دهد و بخهش حقيقهي ایهن     موهومي خود، ميدان نمایي را پوشش مي

شهود و در نتيجهه    ل مهي پارامتر مختلط به ميدان توابع مثلثاتي را شهام 

پذیری را به سایر مزایای ارزشمند این دسهته از توابهع    خاصيت تطاي 

ههایي کهه ایهن توابهع را بهه       کند. به طور کلي، ویژگي شکل اضافه مي

 :کنند، به شرح زیر است نامزدهای مناساي برای این منظور تادیل مي

 :این ویژگهي بهه ارضها شهرایط مهرزی       ویژگی دلتای کرونیکر
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شود و بدین معناست که وقتي یهک گهره مقهدار یهک      منجر مي

 .ها صفر است دارد، مقادیر سایر گره

  :ههای ماتنهي بهر مهش، ایهن ویژگهي بهه         در روشافراز واحد

 .شود تری منجر مي همگرایي سریع

 :تهوان آن را از خاصهيت دلتهای کرونکهر      که مي استقلال خطی

 .(1نتيجه گرفت )جدول 

 بها اسهتخرام مشهتقا  مرتاهه اول،      ایت:نه ای بی پیوستگی تکه

دوم و مرات  بالاتر از توابع شکل، یک الگهوی تکهراری بهرای    

)محاساه مشتقا   )k  آید به دست مي. 

  ( نشهان داده شهده  1هها در جهدول )   های این ویژگهي  بندی فرمول

-3 هایي از توابع شکل پيشنهادی برای المهان  ( نمونه2است و شکل )

.)الهف و ب( تهیرير افهزایش بخهش     2های  دهد. شکل گرهي نشان مي

دهند که رفتار تهابع پيشهنهادی را بهه سهمت      را نشان مي موهومي 

. د( مقهادیر  2. م( و )2دهد، در حالي که شکل ) توابع نمایي تغيير مي

ههای   یژگيدهند که در نتيجه آن، و بالاتری در بخش حقيقي نشان مي

 شود. نوساني به دليل مشارکت بيشتر ميدان توابع مثلثاتي آشکارتر مي

 

 

 )ب(

(b) 

 )الف(
(a) 

 

 

 )د(
(d) 

 )م(
(c) 

 موهومي،.)م و د( تیرير افزایش بخش حقيقيشکل فوریه مختلط برای یک المان سه گرهي در مختصا  طايعي.)الف و ب( تیرير افزایش بخش وابع ت .2شکل 
Fig. 2. The complex Fourier shape functions for a 3-node element in natural coordinates. 

(a) and (b) Effect of increasing the imaginary part, (c) and (d) Effect of increasing the real part 
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 سيون خصوصيا  توابع مختلط فوریهفرمولا .1جدول 

Table 1. Formulations of complex Fourier function properties 

Formulation Properties 
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)برای جزیيا  بيشتر به پيوست الف مراجعه 

 شود.(

Infinite 

Piecewise 

Continuity 

 مسائل مرجع -4

شود تها   های عددی ارائه مي ای از نمونه در این قسمت مجموعه

را نشهان دههد.     درستي و برتری توابع شکل المهان مخهتلط فوریهه   

وویت به دليل مزایای بارز -طور که قالا بح  شد مدل کلوین همان

سازی ویسکوالاستيک انتخاب شهده   در مدلسازی خزش برای شايه

ها یکسان بوده و به شهرح   نمونههای مواد برای تمامي  ویژگياست. 

 :باشد زیرمي
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شههود: در زمههان  در دو مرحلههه محاسههاه مههي  1نيههروی خههزش

 :((20و پس از باربرداری )معادله ) ((23) معادلهبارگذاری )

 :که در آن

جهایي الاسهتيک    هاز طری  ضرب جاب نمونهحل تحليلي در هر 

شهده از دانهش مقاومهت مصهالح و تطهاب  خهزش تعيهين          محاساه

1عنوان   شود. گام زماني برای تحليل عددی به مي

80
از زمهان کهل    

 بهرای ههر دو روش  شود و تنظيما  مهش   تحليل در نظر گرفته مي

BEM گرهي در هر  عنوان یک المان سه به  کلاسيک و مختلط فوریه

ای  شهود. نمودارههای مقایسهه    طرف هندسه مسئله در نظر گرفته مي

 BEM رونهد تها توافه  نزدیهک     کهار مهي   هها بهه   نمونهبرای ارزیابي 

ای و حل تحليلي را با استفاده از کمترین درجه آزادی نشهان   فوریه

جهایي   همقایسه شامل سه نمهودار تاریخچهه زمهاني جابه     دهند و هر

 :است

 حل تحليلي 

 BEM کلاسيک 

 BEM مختلط فوریه  

الهف(   3شکل ) 2و عرض  12یک تير با طول ، نمونهدر اولين 

رانيهه قهرار    04گاه ساده و تحت بار نوساني در طهول مهد     با تکيه

با یهک المهان در     BEM با استفاده از ب(. این تير 3گيرد شکل) مي

م( و همهين روش   3هندسه تحليل شهده اسهت شهکل )   هر طرف 

 کار گرفته شد. های عددی به نمونهمي برای تما
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بارگذاری نمونه اول، الف( هندسه تير با تکيه گاه ساده، )ب( تاریخچه ) .3شکل 

 بندی نمونه اول )م( مش

Fig. 3. (a) Geometry of the simply supported beam, 

(b) 1st example’s history of loading, (c) 1st example’s meshing 

نمونه دوم شامل یک تيهر بها انتههای گيهردار اسهت کهه       

شهکل   2/4و ارتفا   2/2های هندسي آن شامل طول  ویژگي

باشد که تحت بار موقتي در وسط هندسه شکل  لف( ميا 0)

ب(. تاریخچه زماني بارگذاری و هندسه  0قرار دارد شکل )

بندی مشابه نمونه قالهي انجهام    مسئله نشان داده شده و مش

 شده است.

جایي حهداکثر بها اسهتفاده از سهه روش      در هر دو نمونه، جابه

نمونهه نههایي،   شود و در نهایهت در   مختلف ذکر شده محاساه مي

و شهعا    2جایي شعاعي یک موتور راکت بها شهعا  داخلهي     جابه

 144الههف( زمههاني کههه تحههت فشههار رابههت  2شههکل ) 0خههارجي 

شهود. بهه دليهل     ب( تخمهين زده مهي   2پاسکال قرار دارد شهکل ) 

بنهدی   تقارن کامل راکت، تنها یک چهارم از هندسه نيهاز بهه مهش   

 م(. 2دارد شکل )

p
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5.5L 
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 )ب(
(b) 

 )الف( هندسه تير دو سر گيردار، )ب( تاریخچه بارگذاری مثال دوم .4شکل 

Fig. 4. (a) Geometry of the fixed ended beam, 

(b) 2nd example’s history of loading 

 های عددی نتایج نمونه -5

 BEM ای بهرای ارزیهابي   صور  نمودارههای مقایسهه   نتای  به 

ها با حهل تحليلهي نشهان داده     کلاسيک و مقایسه آن BEM و  فوریه

ها مشهود است،  طور که از دیاگرام (. همان0تا  6های) شود شکل مي

سهازی شهود،    های مشابه در هر دو روش پياده زماني که تعداد المان

شهود و   و نتای  تحليلي حاصل مهي   فوریه  BEMتواف  نزدیکي بين

شده از یک  که اگرچه هر سه نمودار نمایش دادهاین در حالي است 

کلاسيک در طهول دوره زمهاني از     BEM شوند، اما نقطه شرو  مي

گيرد. استفاده از توابع شهکل   ای مي حل تحليلي فاصله قابل ملاحظه

ههای   دهد کهه تقریاهاً بها پاسه      ای کاهش مي گونه خطا را به   فوریه

 شود. راستا مي تحليلي هم

 گیری نتیجه -6

در این مقالهه، روش معرفهي شهده بهرای تحليهل عهددی مهواد        

کار گرفته  های مختلف به ویسکوالاستيک تحت بارگذاری و هندسه

تهر کنهد.    شد تا دقت را بهاود بخشيده و فرایند تحليل را اقتصهادی 

 بندی برای روش اجزای مرزی در نظر گرفتهه شهد   ابتدا، یک فرمول
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Fig. 5. (a) Geometry of the rocket’s motor, (b) last example’s 

history of loading, (c) 3rd example’s meshing  

 
 نمودارهای ارزیابي نمونه اول .6شکل 

Fig. 6. The first example evaluation graphs. 

 
 نمودارهای ارزیابي نمونه دوم .7شکل 

Fig. 7. The second example evaluation graphs. 

 
 نمودارهای ارزیابي نمونه سوم .8شکل 

Fig. 8. The third example evaluation graphs. 
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ناشناخته تحليل ویسکوالاسهتيک تخمهين زده شهود و     تا متغيرهای

سازی شده و از نظر جاری  پس از آن، توابع پایه شعاعي فوریه غني

عنوان جهایگزیني بهرای توابهع شهکل کلاسهيک       سازگار شدند تا به

لاگرانههژی اسههتفاده شههوند. سههپس، نتههای  کلاسههيک، نتههای  روش  

هها   ه و مقایسهه های تحليلي با یکدیگر مقایسه شهد  پيشنهادی و حل

نشان داد که  روش پيشنهادی نسات به روش کلاسيک دارای نتای  

توانهد بهه مزیهت توابهع شهکل       ای است که این مههم مهي   بهاودیافته

ای، مثلثهاتي و   ههای چندجملهه   زمهان ميهدان   پيشنهادی در ارضا ههم 

 نمایي نسات داده شود.

 قدردانی نویسندگان

 .شود يم يباهنر کرمان قدردان ديت دانشگاه شهیاز حما

 تعارض منافع

گونه تعارض منهافع در   چيکه ه کنند يمقاله اعلام م سندگانینو

 .چاپ مقاله حاضر وجود ندارد

 سهم نویسندگان

درصهد و   34درصد، صالح حمهزه جهواران    04بهرامپور  هیمهد

 .درصد 34 يشجاع ديسع
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 .ستفاده نشده استا يدر انجام مقاله حاضر از منابع مال
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 متوالی توابع شکل پیشنهادیمشتقات  -پیوست الف

برای یک المان مختلط فوریه سه گرهي برآورد مشتقا  متوالي 

  آیند: از عاارا  ذیل توسط یک عمليا  جاری به دست مي
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جال  آن که به دليهل خهوا  توابهع نمهایي حقيقهي مخهتلط،       

)توان یک رابطه بازگشتي ميان مشتقا   مي )k      برقهرار کهرد کهه

 در زیر آمده است:

( ) 2 ( 2)( ) ( )n nk k    (28) 

)به طور مثال، تا چهارمين مشت  )k  :در زیر ارائه شده است 
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) که در آن  )H باشد. ساید مي بيانگرتابع هوی 

 های اساسی در روش اجزای مرزی ساختار جواب -پیوست ب

ی معادلا  انتگرال مرزی بنها شهده    روش اجزای مرزی بر پایه

 ههای اساسهي معهادلا  الاستيسهيته بهه عنهوان       که در آن از جهواب 

شود. این توابهع پایهه، پاسه  تحليلهي      های انتگرال استفاده مي هسته

 .نهایت به بارگذاری متمرکز هستند محيط پيوسته بي

 معادله انتگرال مرزی الاستیسیته خطی -1-ب

بعهدی الاسهتيک    ی انتگرال مرزی بهرای یهک محهيط دو    معادله

 :خطي ایزوتروپ به صور  زیر است
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نقطهه مناهع )محهل اعمهال بهار      yنقطهه ميهدان،   xکه در آن 

 jtچنههين، باشههد. هههم جههایي مههي ی جابههه مؤلفههه juمتمرکههز( و 

j)، ی تنش سطحي ی مؤلفه دهنده نشان jk kt n  ،)ijT   جهواب

جواب اساسي تنش سهطحي اسهت. لازم    ijUجایي و  اساسي جابه

ضری  هندسي است که مقدار آن برای گهره   ijcباشد که به ذکر مي

روی مرز برابر با 
1

2
ij باشد. مي 

 BEMهای  سازی مرز و تشکیل ماتریس گسسته -2-ب

گيهری روی   های مرزی تقسيم شده و انتگرال مرز دامنه به المان

هر جزء انجام شده است. برای هر گره ميدان و ههر المهان مهرزی،    

عههددی )گههو   گيههری محاسههاه و انتگههرال ijUو  ijTمقههادیر  و 

شود. خروجي این مرحلهه، بهه صهور  رابطهه      کوادراچر( انجام مي

 زیز قابل بيان است.

{ }.[ ] { }.[ ]t G u H 
(32) 

ههههههای اساسهههههي  کهههههه در ایهههههن رابطهههههه مهههههاتریس 

( , ) ( )

j

ij ij iH T x y d y


   همههان مههاتریس جابجههایي پایههه

گيهری عهددی عناصهر حاصهل از حهل اساسهي        است که از انتگرال

دهنهده تهیرير تهنش     شهود. ایهن مهاتریس نشهان     جابجایي تشکيل مي

.سههطحي روی مههرز بههر جابجههایي در نقطههه ميههدان اسههت بعههلاوه،

( , ) ( )

j

ij ij iG U x y d y


   باشهد   ماتریس تنش سطحي مهي

اسهي تهنش سهطحي در مهرز بهه دسهت       گيری حل اس که از انتگرال

آید. این ماتریس نمایهانگر تهیرير جابجهایي روی مهرز در توليهد       مي

 .باشد تنش سطحي در نقطه ميدان مي
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