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Abstract 

The behavior of a saturated porous media depends on the interaction of its various components, 

primarily the solid and liquid phases. This interaction is effectively described by Poroelastic theory, which 

integrates the mechanics of solid deformation with fluid flow within the porous structure. In the current 

study, the governing equations are derived from a simplified version of Biot's theory, as introduced by 

Zienkiewicz. This formulation employs two primary variables: the displacement of the solid phase and the 

pore fluid pressure. The medium under investigation is modeled as a heterogeneous porous half-space 

saturated with an inviscid fluid, with its permeability varying exponentially with depth. Such a configuration 

is subjected to axisymmetric loading conditions, making it a suitable case for analyzing the dynamic 

responses of porous media with spatially varying material properties. The heterogeneity of the medium with 

depth leads to the addition of new terms to the governing equations. These equations are derived for a 

heterogeneous isotropic medium with depth-dependent permeability in cylindrical coordinates, under 

axisymmetric conditions. The obtained mathematical equations involve coupled differential equations that 

are not easily solvable. In this study, a scalar potential function is introduced to solve these equations, and 

by applying it to the complex and coupled governing equations, a decoupled partial differential equation is 

obtained. Solving this equation allows for the determination of the unknowns in the problem. This partial 

differential equation can be solved in the frequency domain using the Hankel transform under axisymmetric 

conditions. The transformed equations in the Hankel-frequency domain, after being solved using the 

potential function, are returned to the real domain through the inverse Hankel transform. In this way, the 

harmonic response of the system can be computed. Due to the necessity of using the inverse Hankel 

transform, the responses are presented as complex, semi-infinite integrals, which require numerical methods 

for evaluation due to the presence of poles and branch points along the integration path. These integrals 

have been computed using the Method of Residues. Three distinct permeability variation indices are utilized 

to quantify the heterogeneity of the medium. These indices provide insights into how changes in 

permeability influence the mechanical and hydraulic responses of the porous medium. The results show that 

as permeability decreases with depth, the range of displacements in the medium becomes limited. At the 

excitation frequency of 𝜔0 = 0.5, the damping of responses relative to a homogeneous medium increases 

with distance from the loading location. At 𝜔0 = 2, the vertical displacement of both homogeneous and 

heterogeneous media converges approximately for 𝑧/𝑎 ≥ 4. Additionally, the results indicate that the 

location of the maximum pore fluid pressure shifts closer to the half-space surface in a heterogeneous 

medium compared to a homogeneous one. For instance, in a homogeneous medium, the maximum pore 

fluid pressure occurs at a depth of 𝑧/𝑎 = 1.7, while in a medium with a permeability parameter of 𝛿𝜅 =
−0.5, it occurs at 𝑧/𝑎 = 0.8. This shift indicates that heterogeneity influences the depth distribution of fluid 

pressure, potentially affecting the medium’s overall stability and fluid flow patterns. The implications of 

these findings extend to various engineering and geophysical applications, including reservoir engineering, 

groundwater hydrology, and the design of foundations in porous media. Understanding how permeability 

variations affect the mechanical and hydraulic behavior of saturated porous media is crucial for predicting 

and mitigating risks associated with dynamic loading conditions. This study contributes to the broader 

understanding of poroelastic phenomena in heterogeneous systems and provides a foundation for future 
investigations into more complex geometries and material behaviors. 

Review History 
Received: Dec 28, 2024 

Revised: Jan 22, 2025 

Accepted: Jul 19, 2025 

Keywords 

Saturated Porous Media 

Isotropic Heterogeneous 

Poroelastodynamics 

Potential Function 

Biot's Equations 

 

https://doi.org/10.48311/mcej.2026.27626
mailto:k.sahebkar@modares.ac.ir
https://orcid.org/0009-0008-2996-7801
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0


 

 مجله علمی مهندسی عمران مدرس

 99تا  83صفحات  - 1404، سال 6، شماره 25دوره 
DOI: 10.48311/mcej.2026.27626   

 

  k.sahebkar@modares.ac.ir - ORCID :0009-0008-2996-7801رایانامه نویسنده مسئول:  *

 Creative یالملل نیآزاد منتشر شده و تحت مجوز ب یصورت دسترس مقاله به نی(. اTMU Pressمدرس ) تتربی دانشگاه انتشارات ،۲۰۲۵ © تیرا یکپ

Commons Attribution-NonCommercial 4.0 قرار دارد (https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0)نیا دیانتو یمجوز، شما م نی. بر اساس ا 
 .دیاستفاده کن یرتجاریمقاصد غ یرا ذکر کرده و از آن برا سندهیبه شرط آنکه نام نو د،یینما یو بازساز شیرایآن را و ایو  دیکن ینیبازآفر وبازنشر  ،یکپ یا مطلب را در هر قالب و رسانه

84 

ال منفذی غیرلزج با نفوذپذیری متغیر در تحلیل دینامیکی محیط متخلخل ناهمگن اشباع شده با سی

 عمق تحت بارگذاری قائم یکنواخت

 *2 و کیومرث صاحبکار 1نیما سارائی

 .آموخته کارشناسی ارشد، دانشکده مهندسی عمران و محیط زیست، دانشگاه تربیت مدرس دانش .1

 .استادیار، دانشکده مهندسی عمران و محیط زیست، دانشگاه تربیت مدرس .2

 چکیده

ی  ها )فاز جامد و مایع( است که نظریه های مختلف این محیط متخلخل اشباع تابعی از اندرکنش بخش  رفتار محیط

سازی شده تئوری بیو بوده  باشد. معادلات حاکم استفاده شده در این پژوهش، حالت ساده پوروالاستیک بر آن حاکم می

باشد. محیط مسئله به  کان بخش جامد و فشار منفذی سیال میاست و متغیرهای آن تغییرم که توسط زینکویچ ارائه شده

است. این محیط، با سیال منفذی غیرلزج اشباع شده و تحت بارگذذاری  فضای متخلخل ناهمگن فرض شده صورت نیم

ی  بذه تغییذرات پیوسذته    باتوجذه  .کنذد  صورت نمایی تغییذر مذی   متقارن محوری قرار دارد که نفوذپذیری آن در عمق به

ای و  ذپذیری در عمق، معادلاتی برای محیط ناهمگن همسانگرد با نفوذپذیری متغیر در عمق در مختصذات اسذتوانه  نفو

است. معادلات دیفرانسیلی درگیر با معرفی تابع پتانسذیل مناسذب بذه معذادلات      در حالت متقارن محوری به دست آمده

فرکانس تعیین شدند. در نهایت، با اسذتفاده   -ی هنکل  امنهها در د تری تبدیل شده که با اعمال تبدیل هنکل، پاسخ ساده

های هارمونیک به دست آمدند. سه مقدار مختلف از شاخص تغییرات نفوذپذذیری، بذرای    از تبدیل وارون هنکل، پاسخ

های  انتغییرمک  دهند که با کاهش نفوذپذیری در عمق، دامنه است. نتایج نشان می بیان ناهمگنی محیط در نظر گرفته شده

𝜔0شود. در فرکانس تحریک  می  محیط محدود = ، با دور شدن از محل بارگذاری، میرایی پاسخ نسبت به محذیط  0/5

𝜔0یابد. در فرکانس تحریک  همگن افزایش می = 𝑧/𝑎 ، تغییرمکان قائم محیط همگن و ناهمگن در اعماق2 ≥ ، تا 4

شینه فشار منفذذی سذیال، در محذیط نذاهمگن نسذبت بذه       دهند محل بی حدودی منطبق هستند. همچنین، نتایج نشان می

ی فشار منفذذی سذیال    شود؛ به این صورت که در محیط همگن، محل بیشینه فضا نزدیک می محیط همگن، به سطح نیم

𝑧/𝑎در عمق  = 𝛿𝜅است. این مقدار، برای محیط بذا پذارامتر نفوذپذذیری     1/7 = 𝑧/𝑎در عمذق   0/5− = رخ  0/8

 .دهد می

 ریتاریخچه داو

 8/10/1403دریافت: 

 3/11/1403بازنگری: 

 28/4/1404پذیرش: 

 کلمات کلیدی

 متخلخل اشباع طیمح

 ناهمگن همسانگرد

 کینامیپوروالاستود

 لیتابع پتانس

 ویمعادلات ب

 

 مقدمه -1

های متخلخل اشباع، بذه دلیذل انذدرکنش     پاسخ دینامیکی محیط

انتشذار    فازهای سیال و جامد و اثر این اندرکنش بذر پاسذخ مسذئله   

ای قذرار دارد. ایذن موعذوع در مهندسذی      امواج، مورد توجذه ویذژه  

های واقع بر بسترهای متخلخل اشباع چون سدها و سذکوهای   سازه

سی و هیدرولوژی کاربردهذای  شنا دریایی و همچنین در علوم زمین

سازی این  فاز برای مدل فراوانی دارد. امروزه از روابط الاستیک تک

که وجود سذیال و حرکذت آن در    شود؛ درحالی ها استفاده می محیط
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تواند بر پاسخ سیسذتم تثثیرگذذار باشذد.     وفرج محیط، می میان خلل

 هذای عذددی و تحلیلذی میسذر اسذت.      ها به روش تحلیل این محیط

اعتمادی برای برآورد پاسخ  های تحلیلی، مراجع قابل ازآنجاکه پاسخ

های منظم بارگذاری و شذرایط مذرزی    سیستم، هرچند برای هندسه

ای دارنذد. پذس در ایذن پذژوهش، حذل       ساده هستند، اهمیت ویذژه 

متخلخل اشباع شذده  فضای  نیمتحلیلی معادلات دینامیکی حاکم بر 

فوذپذیری متغیر در عمق مذدنظر قذرار   با سیال منفذی غیرلزج و با ن

 است. گرفته

تذوان از   را مذی  1نهایذت، لمذب   های نیمه بذی  در مطالعات محیط

پیشذذگامان پذذژوهش انتشذذار امذذواج دینذذامیکی در محذذیط الاسذذتیک 

های پیوسته  شناخت که معادلات حاکم آن از تئوری مکانیک محیط

ه بذرای  هذای پیوسذت   نظریه مکانیذک محذیط   [.1است ] استخراج شده

ارائذه شذد و بذرای     2بار در قرن هجدهم توسط لئونذارد اویلذر   اولین

گسترش یافذت   3فاز به نظریه محیط مخلوط های بیش از یک محیط

4ترزاقی [.3, 2]
در این زمینه مطالعاتی انجام دادنذد کذه    5و فیلانگر 

اسذتاتیکی و   ترزاقذی معذادلات حذاکم شذبه     ، بر اساس مطالعات6بیو

برای محیط متخلخل اشباع شده با سیال لزج ارائذه داد  دینامیکی را 

[4-6.] 

اسکندری و محمدی شذجاع پاسذخ محذیط الاسذتیک نذاهمگن      

نهایت به دست  فاز را تحت بارگذاری مدفون در محیط نیمه بی تک

فذاز   تحلیلذی محذیط تذک    [. در این پذژوهش پاسذخ نیمذه   7آوردند ]

ه در نظذر گرفتذه   الاستیک با فرض توزیع نمایی عرایب الاستیسذیت 

نهایذت، بذا فذرض توزیذع      است. پاسخ استاتیک محیط نیمه بذی  شده

اسذت. بذا فذرض     [ ارائه شده8نمایی عرایب الاستیسیته در مرجع ]

توزیع نمایی عرایب الاستیسیته و توزیع نمذایی چگذالی در عمذق،    

اسکندری قادی و هِزاوه پاسخ این مسئله را با فرض بارگذذاری در  

فضذای   نیم [.9همسانگرد جانبی به دست آوردند ] عمق برای محیط

کذانی و   ی تابعی توسط چشذمه  بندی شده تشکیل شده از مواد طبقه

[. در این پژوهش محذیط الاسذتیک،   10قادی بررسی شد ] اسکندری

آن در عمذق متغیذر     فاز درنظر گرفته شد که مذدول الاستیسذیته   تک

 است.

                                                      
1 Lamb 
2 L.Euler 
3 Mixture theory 
4 Terzaghi 
5 Fillunger   
6 Biot 

تذذوان  را مذذی 7ولپذذائهذذای متخلخذذل اشذذباع،  محذذیط  در مطالعذذه

بعدی تحت شرایط مذرزی   فضای دو کسی دانست که به بررسی نیم

صذورت بارگذذاری    بارگذاری در سطح پرداخت. شرایط مرزی بذه  

فضا در نظر گرفته شذد کذه معذادلات حذاکم،      ای در سطح نیم دایره

هذای    جذایی  توسط چهار تذابع پتانسذیل اسذکالر حذل شذده و جابذه      

[. انتشار 11بعد به دست آمدند ] ل منفذی در دواسکلت جامد و سیا

فرکذانس    ای در دامنذه  موج در محیط متخلخل خشک و اشباع لایذه 

هذا بذرای جداسذازی    و همکذاران بررسذی شذد. آن    8توسط دگِرِنذد 

معادلات درگیر از شش تابع پتانسیل )که پذیش از ایذن بذرای حذل     

توابذع   9[. پَن12محیط الاستیک معرفی شده بودند( استفاده کردند ]

لایه را بذا کمذک تبذدیل لاپذلاس بذرای انذواع        فضای چند گرین نیم

ها )بارگذاری وارد بر اسکلت جامذد، بارگذذاری   مختلف بارگذاری

وارد بر سیال، تغییرمکان جامد و تغییر حجم سیال( به دسذت آورد.  

وی با معرفی سه تابع پتانسیل برداری و یک تابع پتانسذیل اسذکالر،   

هذا   را جداسازی کرد و سپس توابع گرین انواع بارگذذاری  معادلات

همکذاران، بذا    و 10[. لذین 13ای ارائذه داد ]  را در مختصات اسذتوانه 

هذای    هذای سذطحی و تذنش     جایی فرض سیال منفذی غیرلزج، جابه

[ 14ای منتشذر کردنذد ]   فضا را تحت امواج فشاری صفحه محیط نیم

را با سیال منفذذی لذزج   تحت بارگذاری مشابه، مسئله  11که رجوب

 [.15حل کرد ]

هارمونیذک مسذئله را بذرای      صاحبکار و اسکندری قادی پاسخ 

فضای متخلخل اشذباع همسذانگرد جذانبی تحذت بارگذذاری در       نیم

[. ایشان همچنذین در پژوهشذی مشذابه،    16سطح به دست آوردند ]

نهایت متخلخل اشباع همگن و همسانگرد جانبی را  پاسخ محیط بی

[. در پژوهشی 17ارگذاری وارد بر حلقه مدفون ارائه دادند ]تحت ب

نهایذت متخلخذل و اشذباع     دیگر، پاسخ مسذئله را بذرای محذیط بذی    

همگن و همسانگرد جانبی تحت جریان و فشار آب وارد بذه یذک   

نهایت  نهایت به دست آوردند که فضای بی حلقه مدفون در دامنه بی

ر هذم درنظذر گرفتذه شذد     نهایت مجاو صورت دو فضای نیمه بی به

[. تیموری و همکذاران بذا اسذتفاده از توابذع پتانسذیل موجذود،       18]

مسئله را برای ارتعاش یک دیسک صذلب مذدفون در محذیط نیمذه     

                                                      
7 Paul 
8 Degrande 
9 Pan 
10 Lin 
11 Rjoub 
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نهایت، که تمام محیط زیر یک لایه سیال با عمق مشذخص قذرار    بی

[. لازم به ذکر است که محیط متخلخذل،  19است حل کردند ] گرفته

جذایی   هذای رسذوبی( و جابذه     ظر گرفته شد )مانند خاکای در ن لایه

بعد و فشار سیال منفذی به دست آمد. انتشذار   های خاک در دو  دانه

موج در محیط همسانگرد جانبی قرار گرفته زیر یک لایه سذیال بذا   

 [.20عمق مشخص توسط تیموری و همکاران مطالعه شد ]

دهذد کذه    شده در این زمینذه، نشذان مذی    بررسی مطالعات انجام

پژوهشگران به بررسی رفتار ناهمگن محیط متخلخذل اشذباع کمتذر    

بذا  بستر متخلخل اشباع انتشار امواج در اند. در این تحقیق،  پرداخته

اسذت. منظذور از    مذورد بررسذی قذرار گرفتذه     نفوذپذیری نذاهمگن 

یری در عمق بوده و محیط مذورد  نفوذپذ  ناهمگنی، تغییرات پیوسته

فضای متخلخل اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج است که  نظر، نیم

(. 1شذکل ) کنذد   نفوذپذیری آن در عمق، به صورت نمایی تغییر می

ی  این محیط، تحذت بارگذذاری قذائم یکنواخذت واقذع بذر صذفحه       

ای قرار دارد و هدف، ارائذه پاسذخ گذرین و تحلیذل اثذر ایذن        دایره

 مگنی بر پاسخ محیط است.ناه

معادلات حاکم در نظر گرفته شذده بذرای ایذن محذیط، حالذت      

𝑢 − 𝑝     اسذت   از معادلات بیو بوده که توسط زینکذویچ ارائذه شذده

[. در ادامه، نخست، معادلات حاکم بر این محیط، ارائه شذده و  21]

 سپس به حل آنها پرداخته خواهد شد.

 تئوری بیو و معادلات حاکم -2

ساس مطالعات ترزاقذی، معذادلات دینذامیکی حذاکم بذر      بیو بر ا

  یذن روابذط کذه ریشذه    ا[. 6, 5محیط متخلخل اشذباع را ارائذه داد ]  

آزمایشگاهی دارند، بذا ایذن فذرض کذه بذا بارگذذاری روی محذیط        

شذود،   متخلخل اشباع، بخشی از نیرو توسط سیال منفذی تحمل می

اسذاس، مفهذوم    کننذد. بذراین   سازی می رفتار محیط متخلخل را مدل

 شود: تنش مؤثر به شکل زیر بیان می

(1) 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗
𝑠 + 𝜎𝑓𝛿𝑖𝑗, 

𝜎𝑖𝑗(، 1)  در رابطه
𝑠  تنشی است که به اسکلت جامد محیط منتقل

تنشی است که توسط سیال  𝜎𝑓شود که بیانگر تنش مؤثر بوده و  می

کذه   ی دلتای کرونکذر اسذت   دهنده ، نشان𝛿𝑖𝑗شود.  منفذی تحمل می

 شود: ( تعریف می2)  طبق رابطه

(2) 𝛿𝑖𝑗 = {
1   𝑖𝑓   𝑖 = 𝑗
0   𝑖𝑓   𝑖 ≠ 𝑗

 

 
 شکل شماتیک محیط متخلخل اشباع با نفوذپذیری ناهمگن .1شکل 

Fig. 1. The schematic representation of a saturated porous medium 

with heterogeneous permeability  

ای هسذتند   ، بیانگر جهت در مختصات استوانه𝑗و  𝑖های  زیروند

)شذعاعی(   rتوانذد   ها می به تقارن محوری مسئله، مقدار آن و باتوجه

 )محوری( باشد. zو 

ی بیو، معادلات تعذادل   سازی شده ساده  مطابق با فرعیات رابطه

آیند  دینامیکی و قانون دارسی به ترتیب، به صورت زیر به دست می

[21:] 

(3) 𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐹𝑖 = 𝜌𝑢̈𝑖 , 

(4) 𝑤̇𝑖 = 𝑞𝑖 =
−𝜅

𝜂
(𝑝,𝑖 + 𝜌𝑓𝑢̈𝑖 − 𝑓𝑖), 

نیذروی حجمذی وارد بذر محذیط و      𝑓𝑖و  𝐹𝑖 (،4و  3در روابط )

، به ترتیب، نفوذپذیری محیط و لزجذت  𝜂و  𝜅 سیال منفذی هستند.

چگذالی   𝜌، فشذار منفذذی سذیال اسذت.     𝑝باشند و  سیال منفذی می

𝜌محیط است که با رابطه  = 𝜌𝑠(1 − 𝜑) + 𝜑𝜌𝑓 شود.   تعیین می 

به ترتیب، نسذبت تخلخذل، چگذالی     𝜌𝑠و  𝜑،𝜌𝑓در این رابطه، 

 باشند. فذی و چگالی اسکلت جامد میسیال من

های مکذانی، بذه شذکل     لازم به ذکر است که در این متن، مشتق

، 𝐟اند؛ به این صورت کذه بذرای بذردار دلخذواه      اندیسی نوشته شده

𝑓𝑖,𝑗 = 𝜕𝑓𝑖 𝜕𝑥𝑗⁄     بذذوده و مشذذتق کمیذذت اسذذکالر𝑓  بذذه شذذکل ،

𝑓,𝑖 = 𝜕𝑓 𝜕𝑥𝑖⁄ هذا   اسذت. همچنذین، نقذاط روی پذارامتر     نوشته شده

مشذتق    ها نسبت به زمان است که تعداد نقاط، مرتبه بیانگر مشتق آن

هذذای اسذذکلت جامذذد و   تغییرمکذذان 𝑤𝑖و  𝑢𝑖دهنذذد.  را نشذذان مذذی

شود  به صورت زیر تعریف می 𝑤𝑖مکان نسبی سیال هستند که  تغییر

[22:] 

(5) 𝑤𝑖 = 𝜑(𝑢𝑖
𝑓

− 𝑢𝑖),   (𝑖 = 1,2,3) 

𝑢𝑖(، 5)  در رابطه
𝑓    ،تغییرمکان سیال منفذی است. بذدین ترتیذب

 [:22( بیان کرد ]6)  پیوستگی سیال را مطابق با رابطه  بیو معادله

(6) 𝜁̇ + 𝑞𝑖,𝑖 = 0, 

𝜁̇   تغییرات حجم سیال در واحد حجم است که به صورت زیذر
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 [:22شود ] تعریف می

(7) 𝜁 = 𝛼𝜀𝑘𝑘
𝑠 +

1

𝑀
𝑝, 

، عرایب بیو هستند که از روابط زیر به 𝑀و  𝛼(، 7ی ) در رابطه

 [:22آیند ] دست می

(8) 𝛼 = 1 −
𝐾

𝐾𝑠
, 

(9) 1

𝑀
= (

1

𝐾𝑠
(𝛼 − 𝜑) +

𝜑

𝐾𝑓
), 

𝜀𝑖𝑗همچنذذین کذذرنش اسذذکلت جامذذد، 
𝑠 (10)  رابطذذه، مطذذابق بذذا 

 [:21باشد ] می

(10) 𝜀𝑖𝑗
𝑠 =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗

𝑓
− 𝑢𝑗,𝑖), (𝑖, 𝑗 = 1,2,3) 

ترتیب، مدول بالذک تذوده،    به  𝐾𝑓و  𝐾 ،𝐾𝑠(، 9و  8در روابط )

به ایذن کذه بارگذذاری     منفذی هستند. باتوجه  اسکلت جامد و سیال

ی متقذارن   مسئله، قائم و یکنواخت اسذت، مسذئله بذه یذک مسذئله     

کذرنش   -شود. در ایذن حالذت، معذادلات تذنش      محوری تبدیل می

ی موردنظر در حالت متقارن محوری در مختصذات   حاکم بر مسئله

 به شرح زیر خواهند بود: (r-zی )ا استوانه

(11) 𝜎𝑟𝑟 = (𝐾 +
4

3
𝐺)

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+ (𝐾 −

2

3
𝐺) (

𝑢𝑟

𝑟
) 

+(𝐾 −
2

3
𝐺) (

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) − 𝛼𝑝, 

(12) 𝜎𝑧𝑧 = (𝐾 +
4

3
𝐺) (

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) + (𝐾 −

2

3
𝐺) (

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
) 

+(𝐾 −
2

3
𝐺) (

𝑢𝑟

𝑟
) − 𝛼𝑝, 

(13) 𝜎𝑟𝑧 = (𝐺) (
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
), 

(14) 𝑝 = −𝛼𝑀𝑢𝑖,𝑖 + 𝑀𝜁, 

مذدول برشذی تذوده مذورد بررسذی       𝐺، (14الی  11در روابط )

𝜂است. در غیاب نیروی لزجت،  = و  4(، )3، به کمذک روابذط )  0

، با اسذتفاده از  𝜅(𝑧)( و در نظر گرفتن نفوذپذیری متغیر در عمق، 6

(، معادلات تعذادل دینذامیکی حذاکم بذر محذیط      14الی  11روابط )

بذه  متخلخل ناهمگن اشباع شده با سیال غیرلذزج بذه صذورت زیذر     

 [:23آیند ] دست می

(15) 
(𝐾 +

4

3
𝐺)(

𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
−

𝑢𝑟

𝑟2
) + 𝐺

𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑧2
 

+(𝐾 +
1

3
𝐺) (

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑟𝜕𝑧
) − 𝛼

𝜕𝑝

𝜕𝑟
− 𝜌

𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑏𝑟 = 0, 

(16) 
(𝐾 +

4

3
𝐺)(

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
) + 𝐺 (

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
) 

+(𝐾 +
1

3
𝐺) (

𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑟𝜕𝑧
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑧
) 

−𝛼
𝜕𝑝

𝜕𝑧
− 𝜌

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑏𝑧 = 0, 

(17) 
𝜅(𝑧) (

𝜕2𝑝

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝑟
+

𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
) 

+(𝜅(𝑧)𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
) (

𝑢𝑟

𝑟
+

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) 

+
𝜕𝜅(𝑧)

𝜕𝑧
(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑓

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑓𝑏𝑧) 

−𝜅(𝑧)𝜌𝑓 (
𝑏𝑟

𝑟
+

𝜕𝑏𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑏𝑧

𝜕𝑧
) = 0, 

نیذذروی حجمذذی محذذیط اسذذت.   𝑏𝑖(، 17الذذی  15در روابذذط )

بذه   𝜅(𝑧)همچنین، نفوذپذیری محیط با تغییذرات نمذایی در عمذق،    

 شود: شکل زیر تعریف می

(18) 𝜅(𝑧) = 𝜅0𝑒
𝛿𝜅𝑧, 

، شاخص 𝛿𝜅فضا بوده و  ، نفوذپذیری محیط در سطح نیم𝜅0که 

ناهمگنی نفوذپذیری است که نرخ تغییرات نفوذپذذیری محذیط در   

( با کمک 17)  علامت آن منفی است. رابطهدهد و  عمق را نشان می

پیوستگی، برای محیط بذا نفوذپذذیری متغیذر در      (، رابطه18)  رابطه

 آید: عمق، مطابق زیر به دست می

(19) 
𝜅0 (

𝜕2𝑝

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝑟
+

𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
) 

+(𝜅0𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
) (

𝑢𝑟

𝑟
+

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) 

+𝛿𝜅𝜅0 (
𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑓

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
) 

−𝜅𝜌𝑓 (
𝑏𝑟

𝑟
+

𝜕𝑏𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑏𝑧

𝜕𝑧
) = 0, 

(، معادلات حاکم بر محیط متخلخل نذاهمگن  19و  16، 15روابط )

اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج تحذت بارگذذاری متقذارن محذوری     

هذای   هستند. با حل ایذن معذادلات، پاسذخ سیسذتم شذامل تغییرمکذان      

منفذی سذیال  ، و فشار z، و عمق، rاسکلت جامد در راستاهای شعاعی، 

شوند که در ادامه به حل این دستگاه معادله دیفرانسیل درگیذر   تعیین می

 شود. تحلیلی مبتنی بر معرفی توابع پتانسیل پرداخته می با روش نیمه

 تعیین توابع پتانسیل -3

تذوان بذه    ( را در غیاب نیروی حجمی مذی 19و  16، 15روابط )

 صورت زیر نوشت:
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(20) 𝑳𝑼 = 𝟎, 

 ،U، ، ماتریس عملگر بوده که در بردار مجهولاتL(، 20)  در رابطه

در دو راستای شعاعی و عمقی و فشار سذیال منفذذی،     شامل تغییرمکان

 ( به صورت زیر است:20)  رابطه  شده شود. شکل باز عرب می

(21) 

[
 
 
 
 
 
 𝛻𝑟𝑧

2 + 𝛽1𝛻𝑟
2 − 𝜌̃

𝜕2

𝜕𝑡2
𝛽1 (

𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝑧
) −𝛼̃

𝜕

𝜕𝑟

𝛽1 (
𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝑧
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑧
) 𝛽3 (

𝜕2

𝜕𝑧2
) + 𝛻𝑟

2 − 𝜌̃
𝜕2

𝜕𝑡2
−𝛼̃

𝜕

𝜕𝑧

(𝜅̃𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
) (

1

𝑟
+

𝜕

𝜕𝑟
) (𝜅̃𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
) (

𝜕

𝜕𝑧
) + 𝛿𝜅𝜅̃𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜅̃𝛻𝑟𝑧

2 + 𝛿𝜅𝜅̃ (
𝜕

𝜕𝑧
)
]
 
 
 
 
 
 

[

𝑢𝑟

𝑢𝑧

𝑝
] = 0, 

 که در آن:

(22) 
𝛻𝑟𝑧

2 = (
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

𝜕2

𝜕𝑧2
) , 𝜌̃ =

𝜌

𝐺
, 𝛼̃ =

𝛼

𝐺
,  

𝛻𝑟
2 = (

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) , 𝜅̃ =

𝜅0

𝐺
,𝛽1 =

𝐾 + 𝐺/3

𝐺
, 

𝛽2 = 𝐺,  𝛽3 =
𝐾 + (4 3⁄ )𝐺

𝐺
, 

ای  گونذه   بذا سذه مؤلفذه، بذه     Fحال، یک بردار دلخواه مجهول 

(، به صورت زیذر  21شود که بردار مجهولات در رابطه ) تعریف می

 بیان شود: Fبرحسب بردار 

(23) 𝑼 = 𝑎𝑑𝑗(𝑳)𝑭, 

( صذدق  33)  اسذت و در رابطذه   Lماتریس الحاقی  𝑎𝑑𝑗(𝑳)که 

 کند: می

(24) 𝑑𝑒𝑡(𝑳)𝑰 = 𝑳𝑎𝑑𝑗(𝑳), 

( 23است. بذا جذایگزینی )   3×3ماتریس یکه  𝑰(، 24)  در رابطه

( به شکل زیر به دسذت  25)  رابطه، (24)  و به کمک رابطه (20در )

 آید: می

(25) 𝑑𝑒𝑡(𝑳)𝐹𝑖 = 0,   (𝑖 = 1,2,3) 

غیردرگیذر    ( یک دستگاه معادلذه 25)  شود که معادله حظه میملا

 Fاست که با حل این معادلات، بذردار   Fهای بردار  برحسب مؤلفه

آینذد. بذه منظذور     معین شده و به کمک آن مجهولات به دست مذی 

تنهذا یذک مؤلفذه     Fشود که بذردار   سازی روند حل، فرض می ساده

 صورت زیر دارد: به

(26) 
𝑭 = [

0
𝐹
0
], 

به دسذت   Fدر این حالت، مجهولات تنها برحسب تابع اسکالر 

( به یک معادلذه دیفرانسذیل   25آیند. همچنین، دستگاه معادلات ) می

 تبدیل خواهد شد. 6جزئی مرتبه 

(27) 𝑑𝑒𝑡(𝑳)𝐹 = 0, 

(، مجهولات مسئله به شکل زیذر بذه دسذت    23)  مطابق با رابطه

 آیند: می

(28) 
𝑢𝑟 = {(−𝜅̃𝛽1

𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝑧
) (𝛻𝑟𝑧

2 +
𝛼̃

𝛽1

𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
) 

−𝛿𝜅𝜅̃
𝜕

𝜕𝑟
(𝛽1

𝜕2

𝜕𝑧2
− 𝛼̃𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
)}𝐹, 

(29) 
𝑢𝑧 = {𝜅̃ [(□0

2 + 𝛽1𝛻𝑟
2)𝛻𝑟𝑧

2 + 𝛼̃𝛻𝑟
2 (𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
)] 

+𝛿𝜅𝜅̃
𝜕

𝜕𝑧
(

𝜕2

𝜕𝑧2
− 𝜌̃

𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝛻𝑟

2(1 + 𝛽1))} 𝐹, 

(30) 
𝑝 = −{

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝑡
(𝜅̃𝜌𝑓

𝜕

𝜕𝑡
□0

2) 

+(□0
2 + 𝛽1𝛻𝑟

2) (𝛿𝜅𝜅̃𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
)}𝐹, 

 که در آن:

(31) 
□0

2 = 𝛻𝑟𝑧
2 − 𝜌̃

𝜕2

𝜕𝑡2
, □1

2 = 𝛻𝑟𝑧
2 −

𝜌̃

1 + 𝛽1

𝜕2

𝜕𝑡2
, 

□2
2 = (1 + 𝛽1) 

(𝛻𝑟𝑧
2 −

1

(1 + 𝛽1)

𝜕2

𝜕𝑡2
(𝜌̃ − 𝛼̃𝜌𝑓)), 

بذه   (،27)  ، مطذابق بذا رابطذه   Fحاکم بذر تذابع     همچنین معادله

 صورت زیر است: 

(32) 𝑑𝑒𝑡(𝑳)𝐹 = {𝜅̃(1 + 𝛽1)𝛻𝑟𝑧
2 □1

2□0
2 

+[𝜅̃𝛼̃𝜌
𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
] [𝛻𝑟𝑧

2 □0
2] 

+𝛿𝜅𝜅̃
𝜕

𝜕𝑧
(□0

2□2
2)}𝐹 = 0, 

ی دیفرانسذیل بذذا   ( یذک معادلذذه 32ی ) توجذه شذذود کذه معادلذذه  

آیذد   به دست می Fمشتقات جزئی است که با حل آن، تابع پتانسیل 

( مجهولات مسذئله تعیذین   30و  29 ،28)  و پس از آن، مطابق رابطه

تذوان   ، مذی 𝜔با فذرض تحریذک هارمونیذک بذا فرکذانس       شوند. می

 (، هارمونیک در نظر گرفت:33)  رابطهمتغیرهای مسئله را مطابق با 
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(33) [𝑢𝑖, 𝑝, 𝜎𝑖𝑗 , 𝐹](𝑟, 𝑧, 𝑡)   
= 𝑒𝑖𝜔𝑡[𝑢̅𝑖, 𝑝̅, 𝜎𝑖𝑗 , 𝐹̅](𝑟, 𝑧), (𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝑧) 

تبذذدیل انتگرالذذی هنکذذل، یذذک تبذذدیل بسذذیار کذذاربردی بذذرای  

تذوان بذه کمذک آن مسذئله را از      های نامحدود است کذه مذی   محیط

 fاُم تذابع   mمستقل کرد. تبدیل انتگرالی مرتبذه  ، (rراستای شعاعی )

 [:24شوند ] صورت زیر تعریف می و همچنین تبدیل معکوس آن به

(34) 
𝑓𝑚(𝜉) = 𝐻𝑚[𝑓(𝑟)] = ∫ 𝑟𝑓(𝑟)𝐽𝑚(𝜉𝑟)d𝑟

∞

0

, 

(35) 
𝑓(𝑟) = 𝐻𝑚

−1[𝑓𝑚(𝜉)] = ∫ 𝜉𝑓(𝜉)𝐽𝑚(𝜉𝑟)d𝜉,

∞

0

 

پذارامتر تبذدیل    𝜉و  mتابع بسل نوع اول از مرتبه  𝐽𝑚که در آن 

دیفرانسیل   (، معادله32)  ( بر معادله34و  33است. با اعمال روابط )

 آید: به شکل زیر به دست می Fمعمولی حاکم بر تابع پتانسیل 

(36) 
[𝐼6(𝜉)

d6

d𝑧6
+ 𝐼5(𝜉)

d5

d𝑧5
+ 𝐼4(𝜉)

d4

d𝑧4
 

+𝐼3(𝜉)
d3

d𝑧3
+ 𝐼2(𝜉)

d2

d𝑧2
+ 𝐼1(𝜉)

d

d𝑧
 

+𝐼0(𝜉)]𝐹̅
𝑚=0 = 0, 

 که در آن

(37) 𝐼6(𝜉) = 𝜅̃(1 + 𝛽1), 
𝐼5(𝜉) = (1 + 𝛽1)𝛿𝜅𝜅̃, 
𝐼4(𝜉) = −3𝜅̃(1 + 𝛽1)𝜉

2 + 
+𝜔 ((2 + 𝛽1)𝜅̃𝜌̃𝜔 − 𝛼̃𝜌𝑓𝜔𝜅̃), 
𝐼3(𝜉) = 𝛿𝜅𝜅̃ (𝜔2 ((2 + 𝛽1)𝜌̃ − 𝛼̃𝜌𝑓)

− 2(1 + 𝛽1)𝜉
2), 

𝐼2(𝜉) = 3𝜅̃(1 + 𝛽1)𝜉
4 + 𝜙1𝜉

2 
−𝑖𝜔3𝜌̃(𝑖𝜅̃𝜌̃𝜔 − 𝑖𝛼̃𝜅̃𝜌𝑓𝜔), 
𝐼1(𝜉) = 𝛿𝜅𝜅̃(𝜌̃𝜔2 − 𝜉2)(𝜔2(𝜌̃ − 𝛼̃𝜌𝑓)

− (1 + 𝛽1)𝜉
2), 

𝐼0(𝜉) = −𝜅̃(1 + 𝛽1)𝜉
6 + 𝜙2𝜉

4 + 𝜙3𝜉
2, 

به صورت زیر تعریف  𝜙3و  𝜙1 ،𝜙2(، عرایب 37ی ) در رابطه

 شوند: می

(38) 𝜙1 = 2𝜔 ((2 + 𝛽1)𝜅̃𝜌̃𝜔 + 𝛼̃𝜅̃𝜌𝑓𝜔), 
𝜙2 = 𝜔 ((2 + 𝛽1)𝜅̃𝜌̃𝜔 − 𝛼̃𝜅̃𝜌𝑓𝜔), 
𝜙3 = 𝜔3𝜌̃(−𝜅̃𝜌̃𝜔 + 𝛼̃𝜅̃𝜌𝑓𝜔), 

هذا،   ، تغییرمکذان 𝐹̅𝑚=0( و تعیذین  36با حل معادله دیفرانسیل )

و  12، 30، 29، 28تیذب در روابذط )  ها که به تر فشار منفذی و تنش

فرکانس به شکل زیر به دسذت   -( ارائه شدند، در فضای هنکل 13

 آیند: می

(39) 𝑢̅𝑟
𝑚=1 = {(𝜅̃𝛽1𝜉

𝑑

𝑑𝑧
) (𝛻𝑟𝑧

2 −
𝛼̃

𝛽1

𝜌𝑓𝜔
2) 

+𝛿𝜅𝜉𝜅̃ (𝛽1

𝑑2

𝑑𝑧2
− 𝛼̃𝜌𝑓𝜔

2)} 𝐹̅𝑚=0, 

(40) 𝑢̅𝑧
𝑚=0 = {𝜅̃[(□̅0

2𝑚 − 𝛽1𝜉
2)𝛻𝑟𝑧

2 + 𝛼̃𝜉2𝜌𝑓𝜔
2] 

+𝜅̃𝛿𝜅

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑑2

𝑑𝑧2
+ 𝜌̃𝜔2 − 𝜉2(1 + 𝛽1))} 𝐹̅𝑚=0, 

(41) 𝑝̅𝑚=0 = −{𝑖𝜔
d

d𝑧
(𝜅̃𝜌𝑓𝑖𝜔□̅0

2𝑚) 
−(□̅0

2𝑚 − 𝛽1𝜉
2)(𝛿𝜅𝜅̃𝜌𝑓𝜔

2)}𝐹̅𝑚=0, 

(42) 𝜎𝑧𝑧
𝑚=0 = (𝐾 +

4

3
𝐺) (

d

d𝑧
𝑢̅𝑧

𝑚=0) 

+(𝐾 −
2

3
𝐺) (𝜉𝑢̅𝑟

𝑚=0), 

(43) 𝜎𝑟𝑧
𝑚=1 = 𝐺 (

d

d𝑧
𝑢̅𝑟

𝑚=1 − 𝜉𝑢̅𝑧
𝑚=0), 

( از نوع معمولی و 36دیفرانسیل )  در نظر گرفته شود که معادله

است که به صورت تحلیلی قابل حل بذوده و پاسذخ آن    zوابسته به 

 به شکل زیر است:

(44) 𝐹̅𝑚=0(𝜉, 𝑧, 𝜔) = 𝐴(𝜉, 𝜔)𝑒−𝜆1𝑧 
+𝐵(𝜉, 𝜔)𝑒−𝜆2𝑧 + 𝐶(𝜉, 𝜔)𝑒−𝜆3𝑧 
+𝐷(𝜉, 𝜔)𝑒𝜆4𝑧 + 𝐸(𝜉, 𝜔)𝑒𝜆5𝑧 + 𝐺(𝜉, 𝜔)𝑒𝜆6𝑧, 

𝜆𝑖ن کذه در آ  , (𝑖 = 1 ∼ 6) > هذذای معادلذذه  قذذدرمطلق ریشذه  0

بوده و شامل سه ریشه مثبذت و سذه    𝐹̅𝑚=0معادله حاکم بر   مشخصه

انذد. در اینجذا    ( مشذخص شذده  44ریشه منفی اسذت کذه در رابطذه )   

رعایت شرط منظم بودن در مرزهای دوردست عروری است. شذرط  

𝑟نخست، شرط منظم بودن در مرزهای دوردسذت   → اسذت کذه    ∞

اسذت.   (، رعایذت شذده  34)  این موعوع توسط تبدیل هنکذل، رابطذه  

𝑧شرط دیگر، منظم بودن پاسخ در مرزهای دوردسذت   → اسذت   ∞

( رعایت شود. باتوجه به این که پاسخ مسئله در 44)  که باید در رابطه

هذای   اعماق دوردست باید به سمت صفر میذل کنذد، عذرایب ریشذه    

شذوند.   (، صفر در نظر گرفته می44)  رابطه مثبت معادله دیفرانسیل در

 شود: در نتیجه پاسخ معادله دیفرانسیل به شکل زیر نوشته می

(45) 𝐹̅𝑚=0(𝜉, 𝑧, 𝜔) = 𝐴(𝜉, 𝜔)𝑒−𝜆1𝑧 + 𝐵(𝜉, 𝜔)𝑒−𝜆2𝑧 
+𝐶(𝜉, 𝜔)𝑒−𝜆3𝑧, 

( حاصذل  46)  (، رابطذه 36)  ( در رابطذه 45با قرار دادن عبارت )

 شود: می

(46) 𝐼6(𝜉, 𝜔)𝜆𝑖
6 − 𝐼5(𝜉, 𝜔)𝜆𝑖

5 + 𝐼4(𝜉, 𝜔)𝜆𝑖
4 

−𝐼3(𝜉, 𝜔)𝜆𝑖
3 + 𝐼2(𝜉, 𝜔)𝜆𝑖

2 − 𝐼1(𝜉, 𝜔)𝜆𝑖
1 

+𝐼0(𝜉, 𝜔) = 0, 
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(، مقذذدار 45( و بذذا تعریذذف ) 46جبذذری )  بذذا حذذل معادلذذه  

𝜆𝑖 , (𝑖 = 1 ∼ و  A ،B( عذرایب  45)  آید. در معادله به دست می (3

C آینذد.   به شرایط مرزی مسئله و بارگذذاری بذه دسذت مذی     باتوجه

𝑧شرط مرزی در  = روی  Vشامل تنش معلذوم قذائم بذه مقذدار      0

و فشار منفذی سیال برابر صفر، است. در  aای به شعاع  سطح دایره

 ( نوشت:47)  توان مطابق رابطه نتیجه شرایط مرزی مسئله را می

(47) 𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧 = 0, 𝑡) = 𝑉(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜎𝑟𝜃(𝑟, 𝑧 = 0, 𝑡) = 0              

𝜎𝜃𝑧(𝑟, 𝑧 = 0, 𝑡) = 0              

} 𝑟 ≤ 𝑎, 

𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑟𝜃 = 𝜎𝜃𝑧 = 0  , 𝑟 > 𝑎, 
𝑝(𝑟, 𝑧 = 0, 𝑡) = 0   , 𝑟 ≥ 0, 

( 47( و بذذه کمذذک )43و  42، 41( در )45گذذذاری ) بذذا جذذای

فرکانس به صورت زیذر   -دستگاه معادلات جبری در فضای هنکل 

 آید: به دست می

(48) 𝜎𝑟𝑧
𝑚=1(𝜉, 𝑧 = 0, 𝜔) = 𝐴𝑤1(𝜉, 𝜔) 

+𝐵𝑤2(𝜉, 𝜔) + 𝐶𝑤3(𝜉, 𝜔) = 0 
𝜎𝑧𝑧

𝑚=0(𝜉, 𝑧 = 0, 𝜔) = 𝐴𝜈1(𝜉, 𝜔) 
+𝐵𝜈2(𝜉, 𝜔) + 𝐶𝜈3(𝜉, 𝜔) = 𝑍𝑚=0(𝜉), 
𝑝̅𝑚=0(𝜉, 𝑧 = 0, 𝜔) = 𝐴𝑥1(𝜉, 𝜔) 
+𝐵𝑥2(𝜉, 𝜔) + 𝐶𝑥3(𝜉, 𝜔) = 0, 

، Vی بارگذاری تنش معلوم قذائم،   ، تبدیل یافته𝑍𝑚=0که در آن 

𝑥𝑖 هنکل است. مقدار   در فضای , 𝜈𝑖  , 𝑤𝑖  برای𝑖 = بذه شذرح    1,2,3

 زیر است:

(49) 𝑤𝑖(𝜉, 𝜔) = 𝐺𝜉{𝜆𝑖
4𝜅̃[𝛽1 − 1] 

−𝜆𝑖
3[𝛿𝜅𝜅̃(𝛽1

− 1)] 

+𝜆𝑖
2 [−𝜔 (𝜅̃𝜌̃𝜔 + 𝜅̃𝛼̃𝜌

𝑓
𝜔) + 2𝜅̃𝜉2] 

+𝜆𝑖 [𝛿𝜅𝜅 (𝜔2 (𝜌̃ + 𝛼̃𝜌
𝑓
) − (1 + 𝛽

1
)𝜉2)] 

+[−𝑖𝜔(𝑖𝜅̃𝜌̃𝜔 − 𝑖𝛼̃𝜅̃𝜔𝜌𝑓)𝜉
2 − (1 + 𝛽1)𝜅̃𝜉4]}, 

(50) 𝜈𝑖(𝜉, 𝜔) = 𝜆𝑖{𝜆𝑖
4[−𝜅̃𝐶3333] 

+𝜆𝑖
3[𝐶3333𝛿𝜅𝜅̃] 

+𝜆𝑖
2[𝐶3333𝑖𝜔(𝑖𝜔𝜅̃𝜌̃) + 

(−𝛽1𝐶1133 + (2 + 𝛽1)𝐶3333)𝜉
2𝜅̃] 

+𝜆𝑖[𝛿𝜅𝜅̃ 

(𝐶3333𝜌̃𝜔2 − (1 + 𝛽1)𝐶3333𝜉
2 + 𝐶1133𝛽1𝜉

2)] 

−𝐶3333 (𝜅̃(1 + 𝛽
1
) (𝜉2 −

𝜌̃𝜔2

1 + 𝛽
1

) 

(𝜉2) + 𝛼̃𝜅̃𝜉2(𝜌𝑓𝜔
2)) 

+𝜉2𝐶1133 (𝜅̃𝛽
1
(𝜉2) + 𝛼̃𝜅̃ (𝜌

𝑓
𝜔2)) 

−
𝐶1133𝛼̃𝜌

𝑓

𝜆𝑖

𝜉2𝜔2𝛿𝜅𝜅̃}, 

(51) 𝑥𝑖(𝜉, 𝜔) = 𝜆𝑖
3[−𝜅̃(𝜌𝑓𝜔

2)] 
+𝜆𝑖

2 [𝛿𝜅𝜅̃𝜌
𝑓
𝜔2] 

−𝜆𝑖 [𝜔 (𝜅̃𝜌
𝑓
𝜔) (𝜌̃𝜔2 − 𝜉2)] 

+𝛿𝜅𝜅̃𝜔2𝜌
𝑓
(𝜌̃𝜔2 − (1 + 𝛽

1
)𝜉2), 

به همسان بودن محیط، تنها دو عذریب الاسذتیک کذافی     باتوجه

(، 50ی ) در رابطذه  𝐶1133و  𝐶3333است که در این راستا، عذرایب  

 صورت زیر خواهند بود: به

(52) 𝐶3333 = 𝐾 +
4

3
𝐺, 

𝐶1133 = 𝐾 −
2

3
𝐺, 

  بذه  Cو  A ،B(، توابذع مجهذول   48با حذل دسذتگاه معذادلات )   

 آیند: صورت زیر به دست می

(53) 𝐴(𝜉, 𝜔) =
1

𝐼(𝜉, 𝜔)
{𝑍𝑚=0(𝜉) 

[𝑤2(𝜉, 𝜔)𝑥3(𝜉, 𝜔) − 𝑤3(𝜉, 𝜔)𝑥2(𝜉, 𝜔)]}, 

(54) 𝐵(𝜉, 𝜔) =
−1

𝐼(𝜉, 𝜔)
{𝑍𝑚=0(𝜉) 

[𝑤1(𝜉, 𝜔)𝑥3(𝜉, 𝜔) − 𝑤3(𝜉, 𝜔)𝑥1(𝜉, 𝜔)]}, 

(55) 𝐶(𝜉, 𝜔) =
1

𝐼(𝜉, 𝜔)
{𝑍𝑚=0(𝜉) 

[𝑤1(𝜉, 𝜔)𝑥2(𝜉, 𝜔) − 𝑤2(𝜉, 𝜔)𝑥1(𝜉, 𝜔)]}, 

 که در آن

(56) 𝐼(𝜉, 𝜔) = 𝜈1(𝑤2𝑥3 − 𝑤3𝑥2) 
+𝜈2(𝑤3𝑥1 − 𝑤1𝑥3) + 𝜈3(𝑤1𝑥2 − 𝑤2𝑥1), 

، 40(، )39( در )45گذذاری )  با یافتن عرایب مجهول و با جای

ها در دامنذه   ها، فشار منفذی سیال و تنش (، تغییرمکان43و  42، 41

 آیند: فرکانس به دست می -هنکل 

(57) 𝑢̅𝑧
𝑚=0(𝜉, 𝑧, 𝜔) = {𝜅̃[𝜆1

4𝐴𝑒−𝜆1𝑧 
+𝜆2

4𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
4𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 

+𝛿𝜅𝜅̃[−𝜆1
3𝐴𝑒−𝜆1𝑧 − 𝜆1

3𝐵𝑒−𝜆2𝑧 − 𝜆1
3𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 

−[𝜅̃(𝜉2) + 𝜅̃(1 + 𝛽1) (𝜉2 −
𝜌̃𝜔2

1 + 𝛽1

)] 

[𝜆1
2𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
2𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 

+𝛿𝜅𝜅̃(1 + 𝛽1) (−𝜉2 +
𝜌̃𝜔2

1 + 𝛽
) 

[−𝜆1𝐴𝑒−𝜆1𝑧 − 𝜆2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 − 𝜆3𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 

+[𝜅̃(1 + 𝛽1) (𝜉2 −
𝜌̃𝜔2

1 + 𝛽
) (𝜉2) 

+𝜅̃𝛼̃𝜉2(𝜌𝑓𝜔
2)] 

× [𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝐶𝑒−𝜆3𝑧]}, 

(58) 𝑢̅𝑟
𝑚=1(𝜉, 𝑧, 𝜔) = {𝜅̃𝛽1𝜉[−𝜆1

3𝐴𝑒−𝜆1𝑧 
−𝜆2

3𝐵𝑒−𝜆2𝑧 − 𝜆3
3𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 
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+𝛿𝜅𝜅̃𝛽
1
𝜉[𝜆1

2𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 

𝜆2
2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3

2𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 

+𝜉[𝛼̃𝜔 (𝜅̃𝜌
𝑓
𝜔) 

+𝛽
1
(𝜅̃𝜉2)][𝜆1𝐴𝑒−𝜆1𝑧 

+𝜆2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3𝐶𝑒−𝜆3𝑧] 

−𝛿𝜅𝛼̃𝜅̃𝜌
𝑓
𝜔2𝜉[𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝐶𝑒−𝜆3𝑧]}, 

(59) 𝑝̅𝑚=0(𝜉, 𝑧, 𝜔) = {−𝜅̃[𝜌𝑓𝜔
2] 

(𝜆1
3𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

3𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
3𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

+[𝛿𝜅𝜅̃𝜌𝑓𝜔
2] 

(𝜆1
2𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
2𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

−[𝜔(𝜅̃𝜌𝑓𝜔)(𝜌̃𝜔2 − 𝜉2)] 

(𝜆1𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

+[𝛿𝜅𝜅̃𝜔2𝜌𝑓(𝜌̃𝜔2 − (1 + 𝛽1)𝜉
2)] 

(𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝐶𝑒−𝜆3𝑧)}, 

(60) 𝜎𝑟𝑧
𝑚=1(𝜉, 𝑧, 𝜔) = 𝐺𝜉{𝜅̃[𝛽1 − 1] 

× (𝜆1
4𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

4𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
4𝑒−𝜆3𝑧) 

−[𝛿𝜅𝜅̃(𝛽1 − 1)] × 

(𝜆1
3𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

3𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
3𝑒−𝜆3𝑧) 

+[−𝜔(𝜅̃𝜌̃𝜔 + 𝜅̃𝛼̃𝜌𝑓𝜔) + 2𝜅̃𝜉2] 

× (𝜆1
2𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

2𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
2𝑒−𝜆3𝑧) 

+[𝛿𝜅𝜅(𝜔2(𝜌̃ + 𝛼̃𝜌𝑓) − (1 + 𝛽1)𝜉
2)] 

× (𝜆1𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2𝑒
−𝜆2𝑧 + 𝜆3𝑒

−𝜆3𝑧) 

−[−𝑖𝜔(𝑖𝜅̃𝜌̃𝜔 − 𝑖𝛼̃𝜅̃𝜔𝜌𝑓)𝜉
2 − (1 + 𝛽1)𝜅̃𝜉4] 

× (𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝐶𝑒−𝜆3𝑧)}, 

(61) 𝜎𝑧𝑧
𝑚=0(𝜉, 𝑧, 𝜔) = {[−𝜅̃𝐶3333] 

(𝜆1
5𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

5𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
5𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

+[𝐶3333𝛿𝜅̃](𝜆1
4𝐴𝑒−𝜆1𝑧 

+𝜆2
4𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3

4𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 
+[𝐶3333𝑖𝜔(𝑖𝜔𝜅̃𝜌̃) + 

(−𝛽1𝐶1133 + (2 + 𝛽1)𝐶3333)𝜉
2𝜅̃] 

× (𝜆1
3𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

3𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
3𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

+[𝛿𝜅𝜅̃ 

(𝐶3333𝜌̃𝜔2 − (1 + 𝛽1)𝐶3333𝜉
2 + 𝐶1133𝛽1𝜉

2)] 

× (𝜆1
2𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2

2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3
2𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

(−𝐶3333 (𝜅̃(1 + 𝛽1) (𝜉2 −
𝜌̃𝜔2

1 + 𝛽1

) 

(𝜉2) + 𝛼̃𝜅̃𝜉2(𝜌𝑓𝜔
2)) 

+𝜉2𝐶1133(𝜅̃𝛽1(𝜉
2) 

+𝛼̃𝜅̃(𝜌𝑓𝜔
2))) 

× (𝜆1𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝜆2𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝜆3𝐶𝑒−𝜆3𝑧) 

−𝐶1133𝛼̃𝜌𝑓𝜉
2𝜔2𝛿𝜅𝜅̃ 

(𝐴𝑒−𝜆1𝑧 + 𝐵𝑒−𝜆2𝑧 + 𝐶𝑒−𝜆3𝑧)}, 

هنکل   یافته ( پاسخ سیستم را در فضای تبدیل61الی  57روابط )

وابسذته   𝜉مسذئله بذه    دهند و بذه همذین دلیذل، متغیرهذای     نشان می

ها از فضای هنکل به فضذای   اند. اکنون لازم است که این پاسخ شده

توان از تبذدیل معکذوس    واقعی انتقال یابند. برای انجام این کار، می

براسذاس ایذن    اسذت.  ( آمذده  35)  هنکل استفاده کرد کذه در رابطذه  

بذه   𝜉ر نهایذت بذا متغیذ    های نیمه بی ها به شکل انتگرال ، پاسخ رابطه

 آیند: دست می

(62) 
𝑢̅𝑟(𝑟, 𝑧, 𝜔) = ∫ 𝜉𝐽1(𝜉𝑟)𝑢̅𝑟

𝑚=1d𝜉,

∞

0

 

(63) 
𝑢̅𝑧(𝑟, 𝑧, 𝜔) = ∫ 𝜉𝐽0(𝜉𝑟)𝑢̅𝑧

𝑚=0d𝜉,

∞

0

 

(64) 
𝑝̅(𝑟, 𝑧, 𝜔) = ∫ 𝜉𝐽0(𝜉𝑟)𝑝̅

𝑚=0d𝜉,

∞

0

 

(65) 
𝜎𝑧𝑧(𝑟, 𝑧, 𝜔) = ∫ 𝜉𝐽0(𝜉𝑟)𝜎𝑧𝑧

𝑚=0d𝜉,

∞

0

 

(66) 
𝜎𝑟𝑧(𝑟, 𝑧, 𝜔) = ∫ 𝜉𝐽1(𝜉𝑟)𝜎𝑟𝑧

𝑚=1d𝜉,

∞

0

 

محاسبه است. لازم به  بالا، پاسخ هارمونیک قابلمطابق با روابط 

تر  (، پیش66الی  62های داخل انتگرال در روابط ) ذکر است عبارت

 اند. ( تعریف شده61الی  57در روابط )

ای بذه   مؤثر بذر سذطح دایذره    Rنیروی یکنواخت قائم به مقدار  

 صورت زیر تعریف کرد: توان به  را می aشعاع 

(67) 
𝑉(𝑟) = {

𝑅

𝜋𝑎2
, 𝑟 ≤ 𝑎

0,     𝑟 > 𝑎
, 

(، با اعمال تبدیل هنکل مرتبه صفر طبذق  48ی ) به رابطه باتوجه

(، تابع بارگذذاری قذائم یکنواخذت روی    67)  ( بر رابطه34ی ) رابطه

 [:25آید ] هنکل به شکل زیر به دست می  ای در دامنه سطح دایره

(68) 𝑍𝑚=0(𝜉) =
𝑅𝐽1(𝜉𝑎)

𝜋𝜉𝑎
, 

(، پاسذخ  48)  ( در رابطذه 68ی ) مطابق با رابطه 𝑍𝑚=0که با قرار دادن 

 آید. به دست می Rمسئله تحت بارگذاری قائم یکنواخت به مقدار 

 نتایج عددی و تحلیل -4

شذود کذه پاسذخ     (، مشذخص مذی  66تا  62با بررسی معادلات )

نهایت با هسته پیچیذده شذامل    های نیمه بی صورت انتگرال محیط به

است. وجود توابع نمایی و بسذل و پیچیذدگی    توابع بسل ظاهر شده

پذیر نباشد.  ها امکان شود که حل تحلیلی آن ها باعث می این انتگرال

های عددی بذرای بذرآورد انتگذرال     در چنین شرایطی، باید از روش

تذوان   استفاده کرد. همچنین، با دقت در عبذارات زیذر انتگذرال مذی    

نهایت میذل   مشاهده کرد در برخی نقاط خاص، مقدار انتگرال به بی

هذای زیذر انتگذرال     های مخذرج عبذارت   کند. این نقاط که ریشه می
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گیری  الای در مسیر انتگر ها و نقاط شاخه هستند، باعث ایجاد قطب

سذادگی   هذا نیذز بذه     شوند؛ بنذابراین، حذل عذددی ایذن انتگذرال      می

هذا را   ای مقذدار عذددی آن   ه و باید با تمهیدات ویژهپذیر نبود امکان

هذذا،  محاسذذبه کذذرد. روش متذذداول محاسذذبات ایذذن نذذوع انتگذذرال  

تذر در مرجذع    ها اسذت کذه پذیش    گیری به کمک قضیه مانده انتگرال

در این روش، انتگرال به چند بخش تقسیم است.  [ استفاده شده26]

ای بلافاصله پذیش   گیری روی مسیر از صفر تا نقطه شود: انتگرال می

، در 𝜀دایره بذا شذعاع کوچذک،     گیری روی یک نیم از قطب، انتگرال

ای بلافاصذله پذس از قطذب تذا      گیری از نقطه محل قطب، و انتگرال

اسذذت کذذه ذکذر   یذک مقذذدار بسذیار بذذزرط یذذا قطذب بعذذدی. قابذذل   

ی کذافی کوچذک    دایره که شعاع آن به اندازه گیری روی نیم انتگرال

صورت نصف مانده در محل  ها و به  است، با استفاده از روش مانده

شود برای محاسبه مقدار مانده در  قطب با علامت منفی محاسبه می

 شود. ( استفاده می69محل قطب از رابطه )

(69) 
Res(𝜉𝑝𝑜𝑙𝑒) = lim𝜉→𝜉𝑝𝑜𝑙𝑒

[
𝑓(𝜉)

d
d(𝜉)

𝐼(𝜉)
], 

، بذذه ترتیذذب، صذذورت و مخذذرج 𝐼(𝜉)و  𝑓(𝜉)،  در ایذذن رابطذذه

نقطه تکین یا قطب تابع است که  𝜉𝑝𝑜𝑙𝑒عبارت زیر انتگرال هستند. 

، Res(𝜉𝑝𝑜𝑙𝑒)برابر است با ریشذه مخذرج عبذارت زیذر انتگذرال و      

 تکین است.  مقدار مانده عبارت زیر انتگرال در نقطه

کذار   هذای بذه   حل ارائه شده و روش آزمایی راه ستیدر ابتدا برای در

فاز تحذت   ها، پاسخ محیط الاستیک تک رفته برای برآورد عددی انتگرال

بارگذاری دینامیکی قائم یکنواخت محاسبه شده و با پاسذخ موجذود در   

هذا بذا اسذتفاده از     شود. در این پذژوهش، پاسذخ   [ مقایسه می26مرجع ]

انذد. همچنذین، در    محاسبه شذده  Wolfram Mathematica 14افزار  نرم

است؛ بدین ترتیذب،   بعُد استفاده شده ارائه نتایج عددی از پارامترهای بی

𝑢̂𝑖صذورت   ، بذه 𝑢̂𝑖بعذد   بی  تغییرمکان = 𝑢̅𝑖𝑎𝜋𝐺/𝑅   منفذذی   و فشذار

𝑝̂صورت  ، به𝑝̂بعد،  بی = 𝑝̅𝜋𝑎2/𝑅 بعد،  و فرکانس بی𝜔0صذورت   ، به

𝜔0 = 𝜔𝑎√𝜌 𝐺⁄ شوند. تعریف می 

 آزمایی درستی -4-1

بذذه تشذذابه معذذادلات حذذاکم محذذیط الاسذذتیک و     بذذا توجذذه  

تذوان بذا تمهیذداتی پاسذخ موجذود را بذه محذیط         پوروالاستیک، می

فاز تعمیم داد. ایذن کذار بذا از بذین بذردن پارامترهذای        الاستیک تک

 پذیرد. مربوط به فشار منفذی آب صورت می

جذای صذفر قذرار      باید بذه  برای محاسبه پاسخ محیط الاستیک، 

دادن همه پارامترهای مربوط به سیال منفذی، مقدار عددی مناسذبی  

ها در نظر گرفت تا از واگرایی پاسذخ اجتنذاب کذرد. در     را برای آن

,𝜑نتیجذذه، بذذا قذذراردادن   𝜌𝑓 , 𝛿𝜅 = ,𝜂و همچنذذین  0 𝛼 = 10
−5

و  

𝜅,𝑀قراردادن  = 10
5

پاسخ محیط الاستیک را از معادلات توان  می 

  آزمذایی روش  منظور درسذتی  پوروالاستیک موجود استخراج کرد. به

فذاز تحذت    فضای الاسذتیک تذک   حل ارائه شده، پاسخ دینامیکی نیم

آمذده در مرجذع    دست ای به  بارگذاری قائم یکنواخت بر سطح دایره

رد (، مشخصات مصالح محیط مو2است. جدول ) [ انتخاب شده26]

 دهد. نظر را نشان می

های محذیط الاسذتیک    بندی به این که در روابط و فرمول باتوجه 

صورت تحلیلذی قابذل    مخرج جملات زیر انتگرال به   فاز، ریشه تک

گیذذری بذذرای مصذذالح  مسذذیر انتگذذرال  محاسذبه اسذذت، محذذل قطذذب  

آیذد.   سادگی بذه دسذت مذی    همسانگرد و مسئله متقارن محوری، به 

در فرکذذانس تحریذذک  (2بذذا توجذذه بذذه جذذدول )  بذذدین ترتیذذب،

𝜔0 = 𝜉𝑝𝑜𝑙𝑒در محل ، قطب 0/5 =  قرار دارد.  0/5438

فاز را تحت بار یکنواخذت   (، پاسخ محیط الاستیک تک2شکل )

𝜔0قائم با فرکانس  = ، پاسذخ   به شذکل  دهد. باتوجه  نشان می 0/5

آمده محیط الاستیک همگذن از معذادلات پوروالاسذتیک بذا      دست به

 ( منطبق هستند.2آمده در مرجع ) دست نتایج به

شذده در شذرایط اشذباع،     حل تحلیلی ارائذه  برای اعتبارسنجی راه

[ مقایسذه  16آمده با پاسخ تحلیلی موجود در مرجذع ]  دست نتایج به 

فضای متخلخل اشباع، همگذن   ند. در مرجع مذکور، تحلیل نیما شده

و همسانگرد جانبی بذا درنظرگذرفتن سذیال منفذذی لذزج و اعمذال       

حذال، بذا اعِمذال شذرایط       است. بذااین  بعدی ارائه شده بارگذاری سه

خذذاص، معذذادلات حذذاکم در مرجذذع بذذا معذذادلات ایذذن پذذژوهش   

سه، موارد زیر در مرجع برای انجام این مقایتطبیق خواهند بود.  قابل

 :[ باید در نظر گرفته شود16]

  اسذت. بذا فذرض     صورت همسانگرد جانبی در نظر گرفته شذده  محیط به

همسانگردی کامل، جملات وابسته به ناهمسانگردی به جملات همسذان  

سذذاده شذذده و معذذادلات مشذذابه خواهنذذد شذذد )مشخصذذات مکذذانیکی و 

 .ن باشد(هیدرولیکی محیط در تمامی راستاها یکسا
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,𝒖̂𝒛(𝒓فاز،  تغییرمکان قائم محیط الاستیک تک. 2شکل  𝒛 = در راستای  (𝟎

با  𝒂ای به شعاع  تحت بارگذاری قائم یکنواخت روی سطح دایره 𝒓محور 

𝝎𝟎فرکانس تحریک  = 0/5 
Fig. 2. Vertical displacement of a single-phase elastic medium, 

𝒖̂𝒊(𝒓, 𝒛 = 𝟎), along the r-axis under uniform vertical loading on a 

circular surface with radius 𝒂 at excitation frequency 𝝎𝟎 = 0.5  

  است؛ بنابراین، با برابر صذفر قذرار دادن جمذلات     سیال منفذی لزج

𝜂شذوند )  وابسته به لزجت، معذادلات دو پذژوهش یکسذان مذی     =

 (.صفر

  که در ایذن پذژوهش،    بعدی است؛ درحالی  سهصورت  بارگذاری به

در اسذت.   مدنظر قذرار گرفتذه  صورت متقارن محوری  بارگذاری به 

است که پاسخ متقارن محوری نیز با شذرایط   همان مرجع اشاره شده

 (.𝜃ای  پوشی از راستای زاویه استخراج است )با چشم خاص قابل

𝛿𝜅با اِعمال این مفروعات و با فذرض   = ت ایذن  در معذادلا  0

 (، بذا معادلذه  32)  ، رابطذه Fپژوهش، معادله حاکم بر تابع پتانسذیل  

(12a) [ متناظر بوده و ساختار ریاعذی آن 16در مرجع ]    هذا یکسذان

، در pآمده برای فشار منفذی سذیال،   دست  همچنین، پاسخ به .است

[ 16در مرجذع ]  (39d) (، بذا رابطذه  64و  59این پژوهش، روابذط ) 

 .مقایسه است قابل

نظر بذه ترتیذب    از مرجع مد (39d)و  (12a)های ذکر شده  رابطه

 .اند ( ارائه شده71و  70در روابط )

(70) 
𝛽2 [𝜅̃1(1 + 𝛽1)□𝑝

2 (□1
2□2

2 − 𝜌̃
𝜕2

𝜕𝑡2

𝜕2

𝜕𝑧2
) 

   +𝛼̃1𝜅̃1𝜌𝑓

𝜕2

𝜕𝑡2
(□𝑠1

2 □3
2 + 𝛿1𝛻𝑟𝜃

2
𝜕2

𝜕𝑧2
) 

−𝜂𝛼̃1
2

𝜕

𝜕𝑡
(□𝑠2

2 □3
2 + 𝛿2𝛻𝑟𝜃

2
𝜕2

𝜕𝑧2
)]𝐹 = −

𝑏𝑧

𝐶1212

, 

(71) 
𝑝̅ = ∫ 𝜉𝐽0(𝑟𝜉)

∞

0

{−𝜅̃3𝛽2 (𝜌𝑓𝜔
2 + 𝜂

𝛼̃3

𝜅̃3

𝑖𝜔) 

× (𝜆1
3𝐴0𝑒

−𝜆1𝑧 + 𝜆2
3𝐵0𝑒

−𝜆2𝑧 + 𝜆3
3𝐶0𝑒

−𝜆3𝑧) 

+[𝜅̃3(1 + 𝛽1) (𝜉2 −
𝜌̃𝜔2

1 + 𝛽1

) 

(𝜌𝑓𝜔
2 + 𝜂

𝛼̃3

𝜅̃3

𝑖𝜔) 

− 𝜅̃1𝛽3𝜉
2 (𝜌𝑓𝜔

2 + 𝜂
𝛼̃1

𝜅̃1

𝑖𝜔)] 

× (𝜆1𝐴0𝑒
−𝜆1𝑧 + 𝜆2𝐵0𝑒

−𝜆2𝑧 + 𝜆3𝐶0𝑒
−𝜆3𝑧)}d𝜉, 

ایذن روابذط، در   کاررفتذه در   شایان ذکر است که پارامترهای بذه 

( بذا یکذدیگر   1ی این پژوهش، مطابق جذدول )  شرایط بررسی شده

[ 16سازی پارامترهای مرجع ] (، معادل1یابند. در جدول ) تطبیق می

با پارامترهای مورد استفاده در این پژوهش، تحت شذرایط مذذکور،   

( کذه از  71و  70، روابط ) سازی است. با اِعمال این معادل ارائه شده

( 64و  59، 32است، کاملاً مشابه روابذط )  [ برداشت شده16]مرجع 

 این پژوهش خواهند بود.

[ در تحقیق حاعر تحت شرایط خاص 16. معادل پارامترهای مرجع ]1جدول 

 مورد بررسی
Table. 1 Equivalent Parameters from Reference [16] in the 

Present Study under Specific Conditions 

Present study Ref. [16] 

𝛽1 𝛽1 = 𝛽3 

1 𝛽2 

𝜅̃ 𝜅̃1 = 𝜅̃3 

𝛼̃ 𝛼̃1 = 𝛼̃3 

𝛻𝑟
2 𝛻𝑟𝜃

2  

𝛻𝑟𝑧
2  □𝑝

2 = □𝑠1
2 = □𝑠2

2  

□1
2 □1

2 

□0
2 □2

2 = □3
2 

0 𝑏𝑧, 𝛿1, 𝛿2, 𝜂 

𝐴, 𝐵, 𝐶 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 

G 𝐶1212 

 [26مشخصات مصالح الاستیک همسانگرد استفاده شده در مرجع ] .2جدول 

Table.2. Properties of the isotropic elastic materials used in [26] 

𝜉𝑝𝑜𝑙𝑒√𝐺

√𝜌𝜔
 

𝜌 (𝐾𝑔
/𝑚3) 

𝐺 

(𝑁 𝑚2⁄ ) 

𝐾 

(𝑁 𝑚2⁄ ) 

1.08766 5000 20 × 109 33.33 × 109 



 کیومرث صاحبکارنیما سارائی و  ...تحلیل دینامیکی محیط متخلخل ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج با نفوذپذیری متغیر در 

94 

   

𝒖̂𝒛تغییرمکان قائم محیط متخلخل همگن و ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج، . 3شکل  (𝒓 = 0, 𝒛)  در راستای محور𝒛 ای به  تحت بار یکنواخت قائم روی سطح دایره

𝝎𝟎با فرکانس تحریک  𝒂شعاع  = 𝜹𝜿در سه شاخص نفوذپذیری  0/5 = −0/1, −0/25,  . )الف( بخش حقیقی )ب( بخش موهومی0/5−
Fig. 3. Vertical displacement of a homogeneous and heterogeneous porous medium saturated with an inviscid pore fluid, 𝒖̂𝒛(𝒓 = 𝟎, 𝒛), 

Along the z-axis subjected uniform vertical loading on a circular surface with radius 𝒂 at excitation frequency 𝝎𝟎 = 0.5 at three permeability 

indices 𝜹𝜿 = −0.1, −0.25,−0.5. (a) Real part (b) Imaginary part 

 
 

𝒖̂𝒛. تغییرمکان قائم محیط متخلخل همگن و ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج، 4شکل  (𝒓 = 0, 𝒛)  در راستای محور𝒛  تحت بار یکنواخت قائم روی سطح

𝝎𝟎با فرکانس تحریک  𝒂ای به شعاع  دایره = 𝜹𝜿در سه شاخص نفوذپذیری  2 = −0/1, −0/25,  . )الف( بخش حقیقی )ب( بخش موهومی0/5−
Fig. 4. Vertical displacement of a homogeneous and heterogeneous porous medium saturated with an inviscid pore fluid, 𝒖̂𝒛(𝒓 = 𝟎, 𝒛), 

Along the z-axis subjected uniform vertical loading on a circular surface with radius 𝒂 at excitation frequency 𝝎𝟎 = 2 at three permeability 

indices 𝜹𝜿 = −0.1, −0.25,−0.5. (a) Real part (b) Imaginary part 

 اسخ محیط متخلخل اشباع ناهمگنپ -4-2

برای استخراج پاسخ محیط متخلخل اشباع ناهمگن، از مصذالح  

[. بذذا 16اسذذت ] ( اسذذتفاده شذذده3بذذا مشخصذذات مطذذابق جذذدول )

بذا   5/0و  25/0، 10/0برابذر بذا    𝛿𝜅درنظرگرفتن پارامتر نذاهمگنی،  

، پاسذخ  2و  5/0برابذر بذا    𝜔0علامت منفذی و فرکذانس تحریذک،    

است. به منظور بررسی تثثیر نذاهمگنی   دینامیکی مسئله محاسبه شده

ها بر پاسخ مسذئله، بخذش    محیط و فرکانس تحریک و اندرکنش آن

های قذائم محذیط متخلخذل نذاهمگن      حقیقی و موهومی تغییرمکان

اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج تحت بار یکنواخت قائم موثر بر 

 است. نشان داده شده (4و  3های ) ای در شکل طح دایرهس

𝜔0، در فرکانس تحریک (3شکل )به  باتوجه = ، مشذاهده  0/5

  در راستای عمق، باعث کاهش دامنذه  نفوذپذیریشود که کاهش  می

تغییرمکان قائم، هم در بخش حقیقی و هم در بخذش موهذومی، در   

 شود. به محیط همگن می  اعماق مختلف نسبت

b) imaginary part 

 

a) real part 

 

b) imaginary part 

 

a) real part 
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𝒑̂فشار سیال منفذی محیط متخلخل همگن و ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج، . 5شکل  (𝒓 = 0, 𝒛)  در راستای محور𝒛  تحت بارگذاری یکنواخت قائم روی

𝝎𝟎با فرکانس تحریک  𝒂ای به شعاع  سطح دایره = 𝜹𝜿در سه شاخص نفوذپذیری  0/5 = −0/1, −0/25,  . )الف( بخش حقیقی )ب( بخش موهومی0/5−
Fig. 5. Pore fluid pressure in a homogeneous and heterogeneous porous medium saturated with an inviscid pore fluid, 𝒑̂(𝒓 = 0, 𝒛), Along the 

z-axis subjected uniform vertical loading on a circular surface with radius 𝒂 at excitation frequency 𝝎𝟎 = 0.5 at three permeability indices 

𝜹𝜿 = −0.1, −0.25,−0.5. (a) Real part (b) Imaginary part 

  

𝒑̂فشار سیال منفذی محیط متخلخل همگن و  ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج،  .6شکل  (𝒓 = 0, 𝒛)  در راستای محورz  تحت بارگذاری یکنواخت قائم روی

𝝎𝟎با فرکانس تحریک  𝒂ای به شعاع  سطح دایره = 𝜹𝜿در سه شاخص نفوذپذیری  2 = −0/1, −0/25,  . )الف( بخش حقیقی )ب( بخش موهومی0/5−
Fig. 6. Pore fluid pressure in a homogeneous and heterogeneous porous medium saturated with an inviscid pore fluid, 𝒑̂(𝒓 = 0, 𝒛), Along the 

z-axis subjected uniform vertical loading on a circular surface with radius 𝒂 at excitation frequency 𝝎𝟎 = 2 at three permeability indices 

𝜹𝜿 = −0.1, −0.25,−0.5. (a) Real part (b) Imaginary part 

(، تغییرمکذان قذائم محذیط متخلخذل     4در شکل )از سوی دیگر، 

𝜔0اشذذباع نذذاهمگن، بذذا فرکذذانس تحریذذک   = 𝑧/𝑎در  2 ≥ تذذا  ،4

( 6و  5هذای )  حدودی منطبق بر تغییرمکان محیط همگن است. شکل

نشذان   2و  5/0برابر با  𝜔0فشار منفذی سیال را در فرکانس تحریک 

 𝜔0(، در بارگذاری بذا فرکذانس تحریذک    5مطابق با شکل ) دهند. می

، بخش حقیقذی و موهذومی فشذار منفذذی سذیال محذیط       5/0برابر با 

متخلخل همگن و ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج، بسذیار  

 است. 5/0ناچیز است که مقدار کم آن به خاطر فرکانس تحریک 

𝜔0(، با درنظرگرفتن 6به همین ترتیب با دقت در شکل ) = 2 ،

های همگن  غیرلزج در محیطشود که فشار سیال منفذی  مشاهده می

توجهی است که این  و ناهمگن دارای بخش حقیقی و موهومی قابل

 باشند. مقادیر، ناشی از شتاب سیال منفذی و ناهمگنی محیط می

فضذای   روی سذطح نذیم   دینذامیکی  فشار منفذی ناشی از بارگذاری

هذای   متخلخل ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج، در فرکذانس 

ای با محیط مشابه همگن نداشذته و   پایین، تفاوت قابل ملاحظه تحریک

 شود. تر می های تحریک بالاتر، این اختلاف ملموس در فرکانس

a) real part 

 

b) imaginary part 

 

a) real part b) imaginary part 
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مشخصات مصالح استفاده شده جهت استخراج پاسخ محیط متخلخل . 3جدول 

 [16اشباع ناهمگن ]
Table. 3. Properties of materials used for deriving the response of 

a heterogeneous saturated porous medium [16] 

4.32 × 109 𝐾(𝑁 𝑚2⁄ ) 

3 × 109 𝐺(𝑁 𝑚2⁄ ) 

35 × 109 𝐾𝑠(𝑁 𝑚2⁄ ) 

2.25 × 109 𝐾𝑓(𝑁 𝑚2⁄ ) 

2600 𝜌𝑠(𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 

1000 𝜌𝑓(𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 

0.2 𝜑 

10−13 𝜅(𝑚2) 

مشخصات مصالح مورد استفاده برای تحلیل حساسیت پاسخ محیط . 4جدول 

 شده با سیال منفذی غیرلزج اشباعمتخلخل ناهمگن 
Table.  4. Material properties used for sensitivity analysis of the 

response of a heterogeneous porous medium saturated with an 

inviscid pore fluid 

Medium 3 Medium 2 Medium 1  

6 × 109 2.5 × 109 4.32 × 109 𝐾(𝑁 𝑚2⁄ ) 

2 × 109 2 × 109 3 × 109 𝐺(𝑁 𝑚2⁄ ) 

40 × 109 20 × 109 35 × 109 𝐾𝑠(𝑁 𝑚2⁄ ) 

 

بخش حقیقی و موهومی تغییرمکان قائم محیط متخلخل ناهمگن اشباع شده . 7شکل 

𝒖̂𝒛با سیال منفذی غیرلزج،  (𝒓 = 0, 𝒛)  در راستای محور𝒛  تحت بار یکنواخت

𝝎𝟎با فرکانس تحریک  𝒂ای به شعاع  قائم روی سطح دایره = و پارامتر  0/5

𝜹𝜿ناهمگنی  =  4در سه محیط با مشخصات مصالح مطابق جدول  0/25−
Fig. 7. Real and imaginary parts of the vertical displacement, 

𝒖̂𝒛(𝒓 = 𝟎, 𝒛), in the z-direction for a heterogeneous porous 

medium saturated with an inviscid pore fluid, subjected uniform 

vertical loading on a circular surface with radius 𝒂 at excitation 

frequency 𝝎𝟎 = 0.5 and heterogeneity parameter 𝜹𝜿 = −0.25  for 

three media with material properties listed in Table. 4 

( در بارگذاری مشذابه بذا فرکذانس تحریذک     6به شکل ) باتوجه

𝜔0 = ، محذل  𝛿𝜅، متناسب با افذزایش مقذدار پذارامتر نذاهمگنی،     2

بخش حقیقی و موهومی فشار منفذی سذیال ، جذدول     وقوع بیشینه

 شود. تر می فضا نزدیک (، به سطح نیم5)

منظور بررسی اثر سایر پارامترها ماننذد مذدول برشذی، مذدول       به

ل شذده بذا سذیا    بالک و عرایب بیو در محیط متخلخل ناهمگن اشباع

و ( 4منفذی غیرلزج، سه محیط با خواص مصذالح مختلذف جذدول )   

𝛿𝜅پارامتر ناهمگنی یکسان = انذد.   مورد تحلیل قذرار گرفتذه   0/25−

یافتذه در ایذن سذه     شایان ذکر است که تنها پارامترهای مکانیکی تغییر

( 3( وجود دارند و سایر پارامترها مطابق جدول )4محیط در جدول )

آمذده از ایذن سذه     دسذت  هذای بذه    ( پاسخ8و  7های ) باشند. شکل می

 Mediumو  Medium 2و  Medium 1 ترتیب با عنذاوین  محیط، که به

را  2و  5/0برابذر بذا    𝜔0اند، در دو فرکانس تحریک  خص شدهمش 3

 Medium( با عنذوان  4شده در جدول ) دهند. مصالح معرفی نشان می

هذای آن مطذابق بذا     ، نمایانگر محیط اولیه هستند که تمامی ویژگذی 1

، مقذدار عذددی   Medium 2باشد. در مصالح مربوط به  ( می3جدول )

، 𝐾𝑠، و مدول بالک اسکلت جامذد،  𝐺 ، مدول برشی، 𝐾، مدول بالک

است. مذدول بالذک تذوده و مذدول      کاهش یافته Medium 1نسبت به 

، نسبت بذه محذیط اولیذه افذزایش     Medium 3بالک اسکلت جامد در 

 .است Medium 2و مدول برشی آن مانند   یافته

دهذد کذه تحذذت بارگذذاری بذا فرکذذانس      نشذان مذذی  (7شذکل ) 

𝜔0 = 𝒖̂𝒛−𝒎𝒆𝒅𝒊𝒖𝒎 𝟑صذورت   ، مقادیر تغییرمکان محیط بذه  0/5 <

𝒖̂𝒛−𝒎𝒆𝒅𝒊𝒖𝒎 𝟏 < 𝒖̂𝒛−𝒎𝒆𝒅𝒊𝒖𝒎 𝟐  لازم به ذکذر کذه    آید. به دست می

ر بخش موهومی در فرکانس تحریک ذکر شده در هذر سذه   پاسخ د

 محیط، منطبق است.

ها تحذت بارگذذاری بذا فرکذانس      پاسخ این محیط (8شکل )در 

𝜔0 = دهنذد کذه در ایذن     نتایج نشذان مذی  است.  شده داده نمایش  2

، بیش از دو محیط دیگر Medium 2حالت، مقدار تغییرمکان محیط 

 کذذه تحریذذک بذذا  (7)ل اسذذت. در ایذذن فرکذذانس، بذذرخلاف شذذک 

𝜔0 = ها  دهد، بخش موهومی تغییرمکان در محیط را نشان می 0/5

نیز با یکدیگر تفاوت دارد. نکتذه قابذل توجذه آن اسذت کذه میذزان       

 < Medium 3 > Medium 1ترتیب  میرایی تغییرمکان در اعماق، به 

Medium 2 .است 

 گیری بندی و نتیجه جمع -5

حاکم بذر محذیط متخلخذل     در این پژوهش، معادلات دینامیکی

( و تئوری بیذو و  18به تعریف ) اشباع با نفوذپذیری ناهمگن باتوجه

𝑢این تئوری، )  سازی شده فرعیات معادلات ساده − 𝑝  اسذتخراج ،)
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شد و روش مناسب برای حل این معادلات با معرفی تابع پتانسذیل  

 .مناسب ارائه شد

ده بذا سذیال   ش فضای متخلخل ناهمگن اشباع محیط موردنظر نیم

منفذی غیرلزج درنظر گرفته شد کذه نفوذپذذیری محذیط در عمذق     

متغیر بوده و نرخ تغییرات آن به صورت نمایی است. بارگذاری، به 

  صورت یک نیروی قذائم یکنواخذت هارمونیذک واقذع بذر صذفحه       

ای در نظر گرفته شد و پاسخ سیستم شامل تغییرمکان اسکلت  دایره

 به دست آمد. جامد و فشار منفذی سیال

در این تحقیق، پاسخ تحلیلی معادلات حاکم با استفاد از توابذع  

پتانسیل به دست آمد. در این راستا، با تعریذف یذک تذابع پتانسذیل     

مجزای مستقل تبذدیل    اسکالر، معادلات حاکم درگیر به یک معادله

بذه   آمده و باتوجذه  دست  شدند که با حل آن، مقدار تابع پتانسیل به 

مستقل   ف تابع پتانسیل، مجهولات مسئله محاسبه شدند. معادلهتعری

حاکم بر تابع پتانسیل، با فذرض تحریذک هارمونیذک و بذه کمذک      

به شرایط مذرزی مسذئله، بذه روش تحلیلذی      تبدیل هنکل و باتوجه 

نهایت به دست  های نیمه بی حل شد و پاسخ مسئله به شکل انتگرال

به این که مشذتق تذابع نمذایی، از     آمد. لازم به ذکر است که باتوجه 

جنس خود تابع است، فرض تغییرات نمایی نفوذپذیری محذیط در  

  عمق، برای حل مسئله استفاده شد که به کمک آن، عرایب معادلذه 

 دیفرانسیل حاکم بر تابع پتانسیل، ثابت به دست آمدند.

بدین ترتیب، پاسخ دینامیکی محیط متخلخل ناهمگن اشباع شده با 

، بذه دسذت   𝛿𝜅منفذی غیرلزج در سه پارامتر نفوذپذیری مختلف،  سیال

دهنذد کذه کذاهش نفوذپذذیری در عمذق، موجذب        آمد. نتایج نشان می

در فرکذانس  شذود.   اسکلت جامد مذی   میرایی پاسخ و کاهش تغییرمکان

𝜔0تحریک  = 𝑧/𝑎و در اعمذاق   2 ≥ ، تغییرمکذان قذائم در محذیط    4

غییرمکان قذائم در محذیط نذاهمگن،    متخلخل اشباع همگن تا حدی با ت

از نتذایج مهذم دیگذر،     .در سه پارامتر نفوذپذیری ذکرشده، مطابقت دارد

منفذذی در محذیط متخلخذل اشذباع      فشار سذیال   توان به محل بیشینه می

ناهمگن اشاره کرد که متناسب با افزایش پارامتر ناهمگنی، محل بیشذینه  

 شود. تر می فضا نزدیک فشار سیال منفذی به سطح نیم

 
 

 

𝒖̂𝒛تغییرمکان قائم محیط متخلخل ناهمگن اشباع شده با سیال منفذی غیرلزج، . 8شکل  (𝒓 = 0, 𝒛)  در راستای محور𝒛 ای به  تحت بار یکنواخت قائم روی سطح دایره

𝝎𝟎با فرکانس تحریک  𝒂شعاع  = 𝜹𝜿و پارامتر ناهمگنی  2 =  . )الف( بخش حقیقی )ب( بخش موهومی4در سه محیط با مشخصات مصالح مطابق جدول  0/25−

Fig. 8. Vertical displacement, 𝒖̂𝒛(𝒓 = 𝟎, 𝒛), in the z-direction for a heterogeneous porous medium saturated with an inviscid pore fluid, 

subjected uniform vertical loading on a circular surface with radius 𝒂 at excitation frequency 𝝎𝟎 = 2 and heterogeneity parameter 𝜹𝜿 =
−0.25  for three media with material properties listed in Table.  4. (a) Real part (b) Imaginary part 

𝝎𝟎وقوع بیشینه فشار سیال منفذی در محیط متخلخل اشباع همگن و ناهمگن تحت بار یکنواخت قائم با فرکانس تحریک  محل .5جدول  = 2 
Table. 5. Location of the maximum pore fluid pressure in a homogeneous and heterogeneous saturated porous medium under uniform 

vertical loading with non-dimensional excitation frequency 𝝎𝟎 = 𝟐 

|𝑝max| = √𝑝𝑟𝑒𝑎𝑙
2 + 𝑝𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦

2  |𝑝max|(𝐼𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦) |𝑝max|(𝑅𝑒𝑎𝑙) 𝛿𝜅 

𝑧/𝑎 = 1.7 𝑧/𝑎 = 2 𝑧/𝑎 = 0.8 0 
𝑧/𝑎 = 1.2 𝑧/𝑎 = 1.8 𝑧/𝑎 = 0.7 - 0.1  
𝑧/𝑎 = 1 𝑧/𝑎 = 1.5 𝑧/𝑎 = 0.6 - 0.25 

𝑧/𝑎 = 0.8 𝑧/𝑎 = 1.2 𝑧/𝑎 = 0.5 - 0.5 

a) real part 

 

b) imaginary part 
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