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  چكيده

له تغيير أپيوسته در سرتاسر دامنه مسصورت يك تابع  . در اين مصالح خواص مكانيكي به  است   تابعي در حال افزايش  مدرجامروزه كاربرد مواد  
مپوزيتي  اهاي ك يه شدن و ايجاد تمركز تنش در محل اتصال كه در سازهلاهلايت عدم چسبندگي مصالح،  لاتغييرات پيوسته، مشكاين  علت   بهد.  كنمي
هاي عددي مانند روش اجزاي محدود استفاده نمود، اما به توان از روشتابعي مي  مدرجآيد. براي تحليل مواد  جود نميوهب  ساز باشدتواند مشكلمي

سازي دقيق تغييرات خواص مصالح و يا عدم توانايي در مدل  باد يك المان مناسب براي تحليل مسائلي  عدم وجو  همچوني  يها دليل محدوديت
همچنين از آنجا كه خطا بخش جدا نشدني درهر يك   .شده استدر اين پژوهش از روش ايزوژئومتريك استفاده   ،پيچيده ههندسبا  مزرهاي اشكال 

ه اصلي محققان بوده است، و در حالت كلي پاسخ دقيق بسياري از مسائل موجود غدغقابليت اطمينان به نتايج دهاي عددي است و همواره  تحليل  از
براي اولين بار روش   نوشتاردر اين  بنابراين  اي برخوردار است.  هبرآورد خطاي موجود در محاسبات از اهميت ويژ  براينيست، يافتن راه حلي  

تابعي با رويكرد بهبود ميدان تنش و برآورد خطاي موجود در آن بسط داده شده است. اين برآورد   مدرجمصالح  ايزوژئومتريك در تحليل مسائل با  
مشاهده   مسائل نمونهاز مقايسه نرم خطاي دقيق و نرم خطاي تقريبي براي    دارد.كننده خطا در دسته روشهاي برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش قرار  

تابعي به روش ايزوژئومتريك   مدرجطاي پيشنهادي از كارايي مناسبي براي برآورد خطاي موجود در تحليل مسائل با مصالح  كه برآورد كننده خ  شودمي
، استمناطقي از دامنه حل ايزوژئومتريك را كه داراي خطاي زيادي    ،توان به كمك روش برآورد كننده خطاي پيشنهاديبرخوردار است. همچنين مي

 .ود محلي شبكه در آن مناطق و افزايش دقت حل ايزوژئومتريك دست يافتشناسايي كرد و به بهب

  
  .بازيافت تنش ،برآورد خطا ،تابعي مدرجمصالح  ،تحليل ايزوژئومتريك :كليدي  واژگان
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 مقدمه  - ١

اي در طبيعت اعم از علوم زيست شناسي، زمين تقريبا هر پديده
توان با كمك قوانين فيزيك برحسب شناسي يا مكانيكي را مي

انتگرالي كه ارتباط دهنده مقادير معادلات جبري، ديفرانسيلي يا  
مختلف مورد نظر هستند، توصيف نمود. در تحليل مدل رياضي،  
با وجود اينكه استخراج معادلات حاكم براي بيشتر مسائل چندان  

هاي تحليلي بس دشوار  مشكل نيست، حل آنها به وسيله روش
روش اجزاي محدود يك روش عددي براي حل مسائل    است.

هاي  مهندسي و رياضي فيزيك است. در سال  موجود در حوزه 
پس از معرفي روش اجزاي محدود محققان بسياري در سراسر  

اند. اما با بررسي دقيق  جهان روي توسعه اين روش مطالعه نموده
ناشي از مي برشمرد كه  توان اشكالات و نقاط ضعفي براي آن 

نظر  فلسفه برخورد اين روش با معادلات حاكم بر مسئله مورد  
مورد   المان  نوع نديبشبكه  نمونه چگونگي  باشد. به عنوانمي

 نهايي جواب موثر بر پارامترهاي از ها،المان تعداد و استفاده
براي[1]است   مساله  هندسه  مدلسازي در  دقت  بردن  بالا  . 
 مرتبه با  هايالمان  يا و بيشتري المان تعداد از بايستي جسم
 تمام  در كه نمود  استفاده روش دو اين از تركيبي يا و  بالاتر

افزايش حالات  حل  زمان ها،المان شبكه توليد زمان سبب 
رايانه  مورد حافظه  و  مساله بر  حاكم  معادلات  دستگاه   نياز 
بررسي   مورد مسئله  شدن ترپيچيده با  كلي حالت شد. در خواهد
تابعي در   مدرجدر مسائلي كه ويژگي مصالح مانند مواد  به ويژه

 منفي آثار  شكل موثرتري به  فوق موارد باشد كليهحال تغيير مي
دهد. در اين پژوهش از تحليل ايزوژئومتريك  مي  نشان را خود

مصالح   با  مسائل  حل  مي  مدرجدر  استفاده  مفاهيم  تابعي  كنيم. 
سال   در  روش  اين  و    2005تحليل  هيوز  توسط  بار  اولين 

معرفي   ايزوژئومتريك  روش  نام  با  بعدها    .[1]شد  همكارانش 
اثر توابع پايه را    2007افرادي چون كوترل و همكاران در سال  

،  ]2[د  بر دقت حل مسائل در روش ايزوژئومتريك بررسي نمودن
سال   وانگ و همكاران روشي را براي اعمال شرايط    2010در 

آناليز   در  نمودنمرزي  مطالعه  سال    ]3[د  ايزوژئومتريك  در  و 
با حل    2017 همكاران  هايي، چهارچوبي را براي نمونههرما و 

تحليل   تجزيه  از  استفاده  با  پارامتريك  طراحي  سازي  بهينه 
  روش.  ]4[د  ايزوژئومتريك در مسائل پيچيده هندسي ارائه نمودن 

از    ايزوژئومتريك استفاده  با  مسئله  از  هندسي  درك  بر  مبتني 

. دليل استهاي طراحي به كمك رايانه  آوريها و از فناسپيلاين
هاي طراحي به كمك رايانه تاكنون در روش اجزاي آنكه روش

زماني  اختلاف  به  است  نشده  وارد  گسترده  صورت  به  محدود 
يكديگر   به  نسبت  دو  اين  روش استپيدايش  پيدايش  آغاز   .

در حالي كه    است،  ميلادي بوده    1956اي محدود در سال  اجز
بروش طراحي  حدود هاي  رايانه  كمك  ه 
. روش ايزوژئومتريك  [1]د  انشكل گرفته1980تا 1970هايسال 

علاوه بر داشتن مزاياي روش اجزاي محدود، برخي از معايب 
مدلسازي دقيق شكل مسئله    ،آن را نيز مرتفع نموده است. در واقع

مدل محدود،  اجزاي  روش  با  مقايسه  شرايط در  دقيق  سازي 
با  تكيه مقايسه  در  شرايط  گاهي  كه  محدود  اجزاي  روش 
گرهتكيه محل  در  فقط  به گاهي  نياز  عدم  است،  اعمال  قابل  ها 

سازي  مدلو    گير ابعاد دستگاه معادلاتكاهش چشم،  توليد شبكه
دامنه مسئله   كل  در  مصالح  توزيع  در  از  تابع  كه  است  مواردي 

كوترل، هيوز و همكاران در كتابي با عنوان تحليل    2009سال  
د  ايزوژئومتريك با ادغام كد و اجزاي محدود به آن اشاره نمودن

]5[.    
هاي  بخش جدا نشدني در هر يك از تحليل  ،خطااز آنجا كه   

 جدا و روش تحليل ايزوژئومتريك نيز از اين قائده  استعددي 
نتيجه به  اعتماد  قابليت  در  را  پژوهشگران  همواره  و  ها  نيست 

هاي برآورد خطا در دو دسته  كند. در حالت كلي، روشنگران مي
روشروش و  تنش  بازيافت  باقيماندههاي  قرار  هاي  اي 
بازيافت    براي. در اين مقاله يك روش هندسي  ],6 7[دگيرنمي

مسائل با مصالح   تنش در راستاي روش ايزوژئومتريك در تحليل
عددي كارايي   نمونهارائه شده و در ادامه با حل چند    تابعي  مدرج

  . روش پيشنهادي با برآورد خطاي انجام شده ارزيابي يافته است
  

  تابعي مدرجمعرفي مواد  -2
توسط گروهي از   1984در سال  تابعي    مدرجاستفاده از مصالح  

ايده استفاده    .]8[شد  مطرح   دانشگاه سندائي ژاپن  دانشمندان در
گراديان تحمل  براي  ابتدا  در  مصالح  اين  در  از  حرارتي  هاي 

بسيار  المان كاربردهاي  ادامه  در  اما  شد،  مطرح  مكانيكي  هاي 
اي كه متنوعي از جمله استفاده در كليه قطعات مكانيكي و سازه

هاي خورنده و غيره  هاي شديد حرارتي و محيطتحت گراديان 
در حال حاضر با توجه به .  شدگيرند، براي آنها معرفي  قرار مي
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سازي و تجزيه تحليل اين هاي فراوان در توصيف، مدلپيشرفت
مقالات مروري نائب و شيرواني مقدم در   هنگامتوان  مواد، مي

سال    ]9[  2016سال   در  همكاران  و  وانگ  ،  ]10[  2018و 
نظر محققين را به هايي كه براي توسعه و طراحي اين مواد  زمينه

    خود جلب نموده است نام برد.
تابعي كه گاه از آنها به عنوان مصالح ناهمگن    مدرجمصالح  

مي خواص ياد  كه  هستند  ناهمگن  ساختار  ريز  موادي  شود، 
مكانيكي آنها به طور ملايم و پيوسته از يك سطح به سطح ديگر  

اين تغييرات به وسيله تغيير تدريجي نسبت    كند،جسم تغيير مي
قابل توجه  و    شود ها ايجاد مي آن  يحجمي مواد تشكيل دهنده

مشكلات كه  است   مكانيكي  خواص  پيوسته  تغييرات  علت  به 
لايهعدم   مصالح،  در  چسبندگي  تنش  تمركز  ايجاد  و  شدن  لايه 

هاي كامپوزيتي موجود است در  كه در سازه   محل اتصال مصالح
نمي   مواد وجود  به  در   .]8[د  آيتابعي  مصالح  توزيع  تغييرات 

شود تا مدول الاستيسيته در كل دامنه تغيير  حجم ماده سبب مي
تواند به صورت خطي، نمايي، لگاريتمي  نمايد. اين تغييرات مي

كه به چگونگي فرآيند توليد اين مصالح كه    ]11[د  و غيره باش
ن مقاله  اين  بحث  خصوص    يست موضوع  در  است.  وابسته 

مي  چگونگي مسائل  اين  محدود  تحليل  اجزاي  روش  از  توان 
دليل محدوديت به  با مشكلات استفاده كرد اما  روش  هاي اين 

زيادي مواجه خواهيم شد، از جمله عدم وجود يك المان مناسب 
ين مسائل كه بتواند تغييرات خواص مصالح را در براي تحليل ا

خواص   مشخصات  كه  الماني  از  استفاده  يا  دهد،  جاي  خود 
توزيع  المان  سطح  در  يكنواخت  و  ميانگين  صورت  به  مصالح 
شود، كه ماهيتا باعث ايجاد خطا و تقريب در محاسبات خواهد  
شد لذا فقط براي برخي حالات ساده و خاص تعدادي مسئله با  

تابعي به صورت تحليلي كه در ادامه به آن اشاره    مدرجلح  مصا
است. در اين پژوهش براي حل مسائل با    خواهيم كرد حل شده

تابعي از تحليل ايزوژئومتريك كه يك روش عددي  مدرج  مصالح  
، استفاده شده كه اولين بار استبراي حل معادلات ديفرانسيل  

  .  ]12[ت  اسشده  معرفي    2009توسط حسني و همكاران در سال  
  

اسپيلاين    -3 بي  شكل  توابع  توليد    برايمعرفي 
  ها و سطوح منحني

ها و سطوح به روش  ها روشي براي توصيف منحنيبي اسپيلان
مي تعريف  ناحيه  چند  يا  يك  در  كه  هستند  شوند. پارامتري 

هاي بي اسپيلاين هاي بزير، تغييرات در منحنيمنحني برخلاف  
نقطه  يا  گره  مانند  فاكتور،  يك  تغيير  اثر  در  و  است  موضعي 
بقيه  و  كرده  تغيير  فاكتور  آن  اثر  تحت  نواحي  فقط  كنترلي، 

مانند. يك تابع منحني بي  هاي منحني بدون تغيير باقي ميقسمت 
جمله چند  است  اسپيلاين يك  تكه اي  چند  رابطه(اي  با  )  1كه 

  . ]13, 14[د  شوبيان مي
𝐶ሺ𝑟ሻ ൌ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ𝑝௜            𝑎 ൑ 𝑟 ൑ 𝑏௡

௜ୀ଴                      (1) 
 پردازيم. براي درك اين رابطه به توضيح مفاهيم زير مي

iو    rدرجه منحني پايه در جهت    pدرجه منحني.   ൌ 0, … , n 
كنترل    p୧  است. نقاط  با  كه  است  كنترل  ضلعي  p୧چند  ൌ

ሺx୧, y୧, z୧ሻ  شود. مختصات نقاط كنترلي از تكنيك مشخص مي
  . ]13, 14[معكوس توابع پايه قابل محاسبه است

rيك بعدي،    بردار گره  بردارگرهي. ൌ ሼr଴, rଵ, rଶ, … , r୬ሽ 
را در نظر بگيريد. اين بردار شامل مجموعه اي از اعداد حقيقي  

اعداد مقادير گرهي ناميده مياست كه هر يك از   شوند و  اين 
iرابطه:   ൌ 0,1,2, … , n െ r୧و    1 ൑ r୧ାଵ   برقرار آن  در 

بازه   است  ذكر  به  لازم  ,ሾ𝑟௜است.  𝑟௜ାଵሻ   گرهي دهانه  يك  را 
ها لزوما داراي تواند طول آن صفر باشد، زيرا گره نامند كه ميمي

باشد، در اين ها مساوي  . اگر فاصله بين گرهيستندمقادير متمايز ن
ناميم و در غير اين صورت، اين حالت بردار گره را يكنواخت مي
  .]13, 14[ بردار غير يكنواخت خواهد بود

(يا   pامين تابع پايه اسپيلاين با درجه    iتوابع پايه بي اسپيلاين.  
p مرتبه   ൅ نشان داده كه روي بردار گرهي    N୧,୮ሺrሻ) را با  1

رابطه( فرض  2مطابق  با   (a ൌ bو     0 ൌ به   1 و  تعريف 
  . ]13, 14[شود) نشان داده مي 3صورت رابطه (

𝑟 ൌ ൝𝑎, … , 𝑎ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

, 𝑟௣ାଵ, … , 𝑟௡ି௣ିଵ, 𝑏, … , 𝑏ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

ൡ                  (2)  

𝑁௜,଴ሺ𝑟ሻ ൌ ቄ1        𝑖𝑓      𝑟௜ ൑ 𝑁 ൑ 𝑟௜ାଵ

0          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒              
                    (3) 
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موجود   پارامترهاي  خواص  از  برخي  فوق  روابط  به  توجه  با 
  عبارتند از:

 N୧,଴ሺrሻ  اي بوده بوده و به جز در بازه  يك تابع پله
𝑟 ∈ ሾ𝑟௜, 𝑟௜ାଵሻ .مقدار آن در ساير نقاط صفر است 

   برايp ൐ آنگاه    0  ،N୧,଴ሺrሻ    دو از  خطي  تركيب 
pتابع پايه با درجه  െ  باشد. مي 1

  درجه و  گره  بردار  به  پايه،  توابع  كليه  محاسبه  براي 
 توابع شكل نياز داريم. 

  اگرp   ،درجه توابع پايهc ൅ شماره نقاط كنترلي و  1
n ൅ nتوان رابطه  ها باشد، آنگاه ميشماره گره  1 ൌ

c ൅ p ൅  را نوشت.  1
بي   سطوح  توليد  رابطه(براي  از  مي4اسپيلاين  استفاده    كنيم ) 

]14,13[ .  
𝑆ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ 𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ𝑃௜,௝               (4) 

  كه در آن:
 P୧,୨    شبكه نقاط كنترلي است كه در جهتr    از درجهp    و در

 .است qاز درجه   sجهت 
 N୧,୮ሺrሻ    وN୨,୯ሺsሻ  باشند كه در  توابع پايه بي اسپيلاين مي

روي بردار گره   s) و در جهت  5روي بردار گره رابطه( rجهت  
  شوند.) تعريف مي6رابطه(

𝑟 ൌ ൝𝑎, … , 𝑎ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

, 𝑟௣ାଵ, … , 𝑟௡ି௉ିଵ, 𝑏, … , 𝑏ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

ൡ               (5) 

 𝑠 ൌ ൝𝑒, … , 𝑒ᇣᇤᇥ
௤ାଵ

, 𝑠௣ାଵ, … , 𝑠௠ି௣ିଵ, 𝑓, … , 𝑓ᇣᇤᇥ
௤ାଵ

ൡ                  (6) 

 c ൅ جهت    1 در  كنترلي  نقاط  dو    rشماره  ൅ 1 
  .است sشماره نقاط كنترلي در جهت  

   روابطn ൌ c ൅ p ൅ mو    1 ൌ d ൅ q ൅ به    1
  برقرار است. sو   rترتيب براي جهت 

توان هر گونه سطح و  ) مي4در روش ايزوژئومتريك از رابطه(
) شبكه نقاط كنترلي و  1اي را مدل نمود. شكل(ي پيچيدهرويه

سطح بي اسپيلان حاصل از آن را با توابع پايه درجه چهار در دو  
  دهد.نشان مي yو   xجهت 

  
  

  
شبكه نقاط كنترلي و سطح بي اسپيلاين مربوط به آن با توابع پايه  .  1  شكل

  . ]14[درجه چهار 
  
  
  
  
  
  

Fig.1.  Control points network and its corresponding bispline 
surface with quadratic basis functions[14]. 
 

 بندي روش ايزوژومتريك در مسائل فرمول  -4 
 تابعي مدرجبا مصالح  

در اين بخش ابتدا معادله ديفرانسيل حاكم در مسائل تنش/كرنش  
شود، سپس مراحل دستيابي  مسطح در تئوري الاستيسيته بيان مي

فرمول مصالح  به  با  مسائل  حل  در  ايزوژئومتريك  روش  بندي 
) به طور همزمان  7ديفرانسيل(  . معادلهشودتابعي ارائه مي  مدرج

- براي مسائل تنش/كرنش مسطح در تئوري الاستيسيته حاكم مي
  . ]15[د  باش

𝛱 ൌ ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑣ሺ𝑥, 𝑦ሻሻ ൌ ଵ

ଶ
ℎ௘ ∮ ൤𝐶ଵଵ ቀ

డ௨

డ௫
ቁ

ଶ
൅

ఆ೐

2𝐶ଵଶ
డ௨

డ௫

డ௩

డ௬
൅ 𝐶ଶଶ ቀ

డ௩

డ௬
ቁ

ଶ
൅ 𝐶଺଺ ൬ቀ

డ௨

డ௬
ቁ

ଶ
൅ 2 డ௨

డ௬

డ௩

డ௫
൅

ቀ
డ௩

డ௫
ቁ

ଶ
൰൨ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ൅ ℎ௘ ∮ ൣ𝑢𝑓௫ ൅ 𝑣𝑓௬ െ 𝜌ሺ𝑢𝑢ሷ ൅

ఆ೐

𝑣𝑣ሷ ሻ൧𝑑𝑥𝑑𝑦 ൅ ℎ௘ ∮ ൫𝑢𝑡௫ ൅ 𝑣𝑡௬൯𝑑𝛤
௰೐

                       (7)  
وجود دارد كه آنها را بر حسب    vو    u) دو مجهول  7(  در رابطه

 yو    xدهيم. در اينجا مختصات  توابع پايه بي اسپيلان بسط مي
و يك رويه در   uهر نقطه در دامنه مسئله يك رويه در جهت  

  .]12[ كندتوليد مي vجهت 
𝑋ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ 𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝑋௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴   ൌ

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ𝑋௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                      (8)  

𝑌ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ 𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝑌௜,௝ ൌ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝑌௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                      (9)  

𝑈ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ 𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝑈௜,௝ ൌ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝑈௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                         (10) 

𝑉ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ 𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝑉௜,௝ ൌ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝑉௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                         (11) 
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بر اساس توابع پايه بي اسپيلاين    مشخصات مصالحتعريف    براي
 دهيم.مطابق زير آنها را گسترش مي

𝐸തଵሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝐸௜,௝
ଵ௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ ൌ

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝐸௜,௝

ଵ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                           (12) 

𝐸തଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝐸௜,௝
ଶ௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ ൌ

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝐸௜,௝

ଶ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                          (13) 

𝜈̅ଵଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝜈௜,௝
ଵଶ௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ ൌ

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝜈௜,௝

ଵଶ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                           (14) 

𝜈̅ଶଵሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑁௜,௣ሺ𝑟ሻ𝑁௝,௤ሺ𝑠ሻ 𝜈௜,௝
ଶଵ௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ ൌ

∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝜈௜,௝

ଶଵ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                          (15) 

𝐶̅ଵଵሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ாതభሺ௥,௦ሻ

ଵିఔഥభమሺ௥,௦ሻ ఔഥమభሺ௥,௦ሻ
                                           (16)   

𝐶̅ଶଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ாതమሺ௥,௦ሻ

ଵିఔഥభమሺ௥,௦ሻ ఔഥమభሺ௥,௦ሻ
                                    (17) 

𝐶̅ଵଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ 𝜈̅ଶଵሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝐶̅ଵଵሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ
𝜈̅ଵଶሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝐶̅ଶଶሺ𝑟, 𝑠ሻ                                                    (18) 
𝐶̅଺଺ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ଴.ହ ாതభሺ௥,௦ሻ

ଵାఔഥభమሺ௥,௦ሻ 
                                          (19) 

) به  7در رابطه (  yو    x  فضاينگاشت از    برايلازم به ذكر است  
r    وs  نياز به محاسبه ژاكوبين به شكل زير    اسپيلايندر فضاي بي

  خواهيم داشت.
𝑑𝑥𝑑𝑦 ൌ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠                                                       (20) 

𝐽 ̅ ൌ 𝐽ሺ̅𝑟, 𝑠ሻ ൌ ቮ

డ௑ሺ௥,௦ሻ

డ௥

డ௒ሺ௥,௦ሻ

డ௥
డ௑ሺ௥,௦ሻ

డ௦

డ௒ሺ௥,௦ሻ

డ௦

ቮ ൌ ฬ
𝐽௫௥ 𝐽௬௥

𝐽௫௦ 𝐽௬௦
ฬ ൌ 𝐽௫௥ 𝐽௬௦ െ

 𝐽௬௥ 𝐽௫௦                                                                   (21) 
) 26(  رابطه) به  7از رابطه (  مطابق زير  با انجام يك نماد سازي

  خواهيم رسيد.
𝜙௫௥ ൌ 𝜙௫௥ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ௃ೣೝ

௃̅                                           (22) 
𝜙௫௦ ൌ 𝜙௫௦ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ ௃ೣೞ

௃̅                                           (23) 
𝜙௬௥ ൌ 𝜙௬௥ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ

௃೤ೝ

௃̅                                          (24) 
𝜙௬௦ ൌ 𝜙௬௦ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ

௃೤ೞ

௃̅                                           (25) 
𝛱ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ

ଵ

ଶ
ℎ௘ ׬ ׬ ൥𝐶̅ଵଵሺ𝑟, 𝑠ሻ ቆ𝜙௬௦  ∑ ∑

డோ೔,ೕ
೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ െ

ଵ
଴

ଵ
଴

 𝜙௬௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ቇ

ଶ

൅

2𝐶̅ଵଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ቆ𝜙௬௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ െ

 𝜙௬௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ቇ ൈ

ቆെ𝜙௫௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ ൅

𝜙௫௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ቇ ൅

𝐶̅ଶଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ቆെ𝜙௫௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ ൅

𝜙௫௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ቇ

ଶ

൅

𝐶̅଺଺ ൭ቆെ𝜙௫௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ ൅

 𝜙௫௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ቇ

ଶ

൅

2 ቆെ𝜙௫௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ ൅

 𝜙௫௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑈௜,௝ቇ ൈ

ቆ𝜙௬௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ െ

 𝜙௬௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ቇ ൅

ቆ𝜙௬௦  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ െ

𝜙௬௥  ∑ ∑
డோ೔,ೕ

೛.೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  𝑉௜,௝ቇ

ଶ

൱൩ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠 ൅

ℎ௘ ׬ ׬ ൣ൫∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝑈௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯ 𝑓௫

ഥ ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൅
ଵ

଴
ଵ

଴

൫∑ ∑ 𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝑉௜,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯𝑓௬

ഥ ሺ𝑟, 𝑠ሻ െ 𝜌ሺ𝑢𝑢ሷ െ

𝑣𝑣ሷሻ൧ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠 ൅ ℎ௘ ∮ ൫𝑢𝑡௫ ൅ 𝑣𝑡௬൯𝑑𝛤
௰೐

                    (26) 
 vو    uنسبت به    Π) نياز به داشتن مشتقات تابع  26(  در رابطه 

زير  ،داريم سازي  نماد  انجام  (  با  روابط  به    )28و  27مطابق 
  .]12[ رسيم) مي03و 29روابط(

  
χ୧,୨

ሺଵሻ ൌ ϕ୷ୱ
பୖ౟,ౠ

౦,౧ሺ୰,ୱሻ

ப୰
െ ϕ୷୰

பୖ౟,ౠ
౦,౧ሺ୰,ୱሻ

பୱ
                      (27) 

χ୧,୨
ሺଶሻ ൌ െϕ୶ୱ

பୖ౟,ౠ
౦,౧ሺ୰,ୱሻ

ப୰
൅ ϕ୶୰

பୖ౟,ౠ
౦,౧ሺ୰,ୱሻ

பୱ
                    (28) 

డ௽ሺ௎೔ೕ,௏೔ೕሻ

డ௎೔ೕ
ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൣ∑ ∑ ൫𝐶̅ଵଵ 𝜒ఈ

ሺଵሻ 𝜒ఉ
ሺଵሻ ൅௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴

ଵ
଴

ଵ
଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ൯𝑈௜௝ ൅ ∑ ∑ ൫𝐶̅ଵଶ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ ൅௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଵሻ൯𝑉௜௝൧ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠 ൅

ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝜕𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ𝑓௫̅൯𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠

ଵ
଴

ଵ
଴

                                (29) 
డ௽ሺ௎೔ೕ,௏೔ೕሻ

డ௏೔ೕ
ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൣ∑ ∑ ൫𝐶̅ଵଶ 𝜒ఈ

ሺଶሻ 𝜒ఉ
ሺଵሻ ൅௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴

ଵ
଴

ଵ
଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ൯𝑈௜௝ ൅ ∑ ∑ ൫𝐶̅ଶଶ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ ൅௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଵሻ൯𝑉௜௝൧ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠 ൅

ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝜕𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ𝑓௬̅൯𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠

ଵ
଴

ଵ
଴

                                (30) 
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معادلات دستگاه  حل  مي31(  با  نقاط  )  ارتفاع  مختصات  توان 

  هاي مسئله محاسبه نمود.  كنترلي را براي توليد رويه جواب 

 ൥
𝑲ఈఉ

ሺଵሻ௨ 𝑲ఈఉ
ሺଵሻ௩

𝑲ఈఉ
ሺଶሻ௨ 𝑲ఈఉ

ሺଶሻ௩൩

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑈଴
⋮

𝑈ఈ
𝑉଴
⋮

𝑉ఉ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐹଴
௨

⋮
𝐹ఈ

௨

𝐹଴
௩

⋮
𝐹ఉ

௩
⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

൅

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑄଴
௨

⋮
𝑄ఈ

௨

𝑄଴
௩

⋮
𝑄ఉ

௩
⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

          (31) 

  كه در آن:
൜
𝛼 ൌ 0,1, … , ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ𝑚 ൅ 1ሻ െ 1
𝛽 ൌ 0,1, … , ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ𝑚 ൅ 1ሻ െ 1

  

ها و  بردار تغييرمكان  ሾUሿماتريس ضرايب،    ሾKሿ)،  31(  در رابطه 
 ሾFሿ،ሾQሿ    شوندبه صورت زير تعريف مياست و  بردار نيروها 

]12[ .  
𝑲ఈఉ

ሺଵሻ௨ ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝐶ଵ̅ଵ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଵሻ ൅
ଵ

଴
ଵ

଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ൯ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠                                              (32) 
𝑲ఈఉ

ሺଵሻ௩ ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝐶̅ଵଶ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ ൅
ଵ

଴
ଵ

଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଵሻ൯ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠                                              (33) 
𝑲ఈఉ

ሺଶሻ௨ ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝐶ଵ̅ଶ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଵሻ ൅
ଵ

଴
ଵ

଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ൯ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠                                              (34) 
𝑲ఈఉ

ሺଶሻ௩ ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝐶̅ଶଶ 𝜒ఈ
ሺଶሻ 𝜒ఉ

ሺଶሻ ൅
ଵ

଴
ଵ

଴

𝐶̅଺଺ 𝜒ఈ
ሺଵሻ 𝜒ఉ

ሺଵሻ൯ 𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠                                               (35) 
𝑭ఈ

௨ ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ𝑓௫̅൯𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠

ଵ
଴

ଵ
଴

                          (36) 
𝑭ఉ

௩ ൌ ℎ௘ ׬ ׬ ൫𝑅௜,௝
௣,௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ𝑓௬̅൯𝐽𝑑̅𝑟𝑑𝑠

ଵ
଴

ଵ
଴

                           (37) 
شده در روابط ( ) مطابق با آنچه  37) الي (32نمادهاي استفاده 

  باشد.  توضيح داده شده مي
عددي    براي انتگرال  گو  )31رابطه (حل  نقاط  از  استفاده  س با 

  ، نياز به محاسبه ژاكوبين دوم به صورت زير داريم. ]14[

𝐽 ൌ ቎

డ௥

డక

డ௦

డక
డ௥

డఎ

డ௦

డఎ

቏                                                         (38) 

𝑑𝑒𝑡𝐽 ൌ ቚ
డ௥

డక

డ௦

డఎ
െ డ௦

డక

డ௥

డఎ
ቚ                                              (39) 

محاسبه تنش بهبود يافته در مسائل با مصالح   -5
  تابعي به روش ايزوژومتريك  مدرج

  گونه كه عنوان شد خطا بخشي ناگريز در هر يك از انواع همان
يافتن راه حلي مناسب    پسرود،  هاي عددي به شمار ميتحليل 
تر به حل دقيق در مسائل  به دست آوردن نتايجي نزديك  براي

زينكويچ و زو به    1992تواند بسيار ارزشمند باشد. در سال  مي
فرا نقاط  پايه  بر  را  روشي  محدود  اجزاي  روش  همگرا كمك 

SPR  (Superconvergent pach recovery)  براي  
به   تنش  آن  در  كه  نمودند  ابداع  خطا  برآورد  و  تنش  بازيافت 

همگرا از دقت بيشتري  آمده از تحليل تقريبي در نقاط فرا  دست
است سال  ]17[  برخوردار  در  به    2012.  همكاران  و  حسني 

كمك روشي مبتني بر نقاط فراهمگرا به برآورد خطا در مسائل  
در اين روش   .]18[د  با تحليل ايزوژئومتريك پرداختن  همگن

به  ناحيه  هر  در  تنش  مولفه  هر  براي  يافته  بهبود  تنش  ميدان 
مي گرفته  نظر  در  فرضي  سطح  يك  اين .  ]18[د  شوصورت 

روش   در  كه  اسپيلايني  بي  شكل  توابع  از  فرضي  سطح 
اند، به  جايي استفاده شدهايزوژئومتريك براي محاسبه توابع جابه

شود كه  اسپيلاين زماني ايجاد ميآيد. يك سطح بي  دست مي
نقاط كنترلي آن مشخص باشد. با تعريف     zو    x ،yمختصات  
مدلسازي شكل هندسي  برايهر نقطه كنترلي  yو   xمختصات

 zتعيين سطح بهبود يافته تنش، مولفه    برايتنها مولفه مجهول  
 شكلينقاط كنترلي به    zمحاسبه مختصات    .استنقاط كنترلي  

است كه سطح تنش جديد به دست آمده نسبت به سطح تنش  
ايزوژئومتريك حاصل شده به يك سطح تنش  قبلي كه از تحليل  

شود. براي اين كار از كمينه كردن فاصله  بهبود يافته تبديل مي
حل   از  آمده  دست  به  تنش  سطح  و  يافته  بهبود  تنش  بين 

مجموع ايزوژئومتريك در نقاط گوسي با كاربرد روش كمترين  
مي استفاده  از  مربعات،  برگرفته  يافته  بهبود  تنش  سطح  كنيم. 

آن در  كه  است  گوسي  نقاط  تحليل  ويژگي  از  حاصل  تنش  ها 
باشد.  تقريبي نسبت به ديگر نقاط از دقت بيشتري برخوردار مي

از   مرتبه  يك  تابع،  يك  شيب  همگرايي  مرتبه  نقاط  اين  در 
ب وابسته  شكل  تابع  تقريب  از  كه  انتظار  مقداري  تقريبي  حل  ه 

است.مي بالاتر  فراهمگرا    رود،  را  نقاط  اين  دليل  همين  به 
شد  مطرح    2005بار توسط بارلو در سال    نخستيننامند كه  مي

در اينجا براي اولين بار از اين روش در تحليل مسائل  .  ]19[
  شود.تابعي به روش ايزوژئومتريك استفاده مي مدرج
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مولفه  از  يك  هر  بهينه  تنش  سطح  با  اگر  تنش  بردار   ∗σهاي 
توان اين نشان داد شود، با توجه به توابع شكل بي اسپيلاين مي

  بيان كرد.   )42الي    40سطح را داخل هر ناحيه به صورت رابطه(

𝜎∗
௫ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑆௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑆௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑆௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑆௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑆௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

்

∗

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑃௫ ௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑃௫ ௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑃௫ ௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑃௫ ௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑃௫ ௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

          (40)  

 𝜎∗
௬ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑆௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑆௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑆௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑆௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑆௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

்

∗

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑃௬ ௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑃௬ ௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑃௬ ௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑃௬ ௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑃௬ ௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

      (41) 

𝜎∗
௫௬ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑆௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑆௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑆௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑆௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑆௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

்

∗

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑃௫௬ ௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑃௫௬ ௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑃௫௬ ௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑃௫௬ ௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑃௫௬ ௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     (42)  

  سطح   y    ،sو    xنقاط كنترلي در جهت    ندهشمار  jو    iكه در آن  
مختصات نقاط كنترلي وابسته  P) و  4بي اسپيلاين مطابق رابطه(

- همان طور كه مشاهده مي   باشد.به صفحه تنش بهبود يافته مي
مجهول   عامل  يافته،  جهت محاسبه  شود تنها  بهبود  سطح تنش 

كنترليسوم  مختصات   مقادير    ،نقاط  از  يك  هر  محاسبه  جهت 
همانگونه كه در ابتداي اين  تنش است. براي تعيين اين مقادير  

  بيان )  43به صورت رابطه (  𝐆ሺ𝐏ሻتابع  بخش به آن اشاره شد  
  شود.مي

𝑮ሺ𝑷ሻ ൌ ቌ𝝈∗ െ

቎
𝐶ଵ̅ଵሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝐶ଵ̅ଶሺ𝑟, 𝑠ሻ 0
𝐶̅ଶଵሺ𝑟, 𝑠ሻ 𝐶ଶ̅ଶሺ𝑟, 𝑠ሻ 0

0 0 𝐶଺̅଺ሺ𝑟, 𝑠ሻ
቏ ቐ

𝜀௫̅௫ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝜀௬̅௬ሺ𝑟, 𝑠ሻ

2𝜀௫̅௬ሺ𝑟, 𝑠ሻ
ቑቍ

ଶ

    (43) 

  
  داريم:  )43(در رابطه

𝜀௜̅௝
௫௫ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ

డቀ∑ ∑ ே೔,೛
೘
ೕసబ

೙
೔సబ ሺ௥ሻேೕ,೜ሺ௦ሻ௎೔ೕቁ

డ௫
                         (44)   

𝜀௜̅௝
௬௬ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ

డቀ∑ ∑ ே೔,೛
೘
ೕసబ

೙
೔సబ ሺ௥ሻேೕ,೜ሺ௦ሻ௏೔ೕቁ

డ௬
                  (45)  

2𝜀௜̅௝
௫௬ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ

డቀ∑ ∑ ே೔,೛
೘
ೕసబ

೙
೔సబ ሺ௥ሻேೕ,೜ሺ௦ሻ௎೔ೕቁ

డ௬
൅

డቀ∑ ∑ ே೔,೛
೘
ೕసబ

೙
೔సబ ሺ௥ሻேೕ,೜ሺ௦ሻ௏೔ೕቁ

డ௬
                                   (46)  

بر اساس توابع پايه بي اسپيلاين    همچنين ماتريس خواص مصالح 
  گردد.) تعريف مي19) الي (12مطابق روابط (

نقاط كنترلي  سوم  نسبت به مولفه    𝐆ሺ𝐏ሻگيري از تابع  مشتق  با
و برابر صفر قرار دادن آن، مختصات نقاط كنترلي صفحه تنش 

 آيد. به دست مي هاي تنشبراي هر يك از مولفه  بهبود يافته

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑃௫ ௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑃௫ ௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑃௫ ௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑃௫ ௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑃௫ ௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑆௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑆௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑆௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑆௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑆௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

்

∗

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑆௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑆௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑆௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑆௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑆௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

ିଵ

∗

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑆௜ି௣,௝ି௤ሺ𝑟, 𝑠ሻ
𝑆௜ି௣,௝ି௤ିଵሺ𝑟, 𝑠ሻ

⋮
𝑆௜ି௣,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ

𝑆௜ି௣ିଵ,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ
⋮

𝑆௜,௝ሺ𝑟, 𝑠ሻ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

∗ ൣ൫𝐶̅ଵଵሺ𝑟, 𝑠ሻ ∗

𝜀௫̅௫ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൅ 𝐶ଵ̅ଶሺ𝑟, 𝑠ሻ ∗ 𝜀௬̅௬ሺ𝑟, 𝑠ሻ൯൧                          (47) 
         

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
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𝜀௫̅௬ሺ𝑟, 𝑠ሻ൯൧                                                         (49) 
شود كه اين ميدان مولفه تنش نسبت به در ادامه نشان داده مي

تحليل   از  حاصل  تنش  دقيقسطح  و  ايزوژئومتريك  است  تر 
با  تواند به عنوان يك برآورد كننده خطا براي تحليل مسائل  مي

به كار رود. با محاسبه معيار خطاي انرژي   تابعي  مدرجمصالح  
عددي كه حل دقيق آنها موجود است، كارايي اين   نمونهبراي دو  

  شود. روش بررسي مي 
  
  معيار بيان خطا -6

دقيق و  در حالت كلي، خطا عبارت است از اختلاف بين حل  
هاي عددي بدست آمده است.  حل تقريبي كه به يكي از روش 

  آيد. بنابراين خطاي حل تنش دقيق به صورت زير بدست مي
𝑒௘௫௔ ൌ 𝜎௘௫௔ െ 𝜎௜௦௢                                             (50) 

توان از ميدان اما به دليل عدم دسترسي به ميدان تنش واقعي مي
اصلاح شده استفاده كرد كه اين ميدان تنش جديد توسط  تنش  

دست   به  شد  اشاره  آن  به  كه  تنش  بازيافت  روشهاي  از  يكي 
  شود.صورت زير محاسبه ميه آيد. بنابراين خطاي تقريبي بمي

𝑒௔௣௣ ൌ 𝜎௜௦௢ െ 𝜎௥௘௖                                                 (51) 
كند  مي رابطة اخير مقدار خطاي تقريبي را در يك نقطه برآورد  

كوچكتر از  ضمن اينكه اين مقدار   است از نظر عددي،  ممكن 
صفر باشد. بنابراين براي درك بهتر خطا از معيارهاي بهتري براي  

مي استفاده  آن  از  بيان  يكي  بيان  معروفشود.  معيارهاي  ترين 
. اگر معادله ديفرانسيل يك ]19[ت  خطا،معيار خطاي انرژي اس

  مسائل الاستيسيته را به صورت زير در نظر بگيريم.

𝑳𝒖 ൅ 𝑏 ൌ 0     𝑜𝑛    𝛺 )52(                                              

مسئله   يك  براي  تقريبي  و  دقيق  انرژي  خطاي  الاستيسيته  نرم 
  . ]19[ شودخطي توسط روابط زير بيان مي 

‖ 𝑒௘௫௔ ‖ ൌ ቂ׬ ሺ𝝈𝒆𝒙𝒂 െ 𝝈௜௦௢ሻ்𝑫ିଵሺ𝝈𝒆𝒙𝒂 െ
ఆ

𝝈௜௦௢ሻ𝑑𝛺ቃ
భ
మ )53(                                                              

ฮ 𝑒௔௣௣ ฮ ൌ ቂ׬ ሺ𝝈𝒊𝒔𝒐 െ 𝝈௥௘௖ሻ்𝑫ିଵሺ𝝈𝒊𝒔𝒐 െ
ఆ

𝝈௥௘௖ሻ𝑑𝛺ቃ
భ
మ )54(                                                         

دقيق   تنش  روابط،  اين  مسئله    ሺσୣ୶ୟሻدر  دقيق  حل  داشتن  با 
مي تنش  محاسبه  محاسبه  خصوص  در    ايزوژئومتريك شود، 

ሺσ୧ୱ୭ሻ  ،  بهبود يافته  تنشሺσ୰ୣୡሻ    مصالح و خواص   ماتريس 
ሺ𝐷ሻ هاي قبل داده شد. توضيحات لازم در قسمت  

  
  مثال عددي حل  -7

افزار   نرم  در  شده  نوشته  برنامه  از  استفاده  با  قسمت  اين  در 
Compaq Visul Fortran V6.6  تابعي   مدرج، رفتار مصالح

دو   طي  ايزوژئومتريك  تحليل  حل  نمونهبا  راه  تحليلي  با  هاي 
ها اشاره  هايي كه در اين مقاله به آنو راه حل   ]20, 21[  موجود

مي  شد قرار  مقايسه  و  بحث  در  مورد  است  ذكر  به  لازم  گيرد. 
خطاي   معيار  بر  علاوه  است  موجود  آن  دقيق  حل  كه  مسائلي 

مي نسبت  تقريبي  آورد.  بدست  نيز  را  دقيق  خطاي  معيار  توان 
همگرايي   بيانگر  واقعي،  خطاي  معيار  به  تقريبي  خطاي  معيار 

ي بيان  روش پيشنهادي به سمت حل واقعي است و معياري برا
گر خطا است و هر چه به عدد يك نزديكتر باشد دقت محاسبه

محاسبه  بهتر  كارايي  دهنده  نسبت،  نشان  اين  به  است،  خطا  گر 
مي مثالشاخص تأثير گفته  در  خواهيم شود كه  به آن  زير  هاي 

خطاي پرداخت.   كننده  تخمين  كارايي  از  بهتر  نمايش  براي 
به مرجع با توجه  اسپيلاين   ]22[  پيشنهادي  بي  شكل  توابع  از 

انتگرال براي  گوسي  نقطه  نه  از  و  گرفته  بهره  دو  گيري  مرتبه 
مي استفاده  تنش  بهينه  نقاط  و  در    گونههمانشود.  عددي  كه 

تابعي    مدرج) نشان داده شده است، يك صفحه با مصالح  2شكل(
ها    xكه در آن مدول الاستيسيته در راستاي محور   مد نظر است

E଴از مقدار   ൌ E଴ ൌ Eሺ0ሻ ൌ EሺWሻتا    1.0 ൌ در    8.0
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كند. شرايط بارگذاري مطابق  دو حالت خطي و نمايي تغيير مي
  .]21, 21[است) 3( شكل

  .]20, 21[تابعي مدرج  صفحه مربع با مصالح. 2 شكل
  
 

  
  
  
  
  

Fig.2. Square plate with functionally graded materials 
 [20, 21].    

  .]21,20[تابعي مدرج شرايط بارگذاري صفحه با مصالح .3 شكل
  
  
  

Fig.3. Loading conditions of the plate with functionally graded 
materials[20, 21]. 

مدل مصالح  براي  با  ورق  اين  روش تابعي    مدرجسازي  به 
مطابق   مختلف  راستاي  دو  در  گرهي  بردارهاي  ايزوژئومتريك 

) در نظر گرفته شده است، همچنين نقاط كنترلي 56و    55روابط (
  .است) 4و شرايط مزري مطابق شكل(

𝑟 ൌ ሼ0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1ሽ                             (55)
𝑠 ൌ ሼ0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1ሽ                                  (56) 

  . نقاط كنترلي و شرايط مرزي . 4شكل 
  
  
  
  
  
  

Fig.4. Control points and boundary conditions. 
  مدرج يك صفحه با مصالح  حالت اول تغييرات خطي مصالح.  

)  3و    2تابعي با ابعاد و شرايط مرزي نشان داده شده در اشكال(
به   مصالح  خواص  تغييرات  است.  نظر  در  واحد  ضخامت  با 

. مقدار  است  x) در راستاي محور  61(  صورت خطي مطابق رابطه
ها در هر نقطه دلخواه   xتنش دقيق ايجاد شده در راستاي محور  

  . ]20, 21[برابر واحد است 

𝐸ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐸଴ ൅ 𝛾𝑥                                                     (57) 
   .]20,19[ شود) محاسبه مي58از رابطه ( γپارامتر مستقل 

𝛾 ൌ ாሺ௪ሻିாሺ଴ሻ

ௐ
                                                  (58)  

  عرض ورق است.  W)،  58در رابطه(
تابعي   مدرجسازي مدول الاستيسيته مصالح  ) دقت مدل5(  شكل

  دهد.را در تغييرات خطي به روش ايزوژئومتريك نشان مي
  

مصالح مدل.  5  شكل خطي  تغييرات  روش    مدرج   سازي  به  تابعي 
  . ايزوژئومتريك براي حالت تغييرات خطي مصالح 

  
  
  
  
  
  
  

Fig.5. Modeling linear changes of functionally graded materials 
by isogeometric method for the state of linear changes of 
materials. 
 

مقايسه 6شكل( و )  ايزوژئومتريك  حل  از  حاصل  تنش  بين  اي 
است. تنش حاصل از حل بهبود يافته بهبود يافته با حل دقيق  

هاي ايجاد شده  دهد، پرشنشان مينتايج نزديكتري به تنش دقيق  
تري را نشان  در اين نمودار به حداقل رسيده و تنش يكنواخت

  دهد كه حاكي از كارايي روش پيشنهادي دارد. مي
مقايسه تنش به دست آمده از حل دقيق، ايزوژئومتريك و بهبود يافته  .  6  شكل

  . براي حالت تغييرات خطي مصالح
  
  
  
  
  
  
  

Fig.6. Comparison of the stress obtained from the exact, 
isogeometric and improved solution for the state of linear 
changes of materials. 
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) توزيع نرم خطاي انرژي دقيق و تقريبي را نشان  8  و  7اشكال(
  شباهت  ،محاسبه شده  0.63دهد. شاخص تاثير در اين مثال  مي

و كاهش نرم خطاي انرژي دقيق   تغييرات خطاي دقيق و تقريبي
تقريبي  0.17به    0.24از   انرژي  خطاي  نرم  كارايي   در  از  نشان 

قبول برآورد كننده خطاي پيشنهادي دارد. علاوه بر اينكه   قابل 
دقيق   انرژي  خطاي  روش   0.24نرم  كارايي  از  نشان 

  ايزوژئومتريك در تحليل مواد مدرج تابعي دارد.
  . انرژي دقيق براي حالت تغييرات خطي مصالحنرم خطاي توزيع  .7 شكل

  
  
  
  
  
  
  

Fig.7. Distribution of exact energy error norm for the case of 
linear material changes. 

  
  . نرم خطاي انرژي تقريبي براي حالت تغييرات خطي مصالحتوزيع .8 شكل

  
  
  
  
  
  
  

Fig.8. Distribution of approximate energy error norm for the 
case of linear material changes. 
 

تابعي   مدرجيك صفحه با مصالح  .  حالت دوم تغييرات نمايي مصالح
اشكال( در  شده  داده  نشان  مرزي  شرايط  و  ابعاد  با  3و    2با   (

ضخامت واحد در نظر است. تغييرات خواص مصالح به صورت  
باشد. مقدار  ها مي  x) در راستاي محور  59(  نمايي مطابق رابطه

ها در هر نقطه دلخواه   xتنش دقيق ايجاد شده در راستاي محور  
  .  ]20, 21[برابر واحد است 

𝐸ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐸଴𝑒ఉ௫                                                       (59) 

    .]19, 20[شود) محاسبه مي60از رابطه ( βپارامتر مستقل 
𝛽 ൌ ଵ

ௐ
𝑙𝑜𝑔 ቄ

ாሺ௪ሻ

ாሺ଴ሻ
ቅ                                              (60)  

  عرض ورق است. W)،   60در رابطه(
تابعي    مدرجسازي مدول الاستيسيته مصالح  ) دقت مدل9شكل(

  دهد.را در تغييرات نمايي به روش ايزوژئومتريك نشان مي
مصالح مدل.  9  شكل نمايي  تغييرات  روش    مدرج   سازي  به  تابعي 

  . ايزوژئومتريك براي حالت تغييرات نمايي مصالح
  
  
  
  
  
  
  

Fig.9. Modeling exponential changes of functionally graded 
materials by isogeometric method for the state of exponential 
changes of materials. 

  
اي بين تنش حاصل از حل ايزوژئومتريك و ) مقايسه10(  شكل

است. تنش حاصل از حل بهبود يافته بهبود يافته با حل دقيق  
هاي ايجاد شده  دهد، پرشنشان مينتايج نزديكتري به تنش دقيق  

تري را نشان  رسيده و تنش يكنواختدر اين نمودار به حداقل  
  دهد كه حاكي از كارايي روش پيشنهادي دارد. مي
  

مقايسه تنش به دست آمده از حل دقيق، ايزوژئومتريك و بهبود  .  10  شكل
  . يافته براي حالت تغييرات نمايي مصالح
 

  
  
  
  
  
  

Fig.10. Comparison of the stress obtained from the exact, 
isogeometric and improved solution for the state of exponential 
changes of materials. 
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را 12  و  11اشكال( تقريبي  و  دقيق  انرژي  خطاي  نرم  توزيع   (
مي تا نشان  شاخص  مثال  دهد.  اين  در  شده،  0.70ثير    محاسبه 
خطاي   شباهت نرم  كاهش  و  تقريبي  و  دقيق  خطاي  تغييرات 

در نرم خطاي انرژي تقريبي نشان از   0.1به    0.15انرژي دقيق از  
علاوه بر    كارايي قابل قبول برآورد كننده خطاي پيشنهادي دارد.

دقيق   انرژي  خطاي  نرم  روش    0.15اينكه  كارايي  از  نشان 
  ايزوژئومتريك در تحليل مواد مدرج تابعي دارد.

  
  . نرم خطاي انرژي دقيق براي حالت تغييرات نمايي مصالح توزيع . 11 شكل

  
  
  
  
  
  
  
  

Fig.11. Distribution of exact energy error norm for the case of 
exponential material changes. 

 
  . نرم خطاي انرژي تقريبي براي حالت تغييرات نمايي مصالحتوزيع  .  12  شكل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

Fig.12. Distribution of approximate energy error norm for the 
case of exponential material changes. 

  
و 14  و  13اشكال( دقيق  خطاي  تغييرات  از  بهتر  درك  براي   (

شده ترسيم  ميزان تقريبي  است  مشاهده  قابل  كه  همانطور  اند. 
اي كاهش يافته تغييرات نرم خطا تقريبي به شكل قابل ملاحظه

برآورد كننده خطاي   كارايي مناسب  است. مانند تغييرات خطا، 
  دهد.پيشنهادي را نشان مي

  
  . براي حالت تغييرات نمايي مصالح دقيق  انرژينرم خطاي . 13 شكل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

Fig.13. Exact energy error norm for exponential material 
change mode. 

  
  . براي حالت تغييرات نمايي مصالحتقريبي  انرژينرم خطاي . 14 شكل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

Fig.14. Approximate energy error norm for exponential 
material change mode. 
 

  گيري نتيجه  -8
و  روش   تحليل  در  توانمند  روش  يك  ايزوژئومتريك 

اينكه سازي مسائل پيچيده سازه و مكانيك است. با توجه به  مدل
افزارهاي  هنوز اين روش در ابتداي راه است و در هيج يك از نرم

تجاري جهان مورد استفاده قرار نگرفته، ولي به دليل پتانسيل بالا  
محققين   توسط  پيشرفت  حال  در  سرعت  روش استبه  در   .

خطاهايي   ديگر  عددي  تحليل  روش  هر  مانند  ايزوژئومتريك 



 سيد حسين امام و همكاران                                                                        … تنش و برآورد خطا در مسائل مدرج تابعيميدان بهبود 
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 مدرج خطاي تحليل مواد  وجود دارد. در اين پژوهش به برآورد
تابعي با روش ايزوژئومتريك و تاثير نقاط فوق همگرا در تشكيل  

 برايسطح تنش بهبود يافته پرداخته شد. با توجه به نتايج تحليل  
شاخص تاثير و برابري تقريبي نرم خطاي انرژي دقيق و تقريبي  

توان از روش پيشنهادي حل شده در اين مقاله مي  نمونهبراي دو  
برآورد خطا و محاسبه سطح ميدان تنش   برايبه عنوان راهكاري  

تابعي به روش ايزوژئومتريك    مدرجبهبود يافته در حل مسائل  
    گرفت. بهره

  

  سپاسگزاري  -9
اين پژوهش با استفاده از اعتبارات پژوهشي دانشگاه آزاد اسلامي  

  است. شدهواحد شاهرود انجام 
  

  اعلام تعارض منافع -10
مي اعلام  وجود نويسندگان  منافعي  تعارض  نوع  هيچ  كه  كنند 

  ندارد.
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Abstract  
Today, the use of functionally graded materials is increasing. In these materials, the mechanical properties 
change as a continuous function throughout the problem domain. Due to these continuous changes, the 
problems of non-adhesion of materials, delamination and stress concentration at the joint, which can be 
problematic in composite structures, do not arise. Numerical methods such as the finite element method can 
be used to analyze functionally  graded materials, but due to the limitations of this method, we will face many 
problems. The most important of these problems are the lack of a suitable element for the analysis of problems 
that can accommodate changes in the properties of materials, or the inability to accurately model the edges of 
shapes that have complex geometry, so in this research, the isogeometric method is used in which these 
weaknesses are eliminated. Also, since the error is an inseparable part of any numerical analysis and the 
reliability of the results has always been the main concern of the researchers, and in general, there is no exact 
answer to many problems, finding a solution to estimate the error in the calculations is of special importance. 
Therefore, in this article, for the first time, the isogeometric method has been developed in the analysis of 
problems with functionally graded materials with the approach of improving the stress field and estimating the 
error in it. This error estimator is in the category of error estimation methods based on stress recovery, and the 
goal is to increase the impact index of the error estimator and more adapt the error distribution method obtained 
from the proposed error estimator with the exact error estimator in solving problems. In this method, by using 
superconvergent points, where the order of convergence of the gradient of a function is one order higher than 
the value expected from the approximation of the shape function related to the approximate solution, a 
hypothetical surface is made for each stress value. To define this surface, we use the same shape functions 
used in the isogeometric method to approximate unknown functions. This hypothetical level is created when 
the coordinates x, y and z of its control points are specified. The x and y coordinates of each control point are 
used to model the geometric shape. The z component of the control points is calculated by minimizing the 
distance between this hypothetical level and the stress level obtained from isogeometric solution at the gauss-
elements points of each region using the minimum square sum method. From the comparison of the exact error 
norm and the approximate error norm for sample problems, it can be seen that the proposed error estimation 
has a suitable efficiency for estimating the error in the analysis of problems with functionally graded materials 
by isogeometric method, and it can be used as a solution to error estimation and calculate the improved stress 
field level in solving functionally graded problems by isogeometric method. It is also possible to identify areas 
of the isogeometric solution domain that have a large error with the help of the proposed error estimator method 
and achieve local improvement of the network in those areas and increase the accuracy of the isogeometric 
solution. 
 
Keywords: Isogeometrical Analysis; Functionally Graded Material; Error Estimation; Stress Recovery. 

 


