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  چكيده
و دسترسي به اين منبع با ارزش، مقرون   بودهآب سطحي كمتر مستعد آلودگي  ، كه در مقايسه با  است  آب زيرزميني يك منبع آب شيرين حائز اهميت

در كمبود آب سطحي مانند خشكسالي به ويژه در كشورهاي  آب زيرزميني به عنوان يك منبع كارآمد    شودمي. اين مسائل باعث  استبه صرفه  
مدلسازي DDFV در اين تحقيق معادله انتقال آلودگي در آب زيرزميني با استفاده از روش نوين حجم محدود  خشك و نيمه خشك شناخته شود.  

لثي ساختارنيافته اعمال شده ائه شده روي مش مث. مدل ارآيدميشده كه با استفاده از اين روش غلظت آلودگي در مركز و رئوس هر المان بدست  
و نتايج مدل   شددر حالت جريان ناپايدار، معادله جريان با معادله انتقال همبسته  .  استاست كه براي مدلسازي مرزهاي هندسي پيچيده مناسب  

شد. در ادامه مدل هم بسته جريان و انتقال در محيط با غيرهمگني بالا مورد استفاده قرار گرفته كه نتايج    آزماييدرستي  مدل مادفلوعددي با نتايج  
. همچنين با استفاده از مدل عددي مورد نظر نتايج معادلات جريان و انتقال آلودگي عاري از هر گونه نوسانات دهدمينشان از پايداري مدل مورد نظر  

  . استعددي 
  

  .: انتقال آلودگي، فرارفت، پراكندگي، مدلسازي عددي، روش حجم محدودكليديواژگان 
  

  مقدمه -1
از زيرسطح زمين   دستيابيهاي زيرزميني بخشي از آب قابل  آب

ها و قنوات به سطح زمين انتقال ها، گالري است كه از طريق چاه
ها از درون زمين تخليه  توسط چشمهداده شده و يا بطور طبيعي  

هاي زيرزميني منبع عمده تامين آب شيرين در آب .  [1]  شودمي
هاي خشك و نيمه خشك  بسياري از مناطق دنيا به ويژه در اقليم

افزايش تقاضا براي آب در بيشتر نقاط از سويي  مانند ايران است.  

جهان و تشديد بهره برداري از آب، مشكل كيفيت به يك عامل  
.  شده استمحدود كننده در توسعه و استفاده از منابع آب تبديل  

هاي زيرزميني به عنوان يك مشكل جهاني از  امروزه آلودگي آب
ها و از سويي ديگر محيط زيست را به شدت  سويي سلامتي انسان 

مي متعدد[2]كند  تهديد  تحقيقات  در    .  جهان  مختلف  نقاط  در 
هاي زيرزميني به شدت دهد كه آبهاي اخير نشان مي دهه  خلال

ي و كشاورزي  ت هاي صنع هاي محلول حاصل از فعاليتتوسط يون 

پژوهشي  –مجله علمي    

 مهندسي عمران مدرس 
2140، سال2، شمارهسومدوره بيست و   
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 1انتقال آلودگيهاي حاكم بر از اين رو مدل. [2] آلوده شده است
ها در همحلول نقش مهمي در تعيين توزيع زماني و مكاني آلايند

  . [3] دارد 2ها آبخوان 
جمله مدل از  زيادي  و  مدل   هاي  تحليلي  نيمه  تحليلي،  هاي 
آلودگي    برايعددي   انتقال  و  زيرزميني  آب  جريان  مدلسازي 

هاي عددي با توجه به اينكه مدل  .[7-3]توسعه داده شده است  
هاي پيچيده و شرايط مرزي متفاوت قابليت در نظر گرفتن هندسه
رايج ترين   .[7]  ها ارجحيت دارندرا دارند، نسبت به ساير مدل

جزئي جريان    هاي عددي براي تخمين معادلات ديفرانسيلروش
جرم انتقال  محدود و  تفاضل  روش  محدود 3،  المان  روش  و   4، 

روش تفاضل محدود روش  .],8 9[  باشدمي  5روش حجم محدود 
محسوب    برايمنعطفي   پيچيده  مرزهاي  در  انتقال  معادله  حل 

دقت كافي  نمي و از  برخوردار    برايشود  تقريب غلظت آلاينده 
از اين رو نياز است كه در اينگونه مرزها مش تاحد زيادي    يستن

با وجود آنكه روش المان محدود نسبت به  . [11 ,10 ,3]ريز شود
هندسه  مدلسازي  در  بيشتري  انعطاف  محدود  تفاضل  هاي روش 

پيچيده دارد اما در اين روش بقاي جرم به صورت محلي حفظ  
نوسانات عددي را در حل  نشده و همچنين در مرزهاي ناهمگن  

مي نشان  قانون    در  . ]12-14[د  دهمعادلات  محدود  حجم  روش 
شود، كه اين امر سبب كاهش  بقاي جرم در سطح المان حفظ مي

هاي خميده، اين روش براي هندسهدر عين حال  خطا خواهد شد.  
مناسب  پيچيده  و  عنوان    .]149,-24[تاس  شعاعي    نمونهبه 

 Loudyi    با استفاده از روش حجم محدود با شبكه  و همكاران
معادله جريان آب    ،6غيرمتعامد چهارضلعي و روش سلول مركزي

را   آنهازيرزميني  كردند.  مدل  بعدي  دو  حالت  را    در  خود  مدل 
در انگلستان استفاده كردند    ايبراي آبخواني در نزديكي رودخانه

با   را  نتايج  مادفلو و  داده  7مدل  كردند. و  مقايسه  مشاهداتي  هاي 
انعطاف   محدود  حجم  روش  كه  داد  نشان  مقايسه  اين  نتيجه 

 
1. Contaminant transport 
2. Aquifer 
3. Finite difference method 
4. Finite element  method 
5. Finite volume method 
6. Cell-center 
7. Modflow 

سازي هندسه با مرزهاي نامنظم دارد  پذيري، دقت بيشتر در شبيه
 .  ]16[  استكمتر    مادفلوو خطاي اين روش نسبت به مدلسازي با  

هاي اخير روش حجم محدود براي مسائل مختلف توسعه  در سال 
شده و اين روش به   شده استكلاس داده   هاي متعددي تقسيم 

هاي حجم محدود، روش تخمين  ترين روش يكي از ساده.  ]19[
دو  مشترك  كه در اين روش شار در وجه    است  8اينقطه شار دو  

جزء حجمي از گراديان هد در مراكز دو سلول مجاور به دست  
هاي . روش فوق با وجود سادگي و پركاربرد بودن در مش آيدمي

دقت پاييني دارد، زيرا در حالت كلي خطي كه مراكز    9ساختارنيافته
مي وصل  هم  به  را  مجاور  سلول  عمود  دو  مشترك  وجه  بر  كند 

توسعه   براياي  هاي اخير تلاش گستردهدر دهه  . ]17-20[يست  ن
محدود  مدل حجم  پيشرفته  و  نوين  مشهاي  نامنظم در  هاي 

ها روش كه يكي از اين روش  ],3 ,9 15-24[صورت گرفته است  
10DDFV  مراجع  .  ],14 ,15 ,19 21-42[  است اين   ],21 22[در 

همرفت  برايروش   معادله  پايدار  11ديفيوژن-حل  حالت   12در 
]32, . در مراجع  به اثبات رسيدآن  توسعه داده شده و همگرايي  

روش    24[ محيط   براي  DDFVMاز  در  ريچاردز  معادله  حل 
در  باغيراش قبولي  قابل  نتايج  كه  شد  استفاده  متعدد  نمونه ع  هاي 

شد. آشتياني  حاصل  عطايي  و  روشاز    اسدي    براي  اين 
كه بر مبناي فشار و ترم   13سازي معادله جريان در مدل بيوگسسته 

كرنش   كردند.  ،  استهاي  و   14همبسته  تمعادلااستفاده  جريان 
. شدپذير مدلسازي  تغيير شكل براي محيط متخلخل تغيير شكل

حل   و  محدود  المان  روش  با  را  محدود  حجم  روش  نتايج  آنها 
المان  روش  كه  داد  نشان  مقايسه  اين  و  كردند  مقايسه  تحليلي 

در صورتي كه روش حجم   ،استمحدود داراي نوسانات عددي  
گفته دادند كه روش    است و نشان  هماهنگمحدود بر حل تحليلي  

 . [14]  از دقت و نرخ بالاي همگرايي برخوردار است شده

8. Two point flux approximation 
9. Unstructured grid 
10. Dual-Discrete finite volume 
11. Convection-Diffusion 
12. Steady state 
13. Biot 
14. Coupled 
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مدل  كه  است  داده  نشان  مطالعات  از  عددي  بسياري  در  هاي 
همگن غير  ناهمسان   1شرايط  نشان    2و  خود  از  ناپايداري  نتايج 

در مرجع   اسدي و عطايي آشتيانياز اين رو  .  ],15 17-19[دهند  مي
 براي را    DDFVو    3MPFAدو روش نوين حجم محدود    [15]

مدلسازي معادله جريان و تغيير شكل در محيط با غيرهمگني بالا  
پايداري و دقت  از    DDFVمقايسه نمودند. نتايج نشان داد روش  

   .استبالاتري برخوردار 
با توجه به مطالعات صورت گرفته، در اين تحقيق براي اولين 

سازي معادله انتقال آلودگي محلول گسسته   براي  DDFVبار روش  
است.   شده  گرفته  كار  شامل  سازوكاربه  آلودگي  پخش  هاي 

در اين تحقيق، مدل انتقال آلودگي  .  است  5و فرارفت  4پراكندگي 
به    .نظر گرفته شده استبسته با معادله جريان در  به صورت هم 

حل    DDFVروش اين ترتيب كه ابتدا معادله جريان با استفاده از 
ها به دست آمده، سپس مقدار هد دار هد در مراكز سلول قه، مشد

در رئوس درونيابي شده و سرعت جريان در وجوه المان محاسبه  
به  مي تراوش  سرعت  و  پراكندگي  ضرايب  بعدي  گام  در  شود. 

ل خواهد  ح  DDFVدست آمده و معادله انتقال آلودگي با روش  
مدلسازي    شد. در  فوق  روش  پايداري  مطالعه  اين  در  همچنين 

ي بالا نيز بررسي معادله انتقال آلودگي در محيط هايي با غير همگن
  شده است. 

صورت   اين  به  مقاله  و   استساختار  مواد  دوم،  بخش  در  كه 
ها شامل معادلات رياضي و فرمولاسيون عددي ارائه شده و  روش

شود. بخش  هاي مختلف بررسي مينمونه در بخش سوم نتايج در  
  بندي اختصاص داده شده است.پاياني نيز به جمع

  هامواد و روش -2
بخش  در   واين  شده  ارائه  حاكم  رياضي  معادلات  سپس    ابتدا 

حل معادله جريان و انتقال    براي  DDFVروش  فرمولاسيون عددي  
  آلودگي به دست آمده است.

  رياضي   معادلات -2-1
معادلات رياضي حاكم بر مساله شامل معادلات جريان و انتقال 

با توجه به اينكه  شود.  بسته حل ميكه به صورت هم  استآلودگي  

 
1. Heteregeneous 
2. Anisotropic 
3. Multi-point flux approximation 

ابتدا معادله  در هر گام زماني    باشد،زمان ميبه  هر دو معادله وابسته  
و رئوس   حل شده مقادير هد در مركزدر حالت ناپايدار  جريان  

شار   تخمين  از  استفاده  با  سپس  آمده،  دست  به  المان  هر 
مي چندنقطه محاسبه  ترواش  سرعت  مقدار  مرحله اي  در  شود. 

و   ترواش  سرعت  شامل  آلودگي  انتقال  معادله  ضرايب  بعدي 
ضرايب پراكندگي هيدروديناميكي به دست آمده و مقدار غلظت  

مي  حاصل  دوم  حل معادله  به ذكر  با  لازم  معادله  شود.  است كه 
هاي سازوكار جريان در آبخوان محصور و معادله انتقال آلودگي با  

در    فرارفت و پراكندگي و در محيط دوبعدي فرض شده است. 
روابط زير معادلات ديفرانسيلي جريان و انتقال آلودگي به ترتيب 

  ارائه شده است:
)1(  Ss

∂h
∂t +∇.v=f 

،  [L]هد هيدروليكي L،  h]-1[ ضريب ذخيره ويژه Ssرابطه بالا   در
t  زمان  [T]  ،v    1[سرعت دارسي  بردار-[LT     وf    ترم چشمه و چاه
]1-[T است.  

 )2(  
  

∂c
∂t +∇.ሺ𝐯തcሻ െ ∇.ሺ𝐃∇cሻ ൌ W 

 بردار سرعت تراوش  ML  ،𝐯ത]-3[ غلظت آلودگي  c  ر رابطه فوق د
]1-[LT،  D    تانسور پراكندگي]1-T2[L    وW  منبع و چاه    ترم-[ML

] 1-T 3 است.  
  

  فرمولاسيون عددي  -2-2
جريانسازي  گسسته  -2-2-1 روش   معادله  از  استفاده  با 

  حجم محدود 
اعمال روش حجم محدود روي معادله جريان و بر حجم كنترلي  با  
Ωi توان به صورت زير نوشت:فرم انتگرالي اين معادله را مي  
)3(  න ൬Ss

∂h
∂t +∇.v൰ dΩ

Ωi

= න f dΩ
Ωi

 

گرين در رابطه فوق، معادله بقاي جرم را -اعمال قضيه گوسبا  
  توان به صورت زير نوشت:مي
)4(  න ൬Ss

∂h
∂t൰ dΩ

Ωi

൅ න n.v 
∂Ωi

dΓ= න fdΩ
Ωi

 

 

4. Dispersion 
5. Advection 
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بردار واحد عمود   nو    Ωiمرز حجم كنترلي    Ωi∂فوق  در رابطه  
  : استشده معادله به صورت زير  فرم گسسته . است Ωi∂بر مرز 

)5(  Ss
∂hi

∂t
|Ωi|+ ෍ VijหΓijห

Γijϵ∂Ωi

=fi|Ωi| 

در معادله فوق، هد و ترم چشمه/چاه در مركز حجم كنترلي و با 
مرز مشترك ميان   Γij  .شودتعريف مي  fiو    hiهاي  استفاده از ترم 

Ωi∩Ωjباشد (مي  Ωjو    Ωiدو حجم كنترلي   ൌ Γij  .(หΓijห    نشان
مشترك   وجه  طول  كنترلي    |Ωi|و    Γijدهنده  حجم  مساحت 

باشد كه با استفاده  مي   Γijمعرف شار عبوري از مرز    Vijباشد.  مي
  : [22 ,21 ,14] شوداز رابطه زير تعريف مي

 )6(  Vij= - 1
หΓijห

න n.Kഥ∇h
Γij

dΓ 

فوق در   مي  Kഥ  رابطه  هيدروليكي  هدايت  با    .باشدتانسور 
اين   شود،توجه به اينكه تابع مجهول در مركز سلول تعريف مي

روش گروه  در  مركزي روش  سلول  محدود  حجم   1هاي 
(CCFVM)  گيرد. قرار مي  

بندي بدون ساختار مثلثي، خط اتصال كه در شبكهاز آنجايي 
هاي مجاور در حالت كلي عمود بر مرز مشترك  دهنده مراكز سلول

از دو نقطه تخمين شار عبوري از مرز مشترك بيش    براي،  يستن
چندنقطه نياز است. روش  در اين تحقيق مورد  مورد استفاده  اي 

روش  .  ,14] ,21 [22  است  2دياموند  روش اين  تخمين   برايدر 
ها نياز به مقادير هد در شار، علاوه بر مقادير هد در مراكز سلول 

بر روي مرز    هدبه اين ترتيب كه گراديان   .هسترئوس وجوه نيز  
 .شودسلول به صورت رابطه زير گسسته مي

24] [14, 21- 
 

)7(  ψij= ቆ
hj-hi

Hij
- cot θ

hJ-hI

หΓijห
ቇ nij+

hJ-hI

หΓijห
tij    

nij    وtij    وجه بر  مماسي  و  عمود  يكه  بردارهاي  ترتيب   Γijبه 
در راستاي شار و به سمت خارج از    nijاي كه  باشد. به گونه مي

 Γijرئوس وجه    Jو    Iفرض شده است. همچنين    Ωiحجم كنترلي  
. hsjمراكز هندسي دو سلول چپ و راست    jو    iو    𝐭୧୨ در جهت  

 nijدر جهت بردار نرمال    ijሬ⃗تصوير بردار    Hij=hij+hji  در رابطه بالا
و وجه سلول    jو    iبه ترتيب فاصله عمودي بين مراكز    hjiو    hijو  

 .,14] 21-[24  است  tij  و  ijሬ⃗نيز زاويه ميان دو بردار    θپارامتر  .  است

 
1. Cell-center control volume method 

با جايگذاري معادله اند.  ) نشان داده شده1اين پارامترها در شكل (
مطابق زير بدست   Γij)، شار عددي بر روي مرز  6) در رابطه (7(

  : [22 ,21 ,14] آيدمي
)8(  Vij=-κψij.nij 

ماتريس هدايت هيدروليكي معادل و متناظر با   κرابطه فوق  در  
  : [22 ,21 ,14]است  ൫nij,tij൯مختصات محلي  

)9(  
  

κ=
1

หΓijห
න Kഥ

Γij

dΓ= ቂ
κnn κnt
κtn κtt

ቃ  in ൫nij‚ tij൯ 

توان به )، شار عددي را مي8معادله () در  9و    7با اعمال روابط (
  :[22 ,21 ,14]صورت زير بيان نمود

)10(  Vij=-κnn
hj-hi

Hij
-(κnt- cot θκnn)

hJ-hI

หΓijห
 

  
 DDFVپارامترها در روش  .1شكل  

  
Fig. 1. Parameters in DDFV scheme  

، نياز به درونيابي  CCFVسازي  كامل نمودن روش گسسته   براي
  هد بر اساس ميانگين وزني مقادير ) hJو  hI( مقادير هد در رئوس 

از روش حداقل    . به اين منظوراستهاي مجاور  در مراكز سلول
شود. با اعمال  تعيين توابع وزني موردنظر استفاده مي  برايمربعات  

  داريم:  hIاين روش براي مقدار هد 
)11(  

hI= ෍ wihi

NI

i=1

 

)  NI>2(  Iهاي كنترلي مجاور راس  تعداد حجم  NI)  11رابطه (در  
  .باشدمي i تابع وزني متناظر با حجم كنترلي wiو 
 [14, 21, 22] .  

 ) رابطه  جايگذاري  با  نهايت  شار  10در  به  مربوط  فرمول  در   (
آيد. با شده معادله بقا بدست ميسازي گسستهعددي، فرم نهايي  

به دست آوردن هد در مركز و رئوس هر المان سرعت در راستاي 

2.Diamond scheme 
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t  وn    آمد خواهد  دست  چرخش  به  ماتريس  از  استفاده  با   ،و 
راستاي   در  مي  yو    xسرعت  ضرايب  محاسبه  ادامه  در  و  شود 

  آيد.  به دست مي yو  xپراكندگي در راستاي 
سلول يك تانسور  لازم به ذكر است كه در مسائل غيرهمگن به هر  

مرز   در  همچنين  و  شده  داده  اختصاص  هيدروليكي  هدايت 
مشترك ميان دو سلول ضريب هدايت هيدروليكي با استفاده از  

 آيد. ميانگين هارمونيك بدست مي

.  
از گسسته  -2-2-1 استفاده  با  آلودگي  انتقال  معادله  سازي 

   روش حجم محدود
مشا روندي  و  ببا  معادله  با  ه  روي  محدود  حجم  روش  اعمال 

كنترلي   حجم  روي  و  را    Ωiآلودگي  معادله  اين  انتگرالي  فرم 
  توان به صورت زير نوشت:مي
)12(  න ൬

∂c
∂t +∇.F൰ dΩ=

Ωi

න WdΩ
Ωi

 
توان به صورت زير را مي فوق  معادله    گرين-اعمال قضيه گوسبا  

  نوشت: 
)13(  න ൬

∂c
∂t൰ dΩ + න (n∙F) dΓ= න W dΩ

Ωi∂ΩiΩi
 

  ) به صورت زير است:13معادله (شده فرم گسسته 
)14(  ∂ci

∂t
|Ωi|+ ෍ FijหΓijห=Wi|Ωi|

Γij∈∂Ωi

 

) معادله  با  14در  كنترلي  حجم  مركز  در  غلظت   ،(ci    تعريف
كه    است  Γijاز مرز  ماده آلاينده  معرف شار عبوري    Fijشود.  مي

فرارفت شار  Fij  شامل 
adv  پراكندگي Fijو 

disp   از    بوده استفاده  با  و 
   :شودروابط زير تعريف مي

)15(  FijൌFij
disp൅Fij

adv 
)16(  Fij

dispൌ
1

หΓijห
න n∙Fdisp

Γij

dΓൌ-
1

หΓijห
න n∙D

Γij

∇cdΓ 
)17(  Fij

adv= 
1

หΓijห
න n∙Fadv

Γij

dΓ=
1

หΓijห
න n∙𝐯തc

Γij

Dγ 
مرز   روي  پراكندگي  عددي  زيرمطابق    Γijشار  بدست    رابطه 

  آيد: مي
)18(  Fij

disp= -ξγij∙nij 
و از رابطه    استل  روي مرز سلو  گراديان غلظت   γijدر رابطه فوق  
  شود:زير محاسبه مي

)19(  γij= ቆ
cj-ci

Hij
- cot θ

cJ-cI

หΓijห
ቇ nij+

cJ-cI

หΓijห
tij 

رابطه ( سلول    ci)  19در  مركز  در  مركز   i  ،cjغلظت  در  غلظت 
رئوس    cJو    cIو    jسلول   در  غلظت  همچنين   .است  Γijمقدار 
  آيد. ) به دست مي 20معادله (با استفاده از  ξتانسور  

)20(  ξൌ
1

หΓijห
න D

Γij

dΓൌ ൤
ξnn ξnt
ξtn ξtt

൨  in ൫nij.tij൯ 
) شار عددي پراكندگي 18) در معادله (20و    19(   با اعمال روابط

   :توان به صورت زير تعريف نمودرا مي
)21(  Fij

disp=-ξnn
cj-ci

Hij
-(ξnt- cot θξnn)

cJ-cI

หΓijห
 

) بدست  22مطابق رابطه (  Γijروي مرز    نيزشار عددي فرارفت  
  آيد: مي
)22(  Fij

adv=-
1

หΓijห
vn(ci-cj)/2 

توان مقادير غلظت را در رئوس يابي ميبا استفاده از دروندر ادامه  
)cI    وcJ(   مراكز در  غلظت  مقادير  وزني  ميانگين  اساس  بر 

از روش حداقل   در اين بخش نيزهاي مجاور بدست آورد.  سلول 
مي   برايمربعات   استفاده  نظر  مورد  وزني  توابع  با  تعيين  شود. 

 داريم cIاعمال اين روش براي مقدار غلظت 
 [14, 21,22] :  

)23(  
cI= ෍ wici

NI

i=1

 
  ) رابطه  جايگذاري  با  نهايت  رابطه (23و    22،  21در  در   (14 (

  شود. سازي شده حاصل ميمعادله نهايي گسسته
  
  نتايج   -3

مدل ارائه شده به روش حجم    آزماييبراي درستي  اين بخش در  
حل به دست آمده   .پرداخته شده استهايي  نمونهمحدود به حل  

با استفاده از مدل عددي با نتايج به دست آمده از كد مادفلو مقايسه  
بالايي ميان نتايج است. همچنين    هماهنگيشده كه نشان دهنده  

گونه نمونه  به  حالتها  در  جريان  كه  شده  انتخاب  يك  اي  هاي 
در نهايت  بعدي و دوبعدي وشرايط مرزي متفاوت را دربربگيرد.

ناهمگني بالا مدلسازي شده و پايداري مدل ارائه شده  سئله با  م
لازم به ذكر است روش حجم محدود    مورد بررسي قرار گرفت.

   در محيط متلب كدنويسي شده است. 
 و ناپايدار  جريان يك بعدي با فرض پراكندگي-مسئله فرارفت -3-1
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متر در    1متر و عرض  20 به طول  محصور  يآبخوان  اول  نمونهدر  
متر   1.08نظر گرفته شده است. هدايت هيدروليكي اين آبخوان  

، پراكندگي مترمربع بر روز  8.46، ضريب پخش مولكولي  بر روز
عرضي  متر  10طولي   پراكندگي  تخلخل    صفر  و   0.26است. 

شرايط .  استبر متر    0.0002ذخيره ويژه براي آبخوان محصور  و
و مرز چپ    1مرز بالا و پايين نيومنمرزي به اين صورت است كه  

و در مرز راست    متر  10، مقدار هد در مرز چپ  2و راست ديريكله 
چپ   است.  0 مرز  در  غلظت  مقدار  متر   1همچنين  بر  كيلوگرم 

است. شرايط اوليه هد و غلظت صفر   0و در مرز راست    مكعب
   .است

  1-3بندي مسئله مش .2  شكل

  
Fig. 2. Mesh layout for problem 3-1  

  
روز با فرض    0.1و  0.01،  0.001  هايتغييرات هد هيدروليكي در زمان.  3شكل  

  روز 0.001گام زماني 

  
Fig. 3. The variation of hydraulic head at the final times of 0.001, 
0.01 and 0.1day with timestep of 0.001day 

  
سايز دهد، كه بندي مثلثي ساختارنيافته را نشان مي) مش2شكل (

  122. تعداد نودها در اين مسئله  استمتر  0.5مش در اين مسئله  
  با است. نتايج ارائه شده براي هد و غلظت  158ها  و تعداد المان

تغييرات    )3(شكل    متر در نظر گرفته شده است.  0.5گام مكاني  
روز    0.001روز و گام زماني    0.1و    0.01،  0.001  هايهد در زمان 
 مادفلو دهد كه حل عددي حجم محدود بر نتايج مدل  را نشان مي 
  .تطابق دارد

 
1. Neumann 

زما4(  شكلدر   در  تغييرات غلظت  محاسبه  روز    5و    1  هاين) 
حل عددي   هماهنگينيز با توجه به  كه در اين شكل  شده است  

مدل   نتايج  داده مادفلوبر  نشان  محدود  حجم  مدل  بالاي  دقت   ،
  شده است. 

  روز  5و 1هاي در زمان تغييرات غلظت . 4 شكل

  
Fig. 4. The variation of concentration at the final times of 
1 and 5 days 

  
فرارفت  -3-2 حالت  پراكندگي-مسئله  دو   در  جريان 

  وناپايدار  بعدي 
مرجع از  تغييرات  اندكي  با  مساله  شده  [25] اين  گرفته  نظر  در 

. هدايت  شده است  فرضمتر    25آبخواني به طول و عرض  .  است
ضريب پخش مولكولي   ،متر بر روز   1.08هيدروليكي اين آبخوان  

 و پراكندگي عرضي   متر  10پراكندگي طولي  ،  مترمربع بر روز  8.46
تخلخل    صفر ويژه    و  0.26است.  روز  0.0002ذخيره  است.    بر 

شرايط مرزي به اين صورت است كه مرز شمالي و غربي ديريكله 
شرقي   و  جنوبي  مرز  مرز    .باشدمي  نفوذناپذيرو  در  هد  مقدار 

كيلوگرم   1متر و مقدار غلظت در مرز شمالي    10شمالي و غربي  
و در مرز غربي صفر است. شرايط اوليه براي هد و    بر مترمكعب 

مي  صفر  ارائهغلظت  در    باشد.نتايج  غلظت  و  هد  براي  شده 
مكاني    y=24mمختصات   گام  با  شده    0.5و  گرفته  نظر  در  متر 

  . )7و  6هاي (شكل  است
سايز دهد كه در اين مسئله  بندي مسئله را نشان مي) مش 5شكل (

شده  متر    0.5مش   نودها  فرض  تعداد  المان  3001و  تعداد  ها  و 
 .است 5796

2. Dirichlet 
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  2-3بندي مسئله مش . 5ل شك

  
Fig. 5. Mesh layout for problem 3-2  

 
روز    0.1و    0.01،  0.001هاي  )، تغييرات هد در زمان 6شكل (

حل    به  مادفلودهد. كه حل مدل  روز نشان مي  0.001و گام زماني  
  .است عددي حجم محدود بسيار نزديك

روز را   30و  10،  5،  1هايتغييرات غلظت در زمان )  7(شكل  
بسيار    هماهنگيبا حل عددي    مادفلو دهد كه حل مدل  نشان مي

 زيادي دارد.

 
  روز با فرض   0.1و  0.01،  0.001هاي  . تغييرات هد هيدروليكي در زمان6ل  شك

  روز 0.001گام زماني 

  
Fig. 6. The variation of hydraulic head at the final times of 0.001, 
0.01 and 0.1day with time step of 0.001day 

  

  
  

  روز  30و  10،  5، 1هاي تغييرات غلظت در زمان . 7 شكل

  
Fig. 7. The variation of concentration at the final times of 1, 5, 
10 and 30 days 

 
 روز با استفاده از روش حجم محدود  30زمان  نقشه كانتور غلظت در    .8 شكل

 
Fig. 8. Contour map of concentration at the final time of 30 days 
with the FVM 

  
(شكل   در و (8هاي  ترتيب  )  9)  به  غلظت  نيز  از كانتور  حاصل 

مقايسه    سنجي  صحتمدل حجم محدود و مادفلو جهت مقايسه و  
  . شده است

  
  
  
  
  
  
  
  

x 

y 
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 مادفلو  مدل روز با استفاده از   30زمان كانتور غلظت در  نقشه  .9شكل

  
Fig. 9. Contour map of concentration at the final time of 30 days 
with Modflow 

  
بعدي-مسئله فرارفت  -3-3 حالت جريان دو  در  ، پراكندگي 

  شرايط مرزي شار ثابتناپايدار و 
مرجع  نمونهاين   از  تغييرات  اندكي  شده   در   [26]  با  گرفته  نظر 
طول  .  است به  عرض    40آبخواني  استمتر    20و  شده  . فرض 

، ضريب پخش  متر بر روز  0.846هدايت هيدروليكي اين آبخوان  
متر    0.035، پراكندگي طولي و عرضي  مترمربع بر روز  3مولكولي  

گونه  همان است.  بر متر    0.01. ذخيره ويژه  است  0.35و تخلخل  
) نشان داده شده است مرز بالا و پايين نفوذناپذير 10كه در شكل (

 .شودوارد مي متر بر روز    5.7و شار جريان از مرز شرقي به مقدار  
در مرز غربي شرط مرزي   .استمقدار غلظت در اين مرز صفر  

و شرط مرزي   است  متر  5براي هد از نوع ديريكله و مقدار آن  
  1متري از پايين به بالا از نوع ديريكله و مقدار آن    15غلظت در  

متر ديگر شرط مرزي غلظت از نوع    5و    كيلوگرم بر مترمكعب
در  مساله  شرايط مرزي  هندسه و    و مقدار آن صفر است.  نيومن
  نشان داده شده است.  )10(شكل 

  
  3-3دسه و شرايط مرزي مساله  هن. 10ل شك

  
  
  
  
  

Fig. 10. The geometry and boundary condition of problem 3-3 

 
روز با فرض گام    10و   5،  1هاي  تغييرات هد هيدروليكي در زمان.  11 شكل
  روز  0.05 زماني

  
Fig. 11. The variation of hydraulic head at the final times of 1, 5 
and 10 days with time step of 0.05 day 

  
  روز   10و  1هاي زمان  تغييرات غلظت در  .12 شكل

  
Fig. 12. The variation of concentration at the final times of 1and 
10 days 
 

متر در نظر گرفته شده است و تعداد   0.5مش  سايز  در اين مسئله  
نتايج ارائه شده براي   .است  7312ها  و تعداد المان  3777نودها  

مختصات   در  غلظت  و  مكاني    y=10mهد  گام  در    0.5و  متر 
  ) نمايش داده شده است. 12و  11(هاي شكل 
  محدود روز با استفاده از مدل حجم  1زمان  نقشه كانتور غلظت در  .13ل شك

  0 

20

40

15 
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Fig. 13. Contour map of concentration at the final time of 1day 
with the FVM 

 
  روز با استفاده از مدل مادفلو  1زمان  نقشه كانتور غلظت در  .14 شكل

 
Fig. 14. Contour map of concentration at the final time of 1 day 
with Modflow 

 

توان نتيجه گرفت كه با گذشت زمان به دليل  مي)  12(  مطابق شكل 
وجود شار جريان از سمت راست، غلظت آلودگي كاهش يافته  

مي همچنين  كردتوان  است.  قابل    تاييد  نتايج  شده  ارائه  مدل  كه 
قبولي براي تخمين غلظت آلودگي آب زيرزميني دارد زيرا نتايج 

همچنين در   خوبي دارد.  هماهنگي  مادفلوحل عددي با نتايج مدل  
  مادفلو   مدل ) كانتور غلظت حجم محدود و  14و    13هاي (شكل 

   مقايسه شده است.روز  1در زمان 
 3.5و پراكندگي عرضي    متر  5.5در صورتي كه پراكندگي طولي  

درنظر گرفته شود و ساير اطلاعات مسئله ثابت بماند، غلظت    متر
  ) نشان داده شده است.15در شكل (

  
 روز   10و  1هاي زمان  تغييرات غلظت در  .15 شكل

  
Fig. 15. The variation of concentration at the final times of 1and 
10 days 

 

  مادفلو ) كانتور غلظت حجم محدود و مدل  17و    16هاي (شكل 
خوبي برخوردار هستند.   هماهنگيدهد، كه كانتورها از  نشان مي  را

و چون مقدار عددي پراكندگي طولي بيشتر شده، پخش شدگي  
  .آلودگي نيز با گذشت زمان افزايش يافته است

روز با استفاده از مدل حجم محدود   1زمان  كانتور غلظت در نقشه  .16 شكل
 متر)  5.5 =ضريب پراكندگي طولي(

  
Fig. 16. Contour map of concentration at the final time of 1day 
with the FVM (Longitudinal dispersion=5.5 m) 

 
مادفلو (ضريب    روز با استفاده از مدل  1زمان  كانتور غلظت در  نقشه  .  17  شكل

 متر)  5.5  =پراكندگي طولي

  
Fig. 17. Contour map of concentration at the final time of 1day 
with Modflow (Longitudinal dispersion=5.5 m) 

  
فرارفت  -4-3 و -مسئله  بعدي  دو  جريان  با  پراكندگي، 

  محيط ناهمگن، حالت ناپايدار
با   مسائل  حل  در  محدود  حجم  مدل  پايداري  بررسي  منظور  به 

با در نظرگرفتن محيط   2-3مسئله  ،  نمونهغيرهمگني بالا، در اين  
با توجه به    .ناهمگن و ثابت ماندن ساير متغيرها حل شده است

هدايت هيدروليكي براي ضريب نفوذپذيري و  حالت  اين  در  اينكه  
توليد تصادفي نفوذپذيري از توزيع   براي ،استمتفاوت  المانهر 

متوسط    نمونه به اين منظور، در اين  .  شده استلوگ نرمال استفاده  
و    10-19واريانس  و    متر   5طول همبستگي    ،8×10-12نفوذپذيري  

نفوذپذيري به صورت  نقشه  به اين ترتيب    گرفته شده است.درنظر  
هدايت هيدروليكي    شده وتصادفي در هر بار اجراي برنامه توليد  

  :دست خواهد آمده ب با رابطه زير 
)24(  K=

 k×ρg
μ  
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كه   ،ويسكوزيته ديناميكي است  μنفوذپذيري و    kدر رابطه فوق  
اين   ثانيه    0.001  نمونهدر  نظر  پاسكال  استدر  شده   ρ  .گرفته 

هاي نفوذ  نتايج كانتور نقشه.  شتاب گرانش است  g  چگالي سيال و
غل پذيري و  هد  حجم محدود  ظت  ،  مدل  از  شكل  با استفاده  در 
لازم به ذكر است كه نفوذپذيري .  اندترسيم شده)  20) تا (18(  هاي

  برابر فرض شده است. yو   x در راستاي
  10(log ((k)نقشه نفوذپذيري  .18 شكل

  
(k)) 10(log he permeability mapT 18. .Fig  

گام    باروز    1و    0.1،  0.05) تغييرات هد در زمان هاي  21شكل (
مي  0.001زماني   نشان  را  مختصات  روز  در  نتايج  اين  كه  دهد 

y=12.5m    در راستايx    هماناندشده ترسيم شكل    گونه.  كه اين 
مي پايدار دهد  نشان  جريان  حالت  به  زمان  گذشت  با  هد  نتايج 

روز را    1و    0.1، 0.05در زمان هاي  نيز  رسد. تغييرات غلظت  مي
(در   است)  22شكل  شده  مختصات   ترسيم  در  نتايج  اين  كه 

x=12.5m    در راستايy  نشان  كه اين شكل    گونه. همان باشد مي
خواهد شد.  دهد غلظت با گذشت زمان بيشتر در محيط پخش  مي

هاي دهد كه هيچ نوساني در زمان مي ) نشان  22و    21هاي (شكل 
و   نشده  مشاهده  از  جواب مختلف  عاري  و  همگرا  و  پايدار  ها 

  نوسانات عددي است. 
  روز    1زمان در هيدروليكي كانتور هد  نقشه  . 19ل شك

  
Fig. 19. Contour map of hydraulic head at the final time of 1day  

  روز   1زمان در  غلظتكانتور نقشه . 20شكل

  
Fig. 20. Contour map of concentration at the final time of 1day 
 

  روز   1و   0.1،  0.05هاي زمان . تغييرات هد هيدروليكي در21 شكل

 
Fig. 21. The variation of hydraulic head at the final times of 0.05, 
0.1 and 1 day 

 
 روز   1و  0.1،  0.05هاي زمان. تغييرات غلظت در  22شكل
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Fig. 22. The variation of concentration at the final times of 0.05, 
0.1 and 1 day 

 
  بندي جمع-4

محدود   حجم  روش  حاضر  پژوهش  مدلسازي   براينوين  در 
معادله انتقال آلودگي در آب زيرزميني مورد ارزيابي قرار گرفت، 

از روش   به اين مهم  براي بدست آوردن   DDFVبراي دستيابي 
اين مدل  غلظت در مركز و رئوس هر المان استفاده شده است.  

حل همزمان هد   برايبسته با معادله جريان  عددي به صورت هم
  ه شد.توسعه داد و غلظتهيدروليكي 

نتايج    در سه مثال متفاوتمدل ارائه شده    آزماييبراي درستي
 و دوم به ترتيب   در مسئله اول  مقايسه شده است.   با مدل مادفلو
پراكندگي با فرض جريان ناپايدار يك بعدي و دو -مسئله فرارفت

شد.  بعدي   سوم  همچنين  مدلسازي  مسئله  فرارفت در   مسئله 
بعدي، ناپايدار و شرايط مرزي شار پراكندگي در حالت جريان دو  

شد.  ثابت  غلنتايج    حل  و  هد  هر  ظت  تغييرات    نمونه سه  در 
در بخش آخر    . مادفلو داشته استخوبي با نتايج  بسيار    هماهنگي

با استفاده از  ،  با ناهمگني بالا  ائلمسبررسي پايداري مدل در    براي
توليد  نفوذپذيري و هدايت هيدروليكي  نقشه  توزيع لوگ نرمال  

نتايج   مسائل  شد.  حل  به  قادر  شده  ارائه  مدل  كه  داده  با  نشان 
   است.بوده و حل پايدار و عاري از نوسانات عددي    ي قويناهمگن
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Abstract 
Groundwater is an essential source of fresh water, which is less prone to pollution in comparison to surface 
water, and access to this valuable resource is affordable. These issues make groundwater a viable source during 
surface water shortages such as drought, especially in arid and semi-arid countries. Hence, groundwater flow 
and contaminant transport modeling is an efficient tool in monitoring the aquifers. Since the analytical methods 
are limited to the simplified cases, the numerical models are applied to assess the quality and quantity of 
groundwater in real aquifers. Therefore, in this research, the equation of contamination transport is modeled 
by a novel dual discrete finite volume method (DDFVM). The solution domain for this study is two-
dimensional, anisotropic, heterogeneous and saturated. The mechanisms considered in the solute transport 
equation include advection, diffusion and dispersion with no chemical reactions. Contrary to the classical finite 
volume methods using two points to approximate fluxes across the element’s interfaces, in the method 
proposed in this study, the values of hydraulic head and contamination concentrations are obtained at the center 
and vertices of each element. This numerical method is considered as a cell centered FVM which preserves 
local mass conservation. This model has been applied to an unstructured triangular mesh that could be fitted 
to complex geometric boundaries. For the transient flow regimes, the flow equation has been coupled with the 
contaminant transport problem, and the results of the numerical model are validated with the model of 
MODFLOW. For this purpose, first the flow equation is solved to obtain the hydraulic head and seepage 
velocity. Subsequently, the dispersion coefficients are calculated for the solution of transport equation at each 
time step. In the first example, the one-dimensional flow has been considered for the verification of flow and 
transport equation. To solve this problem the confined aquifer is discretized with the mesh size of 0.5 m and 
0.001 day. The second problem includes the two-dimensional domain in which the north and west boundaries 
are the first type boundary condition, and the east and south boundaries are no-flow boundary conditions, 
respectively. The mesh size and time step in this problem are similar to the first example. In the third example, 
two-dimensional aquifer with the prescribed flux boundary condition have been discretized into 3777 nodes 
and 7312 elements. In these three problems, the results for the two parameters of hydraulic head and solute 
concentration at different time lapses, show excellent agreement between the DDFV method and the model of 
MODFLOW. Since the numerical schemes usually suffer from numerical oscillations and instabilities in the 
heterogenous domain, in the last problem the flow and transport FV coupled model has been applied in a 
porous media with strong heterogeneity. The log-normal distribution has been assumed for the permeability 
map with the average value of 8 ൈ 10ିଵଶ mଶ, correlation length of 5 m and variance of  10ିଵଽ and different 
permeability maps were generated randomly. The free-oscillation solutions for the two parameters of hydraulic 
head and pollutant concentration demonstrate the stability of the model.  
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