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   چكيده
. يكي از پارامترهاي مهم داردي و بار حرارتي قرار تحت تاثير نيروي مكانيكبه صورت همزمان مسائل مكانيك جامدات، جسم موارد زيادي از در 

براي  ها روشبيشتر نقصترين در طراحي بهينه مسائل مهندسي استفاده از مقادير حساسيت رفتار سازه نسبت به مقادير متغيرهاي طراحي است. مهم
روش پيشنهادي اين شود. مي كارا هايرسيدن به جوابعدم است كه منجر به تغيير به اندازه طول گام  هاآن عدم استقلالمحاسبه مقادير حساسيت، 

هاي دقيق و با انتخاب اندازه گام به دلخواه كوچك به جواب تواندمي اين مشكل را برطرف كرده وبا استفاده از بسط سري تيلور در فضاي مختلط، 
و  استپذير روش اجزاي محدود به راحتي امكانو  آنتباط بين ايجاد ار و محدوديتي نداشته مذكوراستفاده از روش علاوه بر اين . برسد مطمئن

 چگونگي و اعتبار ،براي بررسي كارايي در اين مقاله .داردبندي جسم در طول محور موهومي تحليل مسئله فقط نياز به تغيير در شبكه خلالدر 
دقيق، پايدار و آمده به كمك روش متغيرهاي مختلط  دست بهي هاجواب. شده استارائهترمومكانيكي  نمونهروش پيشنهادي، حل چندين عملكرد 

مقدار خطاي نسبي اعداد . ندارداندازه گام تغيير و هيچ وابستگي به  استبهتري كارايي داراي ها و در مقايسه با ديگر روشقابل اطمينان بوده 
درصد  002/0و  06/0 در حالت اول و دوم به ترتيب مسئله دوم درصد، در 01/0در مسئله اول  10-20تا  10-1حساسيت بر اساس تغيير طول گام از 

حل  براي پژوهشارائه شده در اين  متغير مختلط روش .استبه دست آمده درصد  69/0و  23/0مسئله سوم دو حالت درنظر گرفته شده و در 
  تواند به كار برده شود.مي يچيدهزياد و همچنين با متغيرهاي ساده و پكم و حجم محاسبات  با مهندسيمسائل  اي ازگسترده

  
  محدود اجزايروش ، روش متغيرهاي مختلط، مكانيكيترمومسائل تحليل حساسيت،  واژه هاي كليدي:

  

  مقدمه  -1
ها و اجزاي ترين پارامترهايي كه بايد در طراحي سازهيكي از مهم

تنش . 1حرارتي است هايماشين آلات مورد توجه قرار گيرد، تنش
                                                                                                                                                                                                     

1 Thermal stress 

گراديان اختلاف دما (است كه در اثر وجود  تنشنوعي حرارتي 
ضريب انبساط  مانندتفاوت مشخصات مكانيكي يا ) و دما

تنش  .آيدميبه وجود  مورد بررسي سازهدر نقاط مختلف  حرارتي
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مخربي در سازه داشته باشد كه از آن جمله  آثارتواند حرارتي مي
كرد. از اشاره  آنتوان به ايجاد ترك و در نهايت خرابي اجزاي مي

مسائلي كه علاوه بر بارهاي  و طراحي تحليل ،اين رو بررسي
به آن مسائل  و مكانيكي، تحت بار حرارتي نيز قرار مي گيرند

است.  بالايي اهميتداراي درجه شود، ترمومكانيكي اطلاق مي
آناليز حساسيت يكي از ابزارهاي مناسب براي درك درست از 

اثر تغيير در پارامترهاي مختلف در بيني رفتار سازه چگونگي پيش
  ها و اجزاي ماشين آلات است.و لازمه رسيدن به طرح بهينه سازه

هاي سازي شامل روشدر حالت كلي دو دسته روش بهينه
كه  1اكاوشيهاي فر. روش]1[ فراابتكاري و كلاسيك وجود دارد

سازي فرآيند بهينه هنگامهاي مرتبه صفر نيز مشهورند، در به روش
  ]. 2ازي به محاسبه مشتقات توابع هدف و قيود ندارند [ني

فرآيند  هنگامهايي هستند كه در وشر 2هاي كلاسيكروش
سازي مشتقات مرتبه اول و يا مرتبه دوم توابع هدف و قيود بهينه
 مسائل مهندسيبهينه  براي طراحي .كارگيري شوند به

، 3ان پذيرجهات امك كارامد بسياري مانند كلاسيك يهاالگوريتم
جستجو  جهتبراي يافتن  ها. اين روش]3[ وجود دارند نيوتن و...

د ومشتقات توابع هدف و قي ازسازي، يند بهينهآفر مرحلهدر هر 
 تعيينخطا در وجود . برندبهره مينسبت به پارامترهاي طراحي 
پايين به شدت سازي را بهينه هاياين مشتقات كارايي الگوريتم

نحرف كردن مسير جستجو در داخل فضاي م باعثآورده و 
به عدم همگرايي و نرسيدن به جواب قابل  منجر شده و طراحي
   شوند.قبول مي
 وقيود توابع  مشتقاتفرآيند طراحي مسائل، تعيين  هنگامدر 
رفتار سازه در پارامترهاي موثر  حساسيت همان محاسبههدف، 

 ازرهاي طراحي نسبت به متغي و ... ، كرنش، تنشجاييجابه نظير
سطح مقطع اعضا  مانندجمله مشخصات هندسي اجزاي سازه 

اليز . بنابراين استفاده از راهكار دقيق و كارا در انجام آناست
ردار سازي سازه از اهميت بالايي برخويند بهينهآحساسيت براي فر

  است. 
 ،روش محاسبه مشتقات توابع به صورت عددي ترينساده

                                                                                                                                                                                                     
1. Meta heuristic Optimization Method 
2. Classical Optimization Method 
3. Feasible Direction Method 

د به لحاظ  روشاست. اين  )DMF(  4روش تفاضل محدو
 ارزيابي براي بنا به عادت و سازي داراي پيچيدگي نيستپياده

سازي پياده. شودمي استفاده ضمني چند متغيره توابع مشتقات
 تعيين و مجدد تحليل و تجزيه پارامتر، تغيير روش مذكور شامل

. است ورودي پارامتر در تغيير براساس تابع هدف در تغيير نسبت
 اندازه كه است دقيق زماني تنها توابع اتمشتق تخمين حال، اين با

 سوي از. باشد كوچك تغيير) گامطول تغيير در پارامتر ورودي (
تفريق اعداد نزديك به مساوي خطاي گرد كردن،  هنگام ديگر،

نتايج به  ،بنابراين. در محاسبات است خطايكي از منابع توليد 
تغيير  گام اندازه به سبتن تفاضل محدود روشدست آمده با 
 از بيش از انتخاببايد بنابراين  و است حساس پارامتر ورودي

 براي معمول، طور به. دوري كردآن  كوچك خيلي يا بزرگ حد
توابع مشتقات مقادير است تا  خطا و سعينياز به  گام اندازه تعيين

تفاضل  مانندبنابراين روشي  .به دست آيدبه صورت قابل قبولي 
د در تحليل حساسيت مسائل ترمومكانيك داراي كارايي محدو

موارد مجبور به استفاده  بيشتردر  پژوهشگرانقابل قبولي نيست و 
شوند كه تر ميهاي دقيقاز روابط تحليلي براي رسيدن به جواب

  مسائل نيست. بيشترقابل اعمال براي 
قدرتمند و كارا براي محاسبه حساسيت در  هايروش يكي از

مزاياي روش تفاضل محدود داراي به ل مهندسي كه نسبت مسائ
روش متغيرهاي  .است  5روش متغيرهاي مختلطاست، زيادي 
قدرتمند براي حل بسياري از مسائل در روش يك  ،مختلط
مرتبه  مشتق ،اين روش در]. 4هاي مختلف مهندسي است [زمينه
 موهومي محورطول  در نظرمورد پارامتر تغيير طريق ازاول 

از  روش متغيرهاي مختلطجايي كه در از آن. شودمي حاسبهم
بنابراين  ،شودتحليل مسئله استفاده نمي هنگامدر  تفريق عمليات

امكان  بنابراينو  نيستبحث وجود خطاي گرد كردن مطرح 
خللي در حل  كوچكحتي به مقادير خيلي  گام اندازههر  انتخاب

 عددي محاسبه ايبر دقيق بسيار روشمسئله ايجاد نكرده و 
روش براي رسيدن اين به عبارت بهتر در  .است اولمرتبه  مشتقات

هاي كوچكتري را براي حل توان طول گامبه دقت موردنظر مي

4.Finite Difference Method (FDM) 
5.Complex Variables Method (CVM) 
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  مسئله انتخاب كرد.
 مهندسي مختلف هايزمينه درتاكنون  روش متغيرهاي مختلط

 يافتن برايروش مذكور  تسيالا ديناميك در. است شده استفاده
 استوكس رناوي معادله حل در پارامترهاي مربوطه حساسيتاد اعد
با  پژوهشگران اين، بر علاوه]. 5[ است گرفته قرار استفاده مورد

 زمينه در اجزاي محدود روش متغيرهاي مختلط و كارگيريهب
روش ذكر شده به منظور  .]6-7[ اندبه نتيجه رسيده آيروديناميك

در رفتار مسائل موثر  محاسبه حساسيت پارامترهاي طراحي
 ،]8[ ديناميك سيالاتيمسائل  سازيبهينهدر زمينه مختلف 

]، 11جريان سيالات [، ]10[ مقادير ويژه، ]9[هاي فضايي سازه
، شناسايي ]13[ها قابليت اطمينان سازه، ]12[ حرارت انتقال

 ديناميكي هايسيستم ،]15[ مكانيك شكست، ]14[ پارامترها
 و ... ]19[ شكل سازه ،]18[ ماند، تنش پس]17[ ، رشد ترك]16[

ي ديگر با پژوهش در روش متغيرهاي مختلط. است شده استفاده
 منظور به اتجامد مكانيكدر محدود  اجزاي برنامه يككمك 
 و شدكارگيري هقابل قبول ب دقت با شكل هايحساسيت محاسبه

 اجزاي محدود بنديشبكه تابعي از مشتقات، قتكه د شدمشخص 
  ]. 20[ است

روش متغيرهاي  خصوصدر  پژوهشپيشينه  بررسي بعد از
تحليل مسائل  درتاكنون از اين روش  مشاهده شد كه مختلط

روش ترمومكانيكي استفاده نشده است. با توجه به قدرت 
و همچنين اهميت تحليل دقيق مسائل  متغيرهاي مختلط

د، در ترمومكانيكي كه داراي كاربردهاي مهمي در صنعت هستن
روش متغيرهاي  از استفادهاين مسائل با  بررسيبه پژوهش اين 

   .شودپرداخته مي مختلط
  
  ترمومكانيكيمسائل آناليز  -2

كه پيشتر ذكر شد، مسائل ترمومكانيكي مسائلي هستند  گونههمان
زمان تحت نيروي مكانيكي و بار حرارتي قرار دارند. كه هم

 است) 1( روابطبه صورت ، گونه مسائلاينمعادلات حاكم بر 
]21[ .  

)1(
D  െ𝑘µ,௜௜ روي فضاي  ൌ 𝑆 

𝑐µ منحني روي
଴  µ ൌ µ଴

𝑐µ منحني روي
ଵ  𝑘µ,௜𝑛௜ ൌ 𝑞 

𝑐µ منحني روي
ଶ  𝑘µ,௜𝑛௜

൅ ℎሺµ െ µஶሻ ൌ 0 
اختلاف بين دماي  µ منبع گرماي داخلي، 𝑆)، 1( روابط در

دماي معلوم µ଴ ، ر حالت بدون تنش جسمد مطلق و دماي مرجع
كه عمود بر مرز،  ام برداري𝑖مولفه  𝑛௜دماي محيط،  µஶجسم، 

𝑘  حرارتي، هدايتضريب ℎ  همرفتيضريب انتقال حرارت ،𝑞 
𝑐µبردار شارش گرما، 

଴ ،𝑐µ
ଵ   و𝑐µ

ଶ   با دما، شار هامرزبه ترتيب 
 زيرنويس. بالانويس و است گرماي همرفتي معلومو  حرارتي
به ترتيب مولفه و مشتق نسبت به متغير ميدان را نشان  پارامترها

و  µതدماي مجازي كارگيري ه) با ب1( روابط شكل ضعيفدهد. مي
  ) خواهد شد.2انجام عمليات جبري به صورت رابطه (

)2(න 𝑘µ,௜µത,௜𝑑𝐷
 

஽
൅ න ℎµµത𝑑𝑐

 

௖µ
మ

ൌ න 𝑆µത𝑑𝐷
 

஽
൅ න 𝑞µത𝑑𝑐

 

௖µ
భ

൅ න ℎµஶµത𝑑𝑐
 

௖µ
మ

  

µതتمام  براي ∈ 𝐽   كه𝐽  وسينماتيكي  فضاي دماي مجاز𝐻ଵ 
انرژي و شكل  شكل دوخطي است،فضاي سوبولو از مرتبه يك 

با  خطي بار براي دماها به صورت روابط زير قابل تعريف است.
تر به توان به شكل سادها مي) ر2( ، معادلهاستفاده از اين روابط

  ) بازنويسي كرد.5صورت رابطه (
)3(  𝐴ሺµ, µതሻ ≡ න 𝑘µ,௜µത,௜𝑑D

 

ୈ
൅ න ℎµµത𝑑𝑐

௖µ
మ

 

)4(  𝐿ሺµതሻ ≡ න 𝑆µത𝑑D
 

ୈ
൅ න 𝑞µത𝑑c

 

ୡµ
భ

൅ න ℎµஶµത𝑑𝑐
 

ୡµ
మ

 

µതبراي تمام )5( ∈ 𝑈  𝐴ሺµ, µതሻ ൌ 𝐿ሺµതሻ 

مسائل مكانيك جامدات براي  تنش تعادل تدلامعااز طرفي ديگر 
) 6(ابطه توان به صورت ررا ميسه بعدي  در حالتتحت نيرو 

 .]21[نوشت 
𝐷  െ𝜎,௝روي فضاي )6(

௜௝ ൌ 𝑓௜ 
علاوه بر  است. ام نيروي حجمي𝑖مولفه  𝑓௜ ،)6در رابطه (

  سبه است.قابل محا )7بوده و از رابطه ( تانسور تنش 𝜎௜௝ اين
)7(  𝜎௜௝ሺ𝑢, µሻ ൌ 𝐶௜௝௠௡ሺ𝑇ሻሾ𝜖௠௡ሺ𝑢ሻ

െ 𝛿௠௡𝛼µሿ
ൌ 𝐶௜௝௠௡ሺ𝑇ሻ𝜖௠௡ሺ𝑢ሻ
െ 𝛽ሺ𝑇ሻ𝛿௜௝µ 
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ب يضر  𝛼تانسور كرنش،   𝜖 دماي جسم،  𝑇 ،)7در رابطه (
ماتريس ضرايب الاستيك  𝐶، دلتاي كرونكر 𝛿௜௝، حرارتيانبساط 

 شكل سازي روابط فوقبا ساده .تي استحرارمدول  βو  ماده
 𝑈مجازي سينماتيكي  جاييجابهدر فضاي تعادل ضعيف معادله 

  تواند به فرم زير در آيد.مي
براي   )8(

تمام 
𝑢ത ∈ 𝑈 

න 𝜎௜௝ሺ𝑢, µሻ𝜖௜௝ሺ𝑢തሻ𝑑𝐷
஽

ൌ න 𝑓௜𝑢ത௜𝑑𝐷
 

஽

൅ න 𝑡௜𝑢ത௜𝑑𝑐
 

௖మ
 

فوق  روابط، دوخطي انرژي و شكل خطي باربا تعريف شكل 
𝑢തبراي تمام توان را مي ∈ 𝑈 ، به صورت𝑎ሺ𝑢, 𝑢തሻ ൌ 𝑙ሺ𝑢തሻ 

محاسبه پارامترهاي ارائه شده در چگونگي كه  بازنويسي كرد
  ) آورده شده است.9روابط (

)9(  

𝑎ሺ𝑢, 𝑢തሻ ൌ න 𝐶௜௝௠௡ሺ𝑇ሻ𝜖௠௡ሺ𝑢ሻ𝜖௜௝ሺ𝑢തሻ𝑑𝐷
஽

 

𝑙ሺ𝑢തሻ ൌ න ൫𝑓௜𝑢ത௜ ൅ 𝛽ሺ𝑇ሻµ𝑢ത,௜
௜ ൯𝑑𝐷

஽

൅ න 𝑡௜𝑢ത௜𝑑𝑐
 

௖మ
 

  مسئله با اجزاي محدود يلحلت -3
بر  معادلات حاكمجواب قابل قبول به كمك يك براي يافتن 

با  است.ها گزينهمسئله، روش اجزاي محدود يكي از بهترين 
)، مقادير اين µو  𝑢و دما ( جاييجابهبراي  فرض مقادير پيوسته

 u௜اي شامل اي بر حسب مقادير گرهپارامترها در يك المان گره
 .قابل محاسبه است) Mو  N(ابع شكل واستفاده از تبا و  Ɵ௜و 

 جاييجابهتوان از روي مقادير در اين صورت تانسور كرنش را مي
  ) به دست آورد. 10ابط (وبه كمك ر

)10(𝒖 ൌ 𝑁௜𝑢௜
𝜖 ൌ 𝐵𝒖

از ]. 22است [ جاييجابهماتريس كرنش   𝐵در اين رابطه 
را دما  توان مشتقطرفي ديگر با استفاده از تعريف تابع شكل مي

بردار مشتق  𝐵்كرد. در اين رابطه بيان ) 11رابطه (صورت ه ب
  است. 𝑦و   𝑥نسبت به متغيرهايل تابع شك

)11(
∇µ ൌ ൜

𝜕µ
𝜕𝑥

𝜕µ
𝜕𝑦

ൠ
்

ൌ 𝐵்Ɵ 
به صورت روابط  دتوان) مي8با استفاده از روابط فوق، رابطه (

𝑔. در اين روابط نويسي شود) باز12( ൌ ሺ1,1,1,0,0,0ሻ் ،𝐹 

ناشي از بار حرارتي نيروي  𝐹௧௛ناشي از بار مكانيكي و نيروي 
محاسبه بقيه پارامترهاي به كار رفته در روابط  چگونگي است.

  ) بيان شده است.13) در روابط (12(

 )12(Ɵഥ
்

𝐾௧௛Ɵ ൌ Ɵഥ
்

𝑄 
𝑢ത்𝐾𝑢 ൌ 𝑢ത்൫𝐹 ൅ 𝐹௧௛൯ 

)31(

𝐾௧௛ ൌ න 𝑘𝐵்
்𝐵்𝑑D

 

ୈ
൅ න ℎ𝑀்𝑀𝑑𝑐

 

ୡµ
మ

 

𝑄 ൌ න 𝑆𝑀்𝑑D
 

ୈ
൅ න 𝑞𝑀்𝑑𝑐

 

௖µ
భ

൅ න ℎµஶ𝑀்𝑑𝑐
 

௖µ
మ

  

𝐾 ൌ න 𝐵்𝐶𝐵𝑑𝐷
 

ୈ
 

𝐹 ൌ න 𝒇𝑁்𝑑𝐷
 

஽ 
൅ න 𝒕𝑁்𝑑𝑐

 

௖మ
 

𝐹௧௛ ൌ න 𝛽𝐵்gµ𝑑𝐷
 

஽ 
 

روش اجزاي محدود، روابط فوق براي كل  سازيمدلبر اساس 
خلاصه كرد. )14روابط (توان به صورت مي را جسم  

)14(𝐾௧௛Ɵ ൌ 𝑄 
𝐾𝑢 ൌ 𝐹 ൅ 𝐹௧௛ 

 جاييجابههاي سفتي و بردارهاي نيرويي و مقادير ماتريس
 𝐾௧௛ ،𝑄  ،𝐾  ،𝐹  و𝐹௧௛  براي كل جسم، با محاسبه هريك از

محاسبه ها آن ذاريمگهروي و سپس اين پارامترها روي يك المان
  د. نشومي
  
  روش متغيرهاي مختلط -4

توسعه داده  مولراولين بار توسط لينس و  روش متغيرهاي مختلط
گيري در فضاي هاي معمول مشتقروش بيشترعيب . ]23[ شد

عدم دقت سپس زمان محاسباتي آن و در درجه اول حقيقي 
از اين واقعيت  ذكر شده اولين عيباست. به دست آمده مشتقات 
نياز به حل با  مذكور رابطهاستفاده از گيرد كه مي سرچشمه
اين به  عيبن توابع دارد. دومي براي محاسبه قبولقابلهمگرايي 

و در  بوده وابستهتغيير به اندازه گام  توابع علت است كه مشتقات
اين وابستگي منجر به عدم رسيدن به جواب مطلوب موارد  بيشتر
بايد تغيير اندازه گام  ،براي كمينه كردن خطاي برش شود.مي

 ،كشود. اما اندازه گام بيش از اندازه كوچكوچك انتخاب مي
 ممكن است باعث توليد خطاي از بين رفتن ارقام بامعني شود
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مقدار بهينه براي اندازه گام از قبل مشخص از طرف ديگر . ]24[
نيست و ممكن است از يك تابع به تابع ديگر و از يك متغير 

براي از بين رفتن مشكل مطرح  طراحي به متغير ديگر تغيير كند.
بع با استفاده از يك گام مختلط سري تيلور تا پژوهششده در اين 
سازي . با سادهآمده استدست ه ب )15( رابطهشده و بسط داده 

مقدار مشتق تابع  آن، اين رابطه و در نظر گرفتن قسمت موهومي
) قابل محاسبه است. در اين رابطه خطاي مشتق از 16از رابطه (

 بدون مختلط، آرگومان با تابع محاسبه با نيبنابرا مرتبه دو است.
در . ديآيم دسته ب آن مشتق و تابع ،قيتفر يخطابه وجود آمدن 

  .استقسمت حقيقي، مقدار تابع اين صورت 
هاي با در روش متغيرهاي مختلط نيازي به استفاده از عبارت

 چشمپوشيتوان از آنها درجه بالاتر در سري تيلور نيست و مي
تر باعث بالا كرد. چرا كه درست است كه استفاده از درجات بالا

شود، ولي از طرفي ديگر هزينه محاسباتي و رفتن دقت نتايج مي
كند. در اين روش براي رسيدن پيچيدگي حل مسئله را بيشتر مي

هاي كوچكتري را براي حل توان طول گامبه دقت مورد نظر مي
هاي با درجات مسئله انتخاب كرد. در اين صورت تاثير عبارت

  چيزي در جواب مسئله دارند.بالاتر تاثير خيلي نا

)15(  𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑖∆𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑖∆𝑥
𝑑𝑓
𝑑𝑥

െ
∆𝑥ଶ

2
𝑑ଶ𝑓
𝑑𝑥ଶ

െ
𝑖∆𝑥ଷ

6
𝑑ଷ𝑓
𝑑𝑥ଷ ൅ ⋯ 

)16(  𝑑𝑓
𝑑𝑥

ൎ
Imሾ𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑖∆𝑥ሻሿ

∆𝑥
 

آيد دست ميه ب Ɵ مقادير پارامترهاي ،)14اول ( با حل معادله
آن را  آثارتوان مي در جسم حاسبه شدهو با داشتن توزيع دماي م

) اعمال كرد. 14دوم استاتيك (معادله  اجزاي محدودروي تحليل 
ه بآن شود كه اثر مي حرارتيكرنش ايجاد باعث  Ɵدماي تغيير 

 برنامه) ظاهر شده است. 14در معادله ( 𝐹௧௛ حرارتيصورت بار 
 يمربعمان براي النوشته شده از توابع شكل خطي  اجزاي محدود

در كند. معادلات توابع شكل مياي دو بعدي استفاده چهار گره
پيدا  اجزاي محدودي هاكتاب بيشترتوان در ميرا اين نوع المان 

بعد از حل سيستم معادلات براي دما  ،پژوهش اين در. ]25[ كرد
صورت ه در هر گره ب هاتنشتبع آن به ها و كرنش، هاجاييهو جاب

توابع شكل  بر اساس حاكمهمان و با استفاده از روابط المان به ال
اعداد شود. به منظور محاسبه ميمحاسبه  هاگره جاييجابهو 

، گام كوچكي بايد در مختصات رامترهاي هندسياپحساسيت 
صورت موهومي ه البته اين گام بايد ب .اي مناسب ايجاد شودگره

شده در پارامتر مورد  باشد. براي اين منظور اولين گره قرار گرفته
 هندسي مسئله ي ديگر در مدلهاتمام گره و شودمينظر انتخاب 

هدف مسئله محاسبه  كه در صورتيمانند. ميبدون تغيير باقي 
براي مكانيكي باشد،  هايويژگيحساسيت رفتار سازه نسبت به 

در شود. ميهمان خاصيت مورد مطالعه گام تغيير در نظر گرفته 
 )16(حساسيت از رابطه د اعدابراي محاسبه ز نياين صورت 

  .خواهد شداستفاده 
  

  تحليل حساسيت با متغيرهاي مختلط -5
به منظور  روش متغيرهاي مختلط كاربردچگونگي  آشنايي بابراي 

تاييد و  ف و همچنينحساسيت پارامترهاي مختلاعداد يافتن 
ف مختل نمونهبخش تحليل سه در اين ، روش مذكوراعتبارسنجي 

 به صورتمركب  طرهتير يك اول،  نمونهبه عنوان ارائه شده است. 
اين سازه داراي دو جنس با  .گرفته شده استدر نظر ) 1( شكل
درجه  200بوده و اختلاف دماي تار بالايي و پاييني  برابر هايارتفاع

و تار پاييني  100دماي تار بالايي آن  اي كهاست به گونه سانتيگراد
فولاد با مدول از قسمت بالايي اين سازه  است. گرادنتيسادرجه  300

، ضريب هدايت و انبساط 3/0 نسبت پواسون ،𝐺𝑃𝑎 210 يانگ 
.𝑊/ሺ𝑚𝑚ଶحرارتي به ترتيب برابر با  𝐶ሻ 6-10×27  1و/𝐶 -10

 𝐺𝑃𝑎مدول يانگ وم با ياست. قسمت پاييني سازه نيز از آلومين 1/2×5
هدايت و انبساط حرارتي به ترتيب  ، ضريب3/0نسبت پواسون  ،70

.𝑊/ሺ𝑚𝑚ଶبرابر با  𝐶ሻ  6-10×2/2  1و/𝐶  5-10×5/2 .است 
جايي انتهاي آزاد سازه هدف مسئله محاسبه اعداد حساسيت جابه

تحليل مسئله با استفاده از روش اجزاي نسبت به طول آن است. 
ي را تحت بارگذار مترميلي 6707/0جايي انتهايي محدود، جابه

اي بين نتايج به دست ) مقايسه1در جدول ( دهد.حرارتي نشان مي
ارائه شده  ]21[آمده با استفاده از روش متغيرهاي مختلط و مرجع 

شود، اختلاف ناچيزي بين اين نتايج گونه كه مشاهده مياست. همان
  دارد. 4/0و  1/0وجود دارد و در دو حالت خطايي نسبي در حدود 
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  مختلف تير ساخته شده از دو نوع مادههندسه . 1شكل 

 
Fig. 1. Beam geometry made of two different types of materials

انتهاي آزاد تير  جاييجابه) مقادير اعداد حساسيت 2در جدول (
روش با استفاده از  نسبت به طول تير براي مقادير مختلف طول گام

 مرسوم تحليلييمه، تفاضل محدود و روش نمتغيرهاي مختلط
)TSAM (.ارائه شده و به مقايسه نتايج پرداخته است  

 حساسيت)، كارايي بالاي تحليل 2نتايج ارائه شده در جدول (
طراحي مسائل ترمومكانيكي با استفاده از متغير مختلط را تاييد 

براي  10-4كند. روش نيمه تحليلي نيازمند تغيير كوچك به اندازه مي
ساسيت با دقت قابل قبول است. در اين مسئله به دست آوردن ح

روش تفاضل محدود نيز داراي نتايج خوبي نيست و با كوچك شدن 
- مقادير طول گام، اعداد حساسيت داراي خطاهاي خيلي زيادي مي

براي درك بهتر دقت روش متغيرهاي مختلط، مقادير اعداد  شود.
دول، در حساسيت به دست آمده با سه روش ارائه شده در اين ج

است كه روش تفاضل محدود  روشن ) ارائه شده است.2شكل (
ي نسبت به هر طول گام نانياطمقابلتحليلي همگرايي و روش نيمه

تحليلي مرسوم تغييري ندارند و كارايي مناسب براي روش نيمه
و براي روش تفاضل محدود در  10-6تا  10-3تنها در محدوده 

  شود.ديده مي 10-6تا  10-1محدوده 
به است، افزايش ناگهاني خطا،  روشنكه در شكل  گونههمان

صعودي  به شدت 10-10در محدوده طول گام كوچكتر از  ويژه
هاي تفاضل علاوه بر اين با كوچكتر شدن طول گام، روش است.

تحليلي تغييرات آناليز حساسيت نوساني بوده از محدود و نيمه
پيدا كرده است و با كوچكتر مقدار مثبت به منفي و بالعكس تغيير 

گونه جوابي نيست. در شدن زياد طول گام قادر به رسيدن هيچ
نتيجه همگرايي مسئله بسيار نامنظم بوده و در عمل تمايل به 
واگرايي دارد. در حل اين مسئله با روش متغيرهاي مختلط، خطاي 

شود و تغييراتي در شكل براي اعداد حساسيت گردكردن ديده نمي

شود. بنابراين به هر به تغيير اندازه طول گام مشاهده نمي نسبت
توان طول گام را كوچك در نظر گرفت و به ميزان دلخواه مي

نوك  جاييجابهجواب مطلوب رسيد. حدود تغييرات حساسيت 
هاي ارائه شده در تير نسبت به طول تير بين تمامي طول گام

  درصد است. 1/0) كمتر از 2جدول (
  

  مقايسه نتايج تحليل تير يكسرگيردار. 1	جدول

Table 1.Comparison of analysis results for cantilever beam 
  

تير با جايي سر آزاد تير نسبت به طول مقايسه حساسيت جابه .2شكل 
  هاي مختلفروش

  
Fig. 2. Comparison of the sensitivity of the head of the beam 
to the length of it by different methods  

ل ذكر ها قابمقايسه حجم محاسباتي و سرعت روش براي
زمان اجراي تحليل اين مسئله با استفاده از روش نيمه است كه 

ي، تفاضل محدود و روش متغيرهاي مختلط به ترتيب برابر تحليل
ثانيه روي يك كامپيوتر يكسان طول  15/131و  61/135، 87/110

  كشيده است.
و  𝑟௜همگن با شعاع داخلي  دوم، يك ديسك نمونهبه عنوان 
در نظر گرفته شده است. جنس ديسك از نوع  𝑟௢شعاع خارجي 

مكانيكي مدول  هايويژگيراي الاستيك خطي فرض شده و دا
يانگ، ضريب پواسون، ضريب انبساط و هدايت حرارتي به 

دماي سطوح داخلي و خارجي  است.  𝑘و   𝐸 ،𝜐 ،𝛼صورت 
)𝑇ሺ𝑟௜ሻ ൌ 𝑇௜  ،𝑇ሺ𝑟௢ሻ ൌ 𝑇௢ و همچنين مقادير تنش روي اين (

𝜎௥ሺ𝑟௜ሻسطوح ديسك ( ൌ 𝜎௥ሺ𝑟௢ሻ ൌ رايط مرزي ) به عنوان ش0
  در نظر گرفته شده است.

  

  
Present 
study  ]21[  

Relative 
error 

tip 
displacement 

0.6707 0.6714 0.1 

sensitivity   0.02695 0.02684 0.4 
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  آنطول تغيير انتهاي تير نسبت به  جاييجابه تغييرات .2جدول 
Log h Present study FDM TSAM 
-01 0.026952846 0.026946346 -0.51679407 
-02 0.026950132 0.026950099 -0.04609850 
-03 0.026950099 0.02694975 0.02617816 
-04 0.0269501 0.026947789 0.02694173 
-05 0.026950101 0.026977064 0.02698025 
-06 0.026950098 0.026814055 0.02699473 
-07 0.026950102 0.031566882 0.03027756 
-08 0.026950099 0.012247658 0.01757322 
-09 0.026950102 0.372207099 0.26783202 
-10 0.0269501 1.320574761 1.16306558 
-12 0.026950101 -59.58594729 -168.061922 
-14 0.026950101 -14591.23378 8580.98836 
-15 0.0269501 0.0 0.0 

Table	2. Changes in the displacement of the end of the beam 
relative to the change in its length 

 نسبت كرنشي هدف محاسبه تغييرات انرژيدر اين مسئله، 
تحليل . است 𝑟௢و  𝑟௜هاي شعاعپارامترهاي هندسي مسئله شامل 

نرم افزار آباكوس  همچنيننوشته شده و  برنامهمسئله با استفاده از 
برنامه تحليلي نوشته شده در دقت براي تاييد  .شده است انجام
در نقاط مختلف ديسك كرنش توزيع  چگونگي ،افزار متلبنرم

با مقايسه دو قسمت اين شكل، آورده شده است.  )3(در شكل 
بعد از تاييد نتايج تحليل با استفاده  .شودنتايج تاييد مي همخواني
روش متغيرهاي ، مقادير اعداد حساسيت به كمك مذكوراز برنامه 
  .  شودمحاسبه مي مختلط

انرژي كرنشي به  اعداد حساسيتر ) مقادي4و  3در جداول (
هاي متغير از روشازاي مقادير مختلف اندازه گام با استفاده 

تحليلي ارائه شده است. از ود و روش نيمهتفاضل محدمختلط، 
كارايي بالايي براي محاسبه اعداد  دوبارهمقايسه نتايج ارائه شده، 

ديده روش متغيرهاي مختلط حساسيت طراحي با استفاده از 
نظر از همگرايي مطمئني صرفدهد كه نتايج نشان مي شود.مي

بازه مطمئن براي  نمونهدر اين  اندازه طول گام تغيير وجود دارد.
تر است. قبل وسيع نمونهطول گام براي دو روش ديگر نسبت به 

علت اين مورد اين است كه چرخش المان در اين مسئله كمتر 
ه تغييرات حساسيت انرژي در روش متغيرهاي مختلط دامن است.

كرنشي ديسك نسبت به شعاع داخلي و خارجي بين تمامي طول 
و  06/0) به ترتيب كمتر از 4و  3هاي ارائه شده در جدول (گام

درصد است. در اين حالت نيز با كاهش زياد طول گام،  002/0

تحليلي رخ واگرايي جواب براي دو روش تفاضل محدود و نيمه
   داده است.

مقايسه حجم محاسباتي و سرعت روش ها قابل ذكر است جهت 
كه  زمان اجراي تحليل اين مسئله با استفاده از روش نيمه تحليلي، 
تفاضل محدود و روش متغيرهاي مختلط در حالت اول به ترتيب 

، 87/64ثانيه و در حالت دوم  45/51و  76/60، 41/64برابر 
يكسان طول كشيده ثانيه بر روي يك كامپيوتر  93/52و  42/59

  است.
با اندازه  𝐿آخر، يك تير دو سرگيردار به طول  نمونهبه عنوان 

) xسطح مقطع متغير كه به صورت خطي نسبت به طول آن (
 ℎଵشود، در نظر گرفته شده است. ارتفاع تير از مقدار عوض مي

كند. عرض در طرف ديگر تغيير مي ℎଶدر يك سر تير به مقدار 
در كل طول تير ثابت بوده و مقادير مدول يانگ و ضرايب ) 𝑏تير (

است. به اين سازه درجه  𝛼و  𝐸انبساط حرارتي به ترتيب برابر با 
شود. با گراد اعمال ميدرجه سانتي 1000حرارتي بين صفر تا 

توجه به مقيد بودن تير در راستاي طولي، اعمال اين درجه حرارت 
رابطه تنش  شود.در آن مي باعث به وجود آمدن تنش حرارتي

محاسبه اعداد حساسيت تنش نسبت  و همچنين ناشي از حرارت
] آورده شده 21هاي دو سر تير به صورت تحليلي در [به ارتفاع

براي تحليل سازه از شرايط مرزي عايق روي تمامي سطوح  است.
و عرض تير، به طول  به جز دو سر انتهايي استفاده شده است.

متر انتخاب شده است. تنش و اعداد و يك ميلي 50با ترتيب برابر 
تنش به دست آمده از حل دقيق و تحليل اجزاي محدود  حساسيت
  ) ارائه شده است.5در جدول ( 10-5براي گام 

خطاي تنش براي مدل اجزاي محدود در اين حالت كمتر از 
هاي محاسبه شده در مرزها سه درصد است كه مربوط به تنش

مقادير مدول يانگ،  تر است.ير نقاط خطا بسيار پايين. در سااست
  نسبت پواسون و ضريب انبساط حرارتي سازه تير به ترتيب

𝐺𝑃𝑎207 ،3/0  1و/𝐶 5-10×2/1 .در اين مسئله مقادير  است
اعداد حساسيت تنش به دست آمده با هر سه روش داراي دقت 

يت تنش روش ارائه شده براي محاسبه اعداد حساس خوبي است.
نسبت به ارتفاع دو سر تير با تغيير طول نيز داراي نتيجه مطلوبي 

  است.
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چگونگي توزيع كرنش در ديسك. 3شكل 

   
a. by using MATLAB software b. by using ABAQUS software

  الف. با استفاده از نرم افزار آباكوس افزار مطلبب. با استفاده از نرم
Fig. 3. The distribution of strain on disk  

  
  شعاع داخليبه تغيير انرژي كرنشي نسبت  تغييرات .3جدول 

T able 3. Changes in strain energy relative to change in internal 
radius  

  
  جيشعاع خارتغيير انرژي كرنشي نسبت به تغييرات  .4جدول 

Table 4 .Changes in strain energy relative to change in external 
radius  

براي بررسي اثر طول گام در مقادير اعداد حساسيت تنش، در 
مقادير آنها در جداول متر از يك سر تير ميلي 30اي به فاصله نقطه

برتري روش  دوباره) آورده شده است. در اين مورد نيز 7و  6(
ي مختلط نسبت به دو روش ديگر واضح است. نتايج متغيرها

مانند مسئله قبلي وسيع بوده كي از اين دارد كه بازه طول گام حا
خطاي  نمونه. در اين استو اين به دليل عدم چرخش المان 

برشي براي هر سه روش قابل مشاهده نيست. اما خطاي گردكردن 
در  ست.تحليلي مشهود ابراي دو روش تفاضل محدود و نيمه

روش متغيرهاي مختلط دامنه تغييرات حساسيت تنش نسبت به 
هاي ارائه شده در ارتفاع ابتدايي و انتهايي تير بين تمامي طول گام

  درصد است. 69/0و  23/0) به ترتيب كمتر از 7و  6جدول (
ها قابل ذكر است مقايسه حجم محاسباتي و سرعت روش براي
با استفاده از روش نيمه تحليلي،  زمان اجراي تحليل اين مسئله كه

تفاضل محدود و روش متغيرهاي مختلط در حالت اول به ترتيب 
و  36/7، 28/6ثانيه و در حالت دوم  62/5و  23/7، 01/8برابر 

  ثانيه روي يك كامپيوتر يكسان طول كشيده است. 49/5
  

  يريگجهينت -6
حاضر، محاسبه حساسيت طراحي نسبت به  پژوهشهدف از 

امترهاي هندسي در مسائل ترمومكانيكي با استفاده از روش پار
هاي روش بيشترترين نقطه ضعف متغيرهاي مختلط بود. مهم

 ديگر، وابستگي مقادير حساسيت به اندازه طول گام تغيير است.
در اين مقاله براي برطرف كردن اين معضل از روش متغيرهاي 

  مختلط بهره گرفت.

Log h 
Sensitivity  

Present study FDMSAM
-1 -0.417695581 -0.41821325 -0.69263583 
-2 -0.417951744 -0.41795692 -0.43932132 
-3 -0.417954306 -0.41795435 -0.42001759 
-4 -0.417954332 -0.41795433 -0.41815991 
-5 -0.417954332 -0.41795433 -0.41797488 
-6 -0.417954332 -0.41795432 -0.41795637 
-7 -0.417954332 -0.41795437 -0.41795452 
-8 -0.417954332 -0.41795598 -0.41795473 
-9 -0.417954332 -0.41796255 -0.41795100 

-10 -0.417954332 -0.41768366 -0.41795900 
-12 -0.417954332 -0.41122660 -0.41922021 
-14 -0.417954332 -0.08881784 -0.62172489 
-20 -0.417954332 0.0 0.0 

log h 
Sensitivity  

Present study  CVM CVM
-1 1.058784 1.05882479 1.021915465 
-2 1.058804 1.058804725 1.047724898 
-3 1.058805 1.058804524 1.057681095 
-4 1.058805 1.058804522 1.058692041 
-5 1.058805 1.058804521 1.058793271 
-6 1.058805 1.058804528 1.058803389 
-7 1.058805 1.05880452 1.058804386 
-8 1.058805 1.058804866 1.058803978 
-09 1.058805 1.058802823 1.058808152 
-10 1.058805 1.058868548 1.058770849 
-12 1.058805 1.044497822 1.055155963 
-14 1.058805 0.976996262 0.976996262 
-15 1.058805 0.0 0.0 
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Table 5. Changes in beam stress relative to changes in height of both sides of the beam

    
  آن ابتدايارتفاع  تغيير نسبت به در تير تنش تغييرات 6جدول 

 Table 6. Stress changes in the beam relative to the change in 
height at the beginning  

  آن انتهاي ارتفاعتغيير  به نسبتدر تير  تنش تغييرات. 7 جدول 

 Table 7. Stress changes in the beam relative to the change in 
height of its end 

تغيير در متغير طراحي در طول محور موهومي انجام در اين روش 
توان هم اندازه گام را به هر اندازه مي شود. در اين صورتمي

دلخواه كوچك انتخاب كرد و هم با مشكل از دست رفتن ارقام 
بامعني هم مواجه نشد. علاوه براين روش متغيرهاي مختلط با 

دامنه موهومي، ديگر نيازي به عوض  بندي فقط درتغيير دادن المان
ايج به دست با بررسي نت بندي مسئله ندارد.المان چگونگيكردن 

هاي ارائه شده، كارايي بالاي روش متغيرهاي آمده از حل مسئله
 .شدتحليلي تاييد مختلط نسبت به دو روش تفاضل محدود و نيمه

 تحليلي بايد در انتخابروش تفاضل محدود و روش نيمهدر دو 
اندازه زيادي به خرج داد. اين در حالي است كه  گام دقت طول

سازي ل مشخص نيست و نيازمند تكرار شبيهاز قب تغيير گامطول 
. استفاده از باشدمي به دست آمدهنتايج دقت براي اطمينان از 

توان روش متغيرهاي مختلط ارائه شده محدوديتي نداشته و مي
بدون نگراني از كوچك بودن طول گام و مشكلات ناشي از 

  دقيق و پايدار دست پيدا كرد.هاي خطاي اشاره شده به جواب
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Abstract 
On the mechanics of solids, in many cases, the body is affected by mechanical force and heat load 
simultaneously. One of the most widely used and important parameters in the optimal design of engineering 
problems is the utilization of the sensitivity numbers respect to the values of its design variables. Sensitivity 
numbers or derivative of a function with respect to a design variable show how a dependent variable responds 
to the design variables changes. The present paper analyzes sensitivity in thermomechanical problems using 
the complex variables method (CVM). The most important drawback of past methods for the analysis of 
sensitivity values such as finite difference method (FDM) and semi-analytical method (SAM) is the 
dependence of the calculated values of sensitivity numbers on the step size, which leads to unreliable answers. 
Complex variables method is a new robust approach that uses a Taylor series extension in a complex space 
and which is not sensitive to step size, disturbance and given that during the computational process, subtraction 
of two numbers is almost equally avoided, so does not influence from error caused by removing meaningful 
figures that commonly occur in finite difference method due to subtracting of two near the number. As a result, 
it is possible to achieve accurate answers by choosing a small step size. Also, it has some potential advantages 
over other methods. At first order sensitivities using the complex variables method, the implementation is 
straightforward, only requiring a perturbation of the finite element mesh along the imaginary axis. 
Implementation of sensitivity using complex variables method requires complex variable finite element code 
such that complex nodal coordinates can be used to implement a perturbation in the shape of interest in the 
complex domain. All resulting finite element outputs such as temperature, displacements, strains, stresses, etc. 
become complex and accurate derivatives of all finite element outputs to the shape parameter of interest are 
available. So, unlike most methods, using the proposed method does not require calculations to select the 
appropriate change in step size. However, the value of the change in step size is not known in advance and 
changes from one problem to another. Therefore, it is necessary to repeat the simulation to ensure the results. 
The study found that the source of the rounding error was due to the rotation of the element, this also makes it 
difficult to use two methods, semi-analytical and finite difference. In this case, the use of CVM is not limited 
and can be achieved by effective answers without worrying about the small step size. In the present study, to 
examine how efficient and valid the proposed method is, how it works to solve several thermomechanical 
problems is described. The methodologies are demonstrated using two-dimensional finite element models. 
Obtained sensitivity derivatives are compared to the semi-analytical solution and also finite difference method 
and it is shown that the proposed method is effective and can predict the stable and accurate sensitivity results. 
The complex variable method presented in this study can be used to solve a wide range of engineering problems. 
 
Keywords: Sensitivity analysis, Thermomechanical problems, Complex variables method, Finite element 
method 


