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 چکیده

از روش  طراحی در مهندسی سازه است. برایها با در نظر گرفتن تصادفی بودن متغیرهای هندسه، مصالح و بارگذاری راهنمای مناسبی تحلیل قابلیت اعتماد سازه

شود. حل معادلات اجزاء محدود تصادفی های تصادفی، استفاده میگرفتن عدم قطعیت در سیستمبا در نظر  ایاجزاء محدود تصادفی به منظور تحلیل سیستم سازه

-های سازهشود. به دلیل تاثیر عدم قطعیت در پاسخ سیستمای میهای محتمل سازه با در نظر گرفتن همه متغیرهای تصادفی سیستم سازهمنجر به محاسبه تمامی پاسخ

نیاز به محاسبه شاخص قابلیت  های کلاسیک تحلیل قابلیت اعتماد،رسد. با این وجود به دلیل محدودیت روشاد ضروری به نظر میای، انجام تحلیل قابلیت اعتم

با ترکیب روش اغتشاش و تغییرمتغیر و بدون وجود محدودیت نوع توزیع آماری متغیرهای اعتماد بر اساس تابع چگالی احتمال پاسخ وجود دارد. در این پژوهش 

شود. با محاسبه تابع چگالی احتمال پاسخ استاتیکی سازه، احتمال خرابی و شاخص قابلیت اعتماد به طور صادفی، تابع چگالی احتمال صریح پاسخ سازه محاسبه میت

 آید. مستقیم به دست می

لازم های مختلف یک تابع همبستگی بین متغیر تصادفی در المان متغیرهای تصادفی در سازه، نیاز به تعریف ویژگیهایدر اجزاء محدود تصادفی، به دلیل ثابت نبودن 

بندی با در نظر گرفتن مقیاس نوسانات و تابع همبستگی متغیرهای تصادفی در المان های مجاور، . بنابراین شاخص قابلیت اعتماد به عنوان معیار همگرایی مشاست

عتماد سازه با استفاده از تابع چگالی احتمال صریح پاسخ و تابع ظرفیت سازه محاسبه شده تا در تعداد شود. در هر تعداد المان، شاخص قابلیت ادر نظر گرفته می

-یها به همگرایی برسد. در این مطالعه تحلیل اجزاء محدود تصادفی در حالت استاتیکی خطی برای یک نمونه تیر و یک نمونه ستون طره انجام ممشخصی از المان

گونه که مطابق اجزاء شوند. همانهای آماری واقعی مطابق پیشینه موضوع در نظر گرفته میه، مصالح و بارگذاری به صورت تصادفی با توزیعگیرد و متغیرهای هندس

نوسانات کمتر برای  بندی ریزتر، شاخص قابلیت اعتماد مقادیر بزرگتری دارد. در نظر گرفتن مقیاسو مش هامحدود کلاسیک قابل انتظار است، با افزایش تعداد المان

شود شاخص قابلیت اعتماد در مقدار بزرگتری همگرا شود. درحالیکه در مقیاس نوسانات بزرگتر به دلیل همبستگی بیشتر متغیر تصادفی متغیرهای تصادفی، موجب می

سازی ی احتمال پاسخ با روش صریح در مقایسه با روش شبیهافتد. همچنین نتایج تابع چگالها، همگرایی اتفاق میهای مجاور، در تعداد کمتری از الماندر المان

 پژوهشی –مجله علمی 

 مهندسی عمران مدرس
 1400، سال 2، شماره بیست و یکمدوره 
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بندی اجزاء محدود تصادفی، در نظر گرفتن دهد. مزیت استفاده از شاخص قابلیت اعتماد به عنوان معیار همگرایی در مشمناسبی را نشان می هماهنگیکارلو مونت

 .استر طراحی های محتمل سازه به جای استفاده از پاسخ متوسط سازه دهمه پاسخ

 

 تابع چگالی احتمال، اجزاء محدود تصادفی، شاخص قابلیت اعتماد  :واژگان کلیدی

 

 مقدمه -1

هدف از تحلیل سازه محاسبه پاسخ سازه در مقابل بارهای اعمال 

. از آنجایی که عدم قطعیت در استهای مختلف شده در حالت

های های مربوط به مصالح، هندسه و نوع بارگذاری سیستمویژگی

های تحلیل تصادفی ای اجتناب ناپذیر است، استفاده از روشسازه

های پرکاربرد در تحلیل . از جمله روش[3-1]شود مطرح می

است. با در نظر گرفتن  ها استفاده از روش اجزاء محدودسازه

های تصادفی، ویژگی تصادفی پارامترها و عدم قطعیت در سیستم

حل معادلات  [7-4].شود روش اجزاء محدود تصادفی معرفی می

سازی و های شبیهاجزاء محدود تصادفی شامل استفاده از روش

کارلو -سازی، مونتهای شبیهسازی است. از جمله روشغیر شبیه

که با استفاده از تولید داده در محدوده تغییرات ،  [9-8]است

متغیرهای تصادفی، تحلیل اجزاء محدود قطعی به تعداد دفعات 

های شود. روشهای تولیدی، تکرار میته به تعداد دادهزیاد وابس

و  [10]ها از جمله بسط نیومن سازی شامل بسط سریغیر شبیه

روش اغتشاش با استفاده از  [12-11].روش اغتشاش است 

شود و طبق مطالعات انجام مفهوم بسط سری تیلور تعریف می

لحاظ دقت شده چون افزایش مراتب بسط از مرتبه اول به بعد از 

ها در مقایسه با حجم محاسبات، تاثیر چندانی ندارد، میجواب

توان تنها مرتبه اول بسط تیلور متغیرهای تصادفی را در نظر 

.  [13]شودگرفت که منجر به کاهش حجم و زمان محاسبات می

ای، انجام های سازهبه دلیل تاثیر عدم قطعیت در پاسخ سیستم

ی است. کاربرد روش قابلیت اعتماد تحلیل قابلیت اعتماد ضرور

ای اولین بار توسط فرودنتال به صورت آماری در محاسبات سازه

پاسخ  تحلیل قابلیت اعتماد [14].مطرح شد  1947در سال 

 پژوهشگرانای توسط های سازهمعادلات اجزاء محدود سیستم

 هایپژوهشتوان به که از جمله می بسیار مورد توجه قرار گرفت

درکیورقیان، ماهادوان، اسپانوس، ون مارک و گرگوریو، اشاره کرد 

مباحث مربوط به قابلیت اعتماد روی مسائل ایمنی  [15-21].

های به کار رفته در معادلات ها، تعداد و نوع المانسازه، آسیب

سازی اجزاء محدود، حساسیت پارامترهای تصادفی و مسائل بهینه

با توجه به اهمیت موضوع، در [26-22]. دارای اهمیت است 

ای در این حوزه انجام گرفته گسترده هایپژوهشاخیر نیز  دهه

محاسبه شاخص قابلیت  در بسیاری از موارد [32-27]. است

اعتماد به دلیل دشواری محاسبه تابع چگالی احتمال به آسانی 

های تحلیل قابلیت اعتماد با استفاده از روش پسمقدور نیست. 

سازی مانند کارلو و روش های غیر شبیه-ی مانند مونتسازشبیه

های پاسخ و ، یا روش رویه2و مرتبه دوم 1های مرتبه اولروش

کارلو با افزایش تعداد -شود که مونتهای عصبی انجام میشبکه

شود ها به شدت با افزایش حجم و زمان محاسبات مواجه میداده

سازی نیز نیاز به در نظر گرفتن مشتقات های غیر شبیهو روش

زمانی که تعداد متغیرهای  به ویژهجزئی توابع عملکردی دارند 

تصادفی زیاد باشد، امکان انجام صحیح تحلیل قابلیت اعتماد 

. به همین دلیل نیاز به محاسبه شاخص قابلیت [33]وجود ندارد 

 دارد.  اعتماد از رابطه کلی بر اساس تابع چگالی احتمال وجود

هدف از محاسبه تابع چگالی احتمال، به دست آوردن احتمال 

های ممکن به منظور انجام تحلیل قابلیت اعتماد و تمام پاسخ

ها است. استفاده از روشمحاسبه احتمال خرابی در طراحی سازه

کارلو با افزایش تعداد متغیرهای تصادفی با  -هایی مانند مونت

محاسبات همراه است و از این لحاظ دچار افزایش زمان و حجم 

های دیگری که استفاده حال، در کنار روشضعف است. با این

کارلو همواره به عنوان یک ابزار قوی در شود، روش مونتمی

های پیشنهادی، مورد استفاده قرار نتایج سایر روش آزماییدرستی

نظور سازی نیز به مهای غیر شبیه. از روش[37-34]گیرد می

                                                             
1 FORM 

2 SORM 

50



 1400سال /  2شماره /  و یکم دوره بیست                                                                   پژوهشی مهندسی عمران مدرس –مجله علمی  
 

شود. روش اغتشاش بر محاسبه تابع چگالی احتمال، استفاده می

اساس بسط تیلور، با بیان پارامترهای تصادفی بر اساس مقادیر 

میانگین و انحراف از معیار داده ها، هر متغیر تصادفی را به 

ای از جملات بسط یک سری در معادلات وارد صورت مجموعه

توان زمانی احتمال را فقط می کند. در این حالت تابع چگالیمی

ی پارامترهای تصادفی به صورت نرمال باشد و تابع که توزیع همه

. در [40-28]پاسخ نیز توزیعی نرمال داشته باشد، به دست آورد 

حالت واقعی توزیع متغیرها همیشه نرمال نیست و باید در 

و محاسبات، توزیع واقعی پارمترهای تصادفی را لحاظ کرد. از اینر

در نظر گرفتن روش اغتشاش در حالتی که متغیرها از حالت 

گاوسین خارج شوند برای محاسبه تابع چگالی احتمال مناسب 

 نیست. 

ترکیب روش  توان ازدر محاسبه تابع چگالی احتمال، می

اغتشاش بر اساس بسط مرتبه اول از سری تیلور و روش ریاضی 

وش که برای معادله . در این ر[41]تغییر متغیر استفاده کرد 

حرکت در حالت استاتیکی و خطی در نظر گرفته شده است، با 

بیان ماتریس سختی و بردار نیروها بر اساس بسط مرتبه اول سری 

تیلور، معادله اجزاء محدود در حالت استاتیکی و خطی بیان می

شود، سپس با استفاده از روش تغییر متغیر، به جای استفاده از 

ز تمام پارامترهای تصادفی موثر در پاسخ سازه به تابع پاسخ، ا

شود. مطالعات منظور محاسبه تابع چگالی احتمال استفاده می

مربوط به استفاده از ترکیب دو روش اغتشاش و تغییرمتغیر، در 

های مکانیکی اکوستیک محاسبه تابع چگالی احتمال در سیستم

ای بودن دیگری بازه پژوهشو در [44-42] انجام گرفته است 

 . [45]متغیرهای تصادفی در نظر گرفته شده است 

در این مطالعه، شاخص قابلیت اعتماد سازه با استفاده از معادلات 

 نمونهاز مفهوم تابع چگالی احتمال صریح  پاسخ در دو  2بخش 

شود. ای شامل یک تیر ساده و یک ستون طره محاسبه میسازه

های محتمل سازه ر گرفتن تمام پاسخاهمیت این پژوهش در نظ

بدون محدودیت نوع توزیع آماری متغیرهای تصادفی و استفاده از 

های معادله مستقیم شاخص قابلیت اعتماد بدون استفاده از روش

. کاربرد محاسبه شاخص قابلیت اعتماد در این استکلاسیک 

زههای اجزاء محدود تصادفی سامطلعه، تعیین تعداد بهینه المان

 .  استبندی بر این اساس های مورد نظر و معیار همگرایی مش

 روش تحقیق -2

 محاسبه تابع چگالی احتمال -2-1

ای که در محاسبه شاخص قابلیت اعتماد مهمترین مشخصه

باید محاسبه شود، تابع چگالی احتمال پاسخ سازه    

(probability density function)  است که به اختصار باpdf 

محاسبه تابع  هایی از متن به آن اشاره شده است.قسمتدر 

ها چگالی احتمال مطابق با مطالعاتی که در پیشینه موضوع به آن

رو میهایی روبهای با محدودیتهای سازهاشاره شد، در سیستم

شود. از جمله اینکه در بسیاری از موارد، توزیع تمامی متغیرهای 

شود که در این حالت در نظر گرفته می نرمالتصادفی به صورت 

قطعا توزیع تابع پاسخ نیز به صورت نرمال خواهد بود. در موارد 

دیگری که محدودیت توزیع نرمال از متغیرهای تصادفی برداشته 

هایی استفاده شده است که از معکوس تابع شود، از روشمی

ه ها این است ککند که ضعف عمده این روشپاسخ استفاده می

پذیر نباشد یا محاسبه معکوس ممکن است تابع پاسخ معکوس

رو باید از روشی استفاده شود تابع به آسانی مقدور نباشد. از این

 ها را برطرف کند.بتواند این محدودیت شودتا میکه 

های استاتیکی خطی روشی بر مبنای ترکیب در مورد سیستم

ای پیشنهاد شده سازههای در سیستم متغیر اغتشاش و روش تغییر

است. این روش نیازی به در نظر گرفتن توزیع نرمال تمام 

پارامترهای تصادفی ندارد و همچنین نیازی به استفاده از معکوس 

متغیر، به جای استفاده از پاسخ  تابع نیست، چراکه با تکنیک تغییر

1 2( , ,..., )ny g x x x  از تمامی متغیرهای تصادفی

1 2, ,..., nx x x شود. در یک معادله مشخص و صریح استفاده می

Kuدر معادله استاتیکی اجزاء محدود به فرم  F ماتریس ،

بر اساس متغیرهای تصادفی، طبق   Fو بردار نیروها Kسختی 

شوند. به عبارتی برای ماتریس بسط مرتبه اول تیلور بیان می

شامل متغیرهای هندسی و مصالحی سازه است و بردار  سختی که

دهد، علاوه بر در نیروها که بارهای وارد بر سازه را تشکیل می

نظر گرفتن یک مقدار متوسط مطابق تحلیل اجزاء محدود 
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کلاسیک، یک مقدار انحراف از معیار نیز مطابق با توزیع آماری 

هایت پاسخ شود و در ن متغیرهای تصادفی در نظر گرفته می

بیانگر  eFو  eK( است که 1استاتیکی معادله به شکل معادله )

نشان دهنده مقدار انحراف از  ΔFو  ΔKمقادیر میانگین و 

توان بسته نهایت می. در استماتریس سختی و بردار نیروها معیار 

ها در سازه مورد نظر معادله اجزاء محدود را به به تعداد المان

 ( بیان کرد.3و  2صورت معادلات )

(1) e -1 eu = (K +ΔK) (F +ΔF) 
 

(2) 
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 در این معادله 
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بیان معادله اجزاء محدود به روش بسط تیلور و روش اغتشاش 

های معادله اجزاء مطابق معادلات فوق منجر به محاسبه پاسخ

شود. در نهایت، با استفاده از تکنیک محدود به دست آمده می

( 7و  6روابط )توان تابع چگالی احتمال را مطابق تغییر متغیر، می

 .به دست آورد
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این معادلات بیانگر تابع چگالی احتمال پاسخ، اما نه بر اساس 

استفاده از معادله پاسخ بلکه بر مبنای تمامی متغیرهای تصادفی 

، و کران انتگرال در هر معادله هستندای موجود در سیستم سازه

محدوده تغییرات تک تک متغیرهای تصادفی تا رسیدن به پاسخ 

 دهد. نهایی را نشان می

با استفاده از معادلات بیان شده در این بخش، تابع چگالی 

شود که تابع مشاهده می، و احتمال به صورت صریح محاسبه

و احتمال  های ممکن سازهچگالی احتمال پاسخ تمامی پاسخ

کند. از طرفی در تحلیل تصادفی، وقوع هر کدام را محاسبه می

علاوه بر اهمیت پاسخ متوسط سازه، نیاز به بررسی همه پاسخ

. بنابراین استهای ممکن در گستره تغییرات متغیرهای تصادفی 

در  ویژهاستفاده از تابع چگالی احتمال در تحلیل تصادفی و به 

 ر حائز اهمیت است.مباحث طراحی سازه بسیا

 

 بندیمش -2-2

 هایویژگیدر اجزاء محدود تصادفی، به دلیل ثابت نبودن 

متغیرهای تصادفی در سازه، نیاز به تعریف یک تابع همبستگی 

. توزیع استهای مختلف بین یک متغیر تصادفی در المان

ها در یک المان ها و همبستگی آنمتغیرهای تصادفی در المان

شود. برای المان مجاور با مفهوم تابع واریانس بیان مینسبت به 

تعیین مقدار تابع واریانس و تابع همبستگی بین متغیرهای تصادفی 

های مجاور توابع مختلفی پیشنهاد شده است. در مسائل در المان

یک بعدی شامل تیر یا ستون که موضوع بررسی در این مقاله 

ای در جهت طول عضو سازهتوان فقط در بندی را میهستند، مش

(، پیشنهاد 8توان از تابع همبستگی مثلثی معادله )نظر گرفت می

 استفاده کرد.  Vanmark 1983[46]شده توسط 
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vکه در این معادله  ( )T  تابع واریانس متغیر تصادفیv ،T 

مقیاس نوسانات است. تابع واریانس به صورت  vاندازه المان و 

( برای بیان مقدار متوسط و واریانس متغیرهای تصادفی 9معادله )

 .[47]د شوهای مختلف استفاده میدر المان
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( پیداست، تابع واریانس روی مقدار 9گونه که از معادله )همان

های مختلف تاثیری ندارد اما به متوسط متغیر تصادفی در المان

دهد. بنابراین تعداد طور مستقیم واریانس را تحت تاثیر قرار می

های ها، تابع واریانسهای مختلف و اندازه متفاوت آنالمان

دهد که این مساله در محاسبه پاسخ و در مختلف را به دست می

سخ تاثیرگذار است و در نتیجه توزیع نتیجه تابع چگالی احتمال پا

بندی متفاوت است. از طرفی با توجه به پاسخ و نتایج در هر مش

توان بین آنچه در پیشینه بیان شده است مقیاس نوسانات را می

دهنده عدم همبستگی صفر تا بینهایت در نظر گرفت که صفر نشان

ده دهنهای مجاور و بینهایت نشانمتغیر تصادفی در المان

. به دلیل اینکه در محاسبات عددی، صفر و استهمبستگی کامل 

توان از یک عدد کوچک به شود، میبینهایت در نظر گرفته نمی

 جای صفر و یک عدد بزرگ به جای بینهایت استفاده کرد.

 تحلیل قابلیت اعتماد -2-3

تحلیل قابلیت اعتماد بر مبنای تعریف حاشیه اطمینان با در نظر 

ها تحت اثر تاثیر پارامترهای تصادفی در پاسخ سازهگرفتن 

های کلاسیک محاسبه گیرد. روشهای مختلف انجام میبارگذاری

های مرتبه اول و مرتبه دوم با شاخص قابلیت اعتماد، شامل روش

در نظر گرفتن مقدار متوسط و انحراف از معیار و استفاده مستقیم 

گرفتن توریع آماری  های آماری بدون در نظراز این مشخصه

های محتمل با توجه به شرایط متغیرهای تصادفی و سایر پاسخ

. ضعف عمده این هستندبارگذاری و هندسه و مصالح سازه 

های آماری متوسط و انحراف از معیار ها استفاده از مشخصهروش

که در نتیجه آن تعدادی سازه با متغیرهای تصادفی متفاوت  است

توانند دارای یک پاسخ شاخص لف، میو توزیع آماری مخت

های هایی که در روشقابلیت اعتماد باشند. به دلیل محدودیت

کلاسیک محاسبه شاخص قابلیت اعتماد وجود دارد، از تعریف 

شاخص قابلیت اعتماد بر اساس معادله کلی احتمال خرابی مطابق 

 .شود( استفاده می10معادله )

(10) 
( ) ( 0)
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 آثار Sظرفیت سازه،  R احتمال خرابی،FPدر این رابطه 

تابع چگالی  RF متغیرهای تصادفی، Vبارهای وارد بر سازه، 

 SFاحتمال پارامترهای تصادفی سازه شامل مصالح، هندسه و 

. با توجه استبارگذاری تابع چگالی احتمال پارامترهای تصادفی 

( به 11از معادله ) قابلیت اعتماد  شاخص (،10به معادله )

 آید. دست می

(11) 1(1 )fP    
 

تعداد بهینه  ،2در این پژوهش با استفاده از معادلات بخش 

های یک بعدی مورد مطالعه در حالت استاتیکی ها در سازهالمان

، تحلیل قابلیت اعتماد این پژوهشآید. هدف خطی به دست می

باشد. سازه با محاسبه مستقیم تابع صریح چگالی احتمال پاسخ می

(، بدون محدودیت نوع 7تابع چگالی احتمال پاسخ از معادله )

تابع پاسخ  توزیع آماری متغیرهای تصادفی و عدم نیاز به معکوس

سازی عددی که در مقدمه های شبیهو بدون استفاده از روش

. با شودبه صورت صریح محاسبه میها اشاره شد، موضوع به آن

استفاده از احتمال خرابی سازه از محاسبه مستقیم تابع چگالی 

( به 11احتمال پاسخ، شاخص قابلیت اعتماد با استفاده از معادله )

مطالعه، در هر تعداد المان، شاخص قابلیت  آید. در ایندست می

اعتماد محاسبه شده و با همگرایی شاخص قابلیت اعتماد، تعداد 

به منظور بیان بهتر روش  .شودالمان بهینه در سازه محاسبه می

(، مراحل محاسبه شاخص قابلیت اعتماد به 1، در شکل )پژوهش

 صورت فلوچارت نشان داده شده است.
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 اسبات به صورت فلوچارتمراحل مح. 1شکل 

 
Fig. 1.  Flowchart of the solution procedure 

 

 های عددینمونه -3

 سطح مبنای بر سازه اعتماد قابلیت شاخص محاسبه استفاده از با

 لحاظ با( 10) معادله مطابق ظرفیت، و نیاز منحنی دو مشترک

 ادامه در ،2 بخش در خرابی احتمال محاسبه و تصادفی متغیرهای

 ستون بتن نمونه و تیر ساده یک شامل عددی هاینمونه بررسی به

. پردازیممی خطی محدوده در و استاتیکی بارهای اثر تحت مسلح

 متغیرهای گرفتن نظر در با سازه پاسخ احتمال چگالی تابع

 موضوع پیشینه از هاآن مشخصات که( 2 و 1) جداول تصادفی

 معادله از صریح و مستقیم طور به ،[51-49] است شده استخراج

بیان شد در ابتدا با  2گونه که در بخش همان .شودمی محاسبه( 7)

بندی استفاده از مفهوم تابع واریانس در تعداد مختلف المان و مش

در هر حالت مقدار متوسط پاسخ و همچنین احتمال وقوع همه 

 های ممکن با استفاده از تابع چگالی احتمال پاسخ به دستپاسخ

مقادیر  2-2آید. در این پژوهش مقیاس نوسانات مطابق بخش می

T3 ،T1  وT25/0 شود که در نظر گرفته میT  با استطول المان .

محاسبه تابع چگالی احتمال پاسخ و تابع ظرفیت، مستقیما مقدار 

آید و در احتمال خرابی از اشتراک این دو منحنی به دست می

توان شاخص قابلبت اعتماد را از نتیجه در هر تعداد المان می

با رسیدن شاخص پایان مقدار احتمال خرابی به دست آورد. در 

افتد و قابلیت اعتماد به یک مقدار مشخص، همگرایی اتفاق می

آید. ضمن اینکه توزیع آماری تعداد المان بهینه به دست می

شود متغیرهای تصادفی لزوما به صورت نرمال در نظر گرفته نمی

ه توزیع واقعی هر متغیر تصادفی مطابق آنچه در مراجع بلک

نتایج تابع  آزماییدرستی. به منظور شودموجود است لحاظ می

داده  100000چگالی احتمال پاسخ، از نتایج مونت کارلو با تولید 

 شود.استفاده می

 تیر دو سر ساده -3-1

ابق شکل های ساده مطگاه، یک تیر بتن مسلح با تکیهنمونهدر این 

گیرد. متغیرهای تصادفی، نوع توزیع و ( مورد مطالعه قرار می2)

 ( بیان شده است.1های آماری هر متغیر مطابق جدول )مشخصه

 

 تیر دو سر ساده تحت اثر بار گسترده یکنواخت .2شکل  

 
Fig. 2. Simple beam under uniform loading 

شود. نظر گرفته میتغییرمکان وسط تیر به عنوان تابع هدف در 

این تابع هدف به عنوان تابع ظرفیت در محاسبه شاخص قابلیت 

، Hosain 2001 هایپژوهششود. مطابق اعتماد لحاظ می

، این تابع ظرفیت توزیع لوگ نرمالی با مقدار متوسط [52]

L/240  دارد کهL  0.47وانحراف معیار آن برابر با استطول تیر 

 مقدار متوسط است.  

استفاده از تابع ظرفیت بیان شده و همچنین محاسبه تابع چگالی با 

بندی در مقادیر مختلف مقیاس های مختلف مشاحتمال در حالت
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شود که نتایج نوسانات، مقدار شاخص قابلیت اعتماد محاسبه می

 . است(، 3به صورت شکل )

 1محاسبه شاخص قابلیت اعتماد در تیر ساده مثال  .3شکل 

 
Fig. 3. Calculation of reliability index of simple beam in 

Example 1 

 

شود، برای مقادیر مختلف ( مشاهده می3گونه که از شکل )همان

های مقیاس نوسانات مقادیر شاخص قابلیت اعتماد در تعداد المان

 Tθ ،25/0 ،1/به ترتیب برای  2/1و  235/1، 24/1بهینه به مقادیر 

ها شاخص رسد که با افزایش تعداد المانمی رسد. به نظرمی 3و 

رسد. این مساله با توجه به تری میقابلیت اعتماد به مقادیر بزرگ

تر بندی ریزتر مقدار پاسخ، به مقدار واقعی نزدیکاینکه با مش

شود، از نتایج تحلیل اجزاء محدود قابل انتظار است. همچنین می

ستگی بیشتر بین متغیرهای با افزایش مقیاس نوسانات به دلیل همب

 .افتدها، همگرایی در تعداد المان کمتر اتفاق میتصادفی در المان

و  7، 5به ترتیب تعداد المان بهینه برابر T=θ/ 3،1،25/0در مقادیر 

که به خوبی تاثیر تابع همبستگی و مقدار آن در  استالمان  10

 دهد.متغیرهای تصادفی را نشان می

گر که نشان uپاسخ  (pdf)محاسبه تابع چگالی احتمال  چگونگی

، در مقیاس نوسانات است 1 نمونهتغییرمکان در وسط تیر 

0.25T ( نشان داده شده است. همان4به عنوان نمونه در شکل )

شود، توابع چگالی احتمال پاسخ ( مشاهده می4گونه که از شکل )

مشترک این  های مختلف متفاوت است و سطحدر تعداد المان

، احتمال خرابی را در های مختلف با تابع ظرفیتتوابع در حالت

-( در نهایت می11دهد. با استفاده از معادله )هر حالت نشان می

توان شاخص قابلبت اعتماد را در هر حالت محاسبه نمود که 

  ( موجود است.4نتایج تکرار شونده در شکل )

 حالت در مختلف هایالمان تعداد در اعتماد قابلیت تحلیل .4 شکل

25/0θ/T= 1 مثال تیر در

  

Fig. 4. Reliability analysis in different number of elements at 
θ/T=0.25 in simple beam Example 1 

مساله مهم دیگری که قابل بررسی است، این است که اگر به 

پاسخ جای تابع چگالی احتمال پاسخ، فقط از مقدار متوسط 

کند. های بهینه در تحلیل چه تغییری میاستفاده شود، تعداد المان

 تعداد المان بهینه نمونهبه همین منظور در یک مقایسه در همین 

یک بار با همگرایی پاسخ متوسط و یک بار با همگرایی شاخص 

( گزارش می5قابلیت اعتماد مقایسه شده و نتایج مطابق شکل )

شود، در حالتی که ( مشاهده می5شکل ) گونه که ازشود. همان

المان  4فقط مقدار متوسط پاسخ در نظر گرفته شده است در 

های محتمل با افتد در حالیکه اگر همه پاسخهمگرایی اتفاق می

 9توجه به تصادفی بودن متغیرها در نظر گرفته شود، همگرایی در 

توان از اثر افتد. با توجه به اینکه در حقیقت نمیالمان اتفاق می

کرد، در نظر  چشمپوشیتصادفی بودن متغیرها در حالت واقعی 

های محتمل و محاسبه تابع چگالی احتمال به گرفتن همه پاسخ

 .رسدجای در نظر گرفتن مقدار متوسط پاسخ، منطقی به نظر می

متغیرهای تصادفی و عدم قطعیت در محاسبات  آثاربه عبارتی اگر 

توان تعداد المان بهینه را اسخ متوسط میلحاظ نشود، بر اساس پ

محاسبه کرد اما با تاثیر عدم قطعیت و خروج از مقدار متوسط 

بندی، متغیرها و معیار همگرایی شاخص قابلیت اعتماد در مش

یابد که به خوبی تاثیر تصادفی بودن تعداد بهینه المان افزایش می

 دهد.ن میدر تحلیل را نشا آثارمتغیرها و لزوم لحاظ این 
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متغیرهای تصادفی تیر دو سر ساده مثال .1جدول   

Random variables Statistical distribution Statistical characteristics 

E (MPa) Log normal μ = 25279 σ = 3791.8 

)4I (mm normal 9μ = 5.55*10 81.3875*10σ =  

L (mm) normal μ = 5500 σ = 220 

W (N/mm) Type 1 μ = 100 β = 19.5 
Table 1. Random variables in simple beam in example 1

 محتمل هایپاسخ مقایسه تعداد المان بهینه با در نظر گرفتن متوسط پاسخ و محاسبه شاخص قابلیت اعتماد با در نظر گرفتن همه .5شکل 

      

Fig. 5. Comparison of the number of optimal elements by considering the average response and calculating the reliability index 

 

 ستون طره -3-2

( تحت اثر یک بار متمرکز 6شکل ) ماننددر ادامه یک ستون طره 

گیرد. جانبی و یک بار متمرکز ثقلی مورد مطالعه قرار می

ها به منظور های آماری آنمتغیرهای تصادفی، توزیع و مشخصه

 ( بیان شده است.2تحلیل اجزاء محدود تصادفی در جدول )

انتهای ستون به عنوان تابع هدف در نظر گرفته  جانبی تغییرمکان

شود. این تابع هدف به عنوان تابع ظرفیت در محاسبه شاخص می

 Der هایپژوهششود. مطابق قابلیت اعتماد  لحاظ می

kureghian 2002 [53]  این تابع ظرفیت، دارای توزیع لوگ

 cov=0.1و ضریب تغییرات  0.025hنرمالی با مقدار متوسط 

با استفاده از تابع ظرفیت مورد  است. ارتفاع ستون hکه  است

های نظر و محاسبه تابع چگالی احتمال پاسخ در تعداد المان

مختلف و تاثیر مقیاس نوسانات، شاخص قابلیت اعتماد در 

شود که (، محاسبه می11و  10های مختلف مطابق معادله )حالت

( ملاحظه 7گونه که از شکل )همان .است( 7ابق شکل )نتایج مط

شود، برای مقادیر مختلف مقیاس نوسانات مقادیر شاخص می

، 158/1های مختلف برابر مقادیر قابلیت اعتماد در تعداد المان

. مشابه است 3و  Tθ ،25/0 ،1/به ترتیب برای  1/1و  153/1

شاخص قابلیت اعتماد به ها ، با افزایش تعداد المان1 نمونهنتایج 

نتایج  ها بیشتر شود،هر چه تعداد المان رسد.تری میمقادیر بزرگ

تر هستند، دهند و به پاسخ واقعی نزدیکدقت بیشتری نشان می

احتمال خرابی کاهش یافته و شاخص قابلیت اعتماد مقدار  پس

شود که با افزایش همبستگی، شاخص بیشتری دارد. مشاهده می

عتماد در تعداد المان کمتری به همگرایی رسیده است. قابلیت ا

المان همگرایی حاصل می 8در  T=θ/3( برای 7مطابق شکل )

 14و  12این تعداد به ترتیب  T=θ/25/0و  T=θ/1شود و برای 

المان است که اثر مقیاس نوسانات و همبستگی متغیرهای 

 دهد.بندی را نشان میتصادفی در مش

نتایج به  آزماییدرستیگیرد مورد بررسی قرار میمساله مهم که 

آزمایی درستیبه بررسی نتایج  3-3که در بخش  استدست آمده 

تابع چگالی احتمال صریح پاسخ محاسبه شده در مقایسه با روش 

 شود.سازی مونت کارلو پرداخته میشبیه
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 2 طره مثال متغیرهای تصادفی در ستون .2جدول   

Random variables Statistical distribution Statistical characteristics 

E (MPa) Log normal                        μ = 25279 σ = 3791.8 

)4I (mm normal 9μ = 2.133*10 7σ = 5.3325*10 

L (mm) normal μ = 5000 σ = 50 

F (N) gamble μ = 10000 β = 1950 

P(N)   normal μ = 5000 σ = 1250 

Table 2. Random variables in cantilever column example 2 

 

 ستون طره تحت اثر بار استاتیکی قائم و جانبی. 6شکل 

 

Fig. 6. Cantilever column under vertical and horizontal static 
load 

 

 محاسبه شاخص قابلیت اعتماد در ستون مثال .6شکل 

  

Fig. 6. Calculation of reliability index in column example 2 

 

 نتایج با مونت کارلو آزماییدرستی -3-3

نتایج تابع چگالی احتمال پاسخ، نتایج با  آزماییدرستیبه منظور 

سازی مونت کارلو در این شوند. در شبیهمونت کارلو مقایسه می

مقاله از هر متغیر تصادفی با توزیع آماری مشخص به اندازه 

(، 1شود. سپس با استفاده از معادله )نمونه تولید می 100000

د. به آیپاسخ تصادفی و احتمال وقوع هر پاسخ به دست می

ها تکرار عبارتی معادله اجزاء محدود کلاسیک به تعداد تولید داده

قابل قبول تایع چگالی احتمال  هماهنگیشود. نتایج حاصل می

( با نتایج مونت کارلو را نشان 7صریح محاسبه شده از معادله )

مختلف در تیر  θ/Tبرای   (9و  8، 7های )دهد که در شکلمی

 نشان داده شده است.  1 نمونهساده 

مقایسه تابع چگالی احتمال با استفاده از تابع صریح با نتایج مونت . 7شکل 

 در تیر ساده θ/T=0.25در حالت  کارلو

 

Fig. 7. Comparison of (pdf) using explicit function with Monte 

Carlo results. For θ / T = 0.25 in simple beam 

 

تابع چگالی احتمال با استفاده از تابع صریح با نتایج مونت مقایسه . 8شکل 

 در تیر ساده =1θ/Tدر حالت  کارلو

 

Fig. 8. Comparison of (pdf) using explicit function with Monte 

Carlo results. For θ / T = 1 in simple beam 
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 نتایج مونت. مقایسه تابع چگالی احتمال با استفاده از تابع صریح با 9شکل 

 در تیر ساده =3θ/T حالت در  کارلو

 

Fig. 9. Comparison of (pdf) using explicit function with Monte 

Carlo results. For θ / T = 3 in simple beam 

 

شود، در هر سه ملاحظه می  (9و  8، 7های )گونه از شکلهمان

، نتایج به دست آمده از تابع چگالی =3،1،25/0θ/Tحالت 

احتمال پاسخ در مقایسه با نتایج شبیه سازی مونت کارلو 

دهد. مناسبی را خصوصا در پاسخ ماکزیمم نشان می هماهنگی

بنابراین با استفاده از نتایج محاسبه شده، شاخص قابلیت اعتماد به 

کافی در  درستی( دارای 11و  10دست آمده از معادلات )

 .استبات اجزاء محدود تصادفی محاس

 

 بحث بر روی نتایج  -4

در این پژوهش، تابع چگالی احتمال پاسخ با در نظر گرفتن 

متغیرهای تصادفی به صورت صریح با ترکیب روش اغتشاش و 

شود. با اشتراک تابع چگالی احتمال پاسخ تغییر متغیر محاسبه می

احتمال خرابی و و همچنین منحنی ظرفیت سازه مورد نظر، مقدار 

 آید. در نتیجه شاخص قابلیت اعتماد به دست می

عددی با هدف نشان دادن معیار شاخص قابلیت اعتماد  نمونهدو 

بندی اجزاء محدود تصادفی بررسی شده است. در این در مش

ها شاخص شود که با افزایش تعداد المانها مشاهده مینمونه

 مطابق با نتایج اجزاء محدودقابلیت اعتماد افزایش یافته که 

با در نظر گرفتن تابع  کلاسیک قابل انتظار است. همچنین

همبستگی در دو المان مجاور، در مقادیر بیشتر همبستگی در 

 3-1افتد. مطابق بخش ها همگرایی اتفاق میتعداد کمتری از المان

المان و در ستون  5همگرایی در  1 نمونهتیر  =3θ/Lدر  3-2و 

 =25/0θ/Lافتد که این تعداد برای المان اتفاق می 8در  2 نمونه

باشد. المان می 14المان و  10به ترتیب  2 نمونهو  1 نمونهبرای 

نمایانگر همبستگی متغیر  θ/Lبیان شد  2همانگونه که در بخش 

های بهینه در های مجار است. نتایج تعداد المانتصادفی در المان

ر این پارامتر را در رسیدن شاخص قابلیت ها تاثینمونههر کدام از 

دهد. در واقع هر چه همبستگی اعتماد به یک مقدار ثابت نشان می

متغیر تصادفی در دو المان مجاور بیشتر باشد، شاخص قابلیت 

 رسد. اعتماد زودتر به همگرایی می

 θ/L، هر چه شود( مشاهده می6و  3های )همانطور که از شکل

یابد. این نتیجه را ص قابلیت اعتماد کاهش میافزایش یابد، شاخ

( با تاثیر مستقیم 9توان اینگونه تفسیر کرد که مطابق معادله )می

θ/L  بر واریانس متغیرهای تصادفی، هر چهθ/L  بیشتر باشد، اثر

آن روی واریانس متغیرهای تصادفی بیشتر و در نتیجه سطح 

سازه افزایش  مشترک تابع چگالی احتمال پاسخ و تابع ظرفیت

( افزایش یافته و 10یابد. در نتیجه مقدار خرابی مطابق معادله )می

یابد. تاثیر این ( کاهش می11شاخص قابلیت اعتماد معادله )

و در  24/1تا  2/1، شاخص قابلیت اعتماد را از 1 نمونهپارامتر در 

 سازد.متغیر می 158/1تا  1/1از  2مثال 

نتخاب شاخص قابلیت اعتماد به عنوان به منظور نشان دادن دلیل ا

های بهینه با ای بین تعداد المانبندی، مقایسهمعیار همگرایی مش

در نظر گرفتن صرفا متوسط پاسخ سازه در یک حالت و شاخص 

بندی انجام قابلیت اعتماد در حالت دیگر به عنوان معیار مش

سخ دهد زمانی که فقط متوسط پا( نشان می5گرفته است. شکل )

افتد. مد نظر باشد در تعداد کمتری از المان ها همگرایی اتفاق می

در حالی که با در نظر گرفتن شاخص قابلیت اعتماد به عنوان 

های بیشتری شاهد همگرایی معیار همگرایی در تعداد المان

، در معیار تغییرمکان 1 نمونه( برای تیر 5هستیم. نتایج شکل )

المان  9شاخص قابلیت اعتماد تعداد المان و در معیار  5تعداد 

توان اینگونه بیان کرد دهد. دلیل این مساله را میبهینه را نشان می

که در حالتی که از متوسط پاسخ به عنوان معیار همگرایی استفاده 

که اگر در حالی استشود تنها پاسخ متوسط ملاک همگرایی می
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یار همگرایی در اثر متغیرهای تصادفی و شاخص قابلیت اعتماد مع

های محتمل سازه مواجه نظر گرفته شود با مجموعه همه پاسخ

بندی ریزتر و در هستیم که برای رسیدن به همگرایی نیازمند مش

. بنابراین استفاده از شاخص استنتیجه تعداد المان بیشتری 

ها بندی هر چند منجر به افزایش تعداد المانقابلیت اعتماد در مش

تر از در نظر گرفتن پاسخ متوسط به ر عمل مناسبشود اما دمی

های محتمل سازه را چون همه پاسخ استعنوان معیار همگرایی 

گیرد که در مسائل طراحی تحت بارگذاری مشخص در نظر می

تواند عامل مهمی در ها میسازه و مسائل مربوط به آسیب در سازه

 نظر گرفته شود.

نتایج تابع چگالی احتمال  (9تا  7) هایشکلدر نهایت، مطابق 

( با نتایج شبیه سازی مونت کارلو 7محاسبه شده از معادله صریح )

مناسب منحنی تابع  هماهنگیدهنده نمونه نشان 100000در 

تابع  آزماییدرستی. استسازی چگالی احتمال با نتایج شبیه

شود از چگالی احتمال محاسبه شده در این مطالعه، موجب می

نتایج  به دنبال آننتایج مربوط به محاسبه شاخص قابلیت اعتماد و 

بندی و محاسبه تعداد المان بهینه بر این اساس اطمینان مش

 حاصل نمود. 

 

 نتایج تحقیق -5

های مورد مطالعه شاخص قابلیت ها در سازهبا افزایش تعداد المان

 یابد.اعتماد افزایش می

های مجاور، همبستگی متغیرهای تصادفی در المانبا افزایش 

 افتد.ها اتفاق میهمگرایی در تعداد کمتری از المان

-مقدار شاخص قابلیت اعتماد کاهش می θ/Lبا افزایش پارامتر 

 یابد.

با در نظر گرفتن شاخص قابلیت اعتماد در مقایسه با پاسخ 

ها بیشتر المان متوسط به عنوان معیار همگرایی، در تعداد

شود که دلیل آن استفاده از شاخص قابلیت اعتماد همگرا می

های محتمل سازه با تکیه بر تابع چگالی احتمال همه پاسخ

 .استپاسخ 

نتایج تابع چگالی احتمال پاسخ با روش صریح در مقایسه با 

کارلو تطابق مناسبی را بین نتایج نشان سازی مونتروش شبیه

 دهد.می

 

 تشکر و قدردانی -6

نویسندگان از داوران محترم که نظرات ارزنده آنها باعث بهبود 

 مقاله شده است، کمال تشکر را دارند. 
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Abstract 

Reliability analysis, considering the randomness of geometry, materials, and loading variables, is a 

proper guide for structural design in engineering. The stochastic finite element method is used to 

analyze the structural systems, concerning uncertainty in random parameters of structures. Solving the 

equations of stochastic finite element leads to the calculation of all possible structural responses taking 

into account all the random variables of the structural system and loads. Because of the uncertainty 

effect on the response of structural systems, reliability analysis seems essential. However, due to the 

limitations of the classical methods of reliability analysis, there is a need to calculate the reliability 

index based on the probability density function of response in structures. In this study, by combining 

the perturbation method and the change – of – variable method and without the limitation of the 

statistical type of random distribution of random variables, the probability density function of response 

is calculated. By calculating the probability density function of the static response of the structures, as a 

result, the probability of failure and the reliability index are obtained directly. It is obvious that the 

accuracy of the result of the stochastic finite element analysis depends on the random field element 

meshes. For this purpose, the distributed random field is discretized over the number of elements of 

equal length in structural members for each random variable. 

In the stochastic finite element method, due to the uncertainty of the characteristics of random variables 

in the structure, it is necessary to define a correlation function between a random variable in different 

elements. The reliability index is considered as a measure of convergence by considering the scale of 

fluctuations and the correlation function of random variables in adjacent elements in structure. In each 

number of elements, the structural reliability index is calculated directly by using the explicit 

probability density function of static response and the structural resistance function to converge on a 

certain number of elements. In this study, the stochastic finite element analysis is performed in linear 

static mode for a simple beam and a cantilever column. The variables of geometry, materials, and 

loading are also considered randomly with real statistical distributions according to the literature 

review. As can be expected from the deterministic finite element method, as the number of elements 

increases and the meshing is smaller, the reliability index increases. Considering the lower scale of 

fluctuations for random variables makes the reliability index converge to a larger value. However, on a 

larger scale of fluctuations convergence occurs in a smaller number of elements due to the greater 

correlation of random variables in adjacent elements. Additionally, the results of the probability density 

function of the static response with the explicit method compared to those of the Monte Carlo 

simulation method show a better match. The advantage of using the reliability index as a measure of 

convergence in meshing the configuration of limited random components is taking into account all the 

possible structural responses instead of using the average structural response in the design of structures. 

Keywords: Probability Density Function, Stochastic Finite Element Method, Reliability Index  
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