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 چكيده

 يهاالمان يبر مبنا يپتانسيل پيشنهاد شده است. روش المان مرز يمسائل دو بعد يمدلساز يبرا يجديد يدر اين مقاله، يك آناليز المان مرز
شده است. با استفاده  يبندها و شارها)، بازفرمولحالت معادلات ديفرانسيل پواسون و لاپلاس (پتانسيل يبه منظور تقريب متغيرها يهنكل كرو

كه در آن فقط  ياياند. بدين منظور، به بسط تابعحاصل شده يتوابع انترپولاسيون روش المان مرز ،يهنكل كرو يشعاع توابع پايه يسازياز غن
از جمله خواص منحصر بفرد انترپولاسيون  .شوديالحاق م ياچندجمله يهاترم شود،ياستفاده م يهنكل كرو يي شعاعاز تقريب توابع پايه

بر خلاف توابع  ،ياميدان توابع چندجمله يبر اغنا مختلط علاوه يمشاركت ميدان توابع نوع اول و دوم بسل در فضا توان بهپيشنهادي مي
عه قطعه پيوسته از مرتبه به علاوه توابع شكل پيشنهادي از خاصيت قط. اشاره كرد، كننداي را اغنا ميكلاسيك لاگرانژ كه فقط توابع چندجمله

 ي. تابع هنكل كرووستگي محدودي هستند، وجود نداردبرند كه اين امر براي توابع شكل كلاسيك لاگرانژ كه داراي مرتبه پيسود مي بينهايت
ميل نرم اقليدس به  يكه اين مطلب عدم وجود حد برا است، يدر قسمت موهومي خود، تابع نيومن كرو يسينگولاريتي قو ينوع اول دارا

1nترم اضافي با توان در ادامه براي رفع سينگولاريتي از  سمت صفر را در بر دارد.  حالت سينگولاريتي، رفع از پس. است شده استفاده 
در نظر گرفته  يعدد نمونهچند  ضر،نشان دادن كارايي و دقت روش حا ي. برااست شده محاسبه مرزي گره و چشمه نقطه هماهنگي حديِ

ها حاكي از دقت بسيار گرانژ مقايسه شده است. نتايج اين مقايسهشده است و نتايج حاصل با نتايج حل تحليلي و نتايج توابع شكل كلاسيك لا
  است. يبالاتر روش پيشنهاد

  
  سمعادلات پواسون و لاپلا، مسائل پتانسيل دوبعدي، روش المان مرزيشعاعي،  ، توابع پايههنكل كروي يهاالمان واژگان كليدي:

 مقدمه -1

بسياري از مسائل فيزيك و مهندسي به طور مستقيم با مسائل 
  توان به انتقال حرارت اند كه از آن جمله ميپتانسيل در ارتباط

  
پايدار، جريان سيال تراكم ناپذير، پيچش مقاطع منشوري، انتشار 

پايا و ... مسئله نشت (حركت آب در خاك) در حالت آلودگي، 

 پژوهشي –مجله علمي 
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پتانسيل شامل  ١ديدگاه رياضي، مسائل مقدار مرزياشاره كرد. از 
معادلات لاپلاس يا پواسون در يك حوزه مشخص همراه با 

پتانسيل به  BVPsامكان حل  .[1]شرايط مرزي معين، است 
صورت تحليلي بيشتر در حالات ساده از هندسه و شرايط مرزي 

هاي پذير است. بنابراين در بيشتر موارد، استفاده از روشامكان
نيمه تحليلي و يا عددي در حل اين مسائل اجتناب ناپذير است. 

، ٢هاي عددي مختلفي از قبيل روش المان محدودتاكنون روش
و  ٤محدود مقياس شده-، روش المان مرزي٣روش المان مرزي

مهندسي به كار گرفته  BVPsدر حل  ٥هاي بدون المانروش
  اند.شده

اده شده در مسائل هاي استفترين روشيكي از متعارف
هايي همچون متقارن و مهندسي روش المان محدود است. مزيت

- نواري بودن ماتريس ضرايب، عدم وجود تكينيك در انتگرال

 ها و ... سبب محبوبيت اين روش در بين پژوهشگران شدهگيري
 است. به طوري كه كاربرد آن در طيف وسيعي از مسائل مهندسي

 بندي روياين حال، عدم نياز به مش. با [4-2]گزارش شده است 
ش بندي روي مرزها و در نتيجه كاهكل حوزه و تبديل آن به مش

 اي در تعداد درجات آزادي سبب شده است تا روشقابل ملاحظه
-5]هاي عددي پيدا كند المان مرزي جايگاه خاصي در بين روش

اين مزيت بارز روش المان مرزي سبب شده است تا در  .[10
تر و حل مسائل يكسان، اين روش هزينه محاسباتي بسيار پايين

هاي عددي در نتيجه زمان پردازش كمتري نسبت به ساير روش
  داشته باشد.

محدود مقياس شده توانسته است با تركيبي -روش المان مرزي
روش كارآمدي را در  از مفهوم دو روش المان محدود و مرزي

. [11]حل عددي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي ارائه كند 
اساس اين روش بر پايه تبديل معادلات حاكم با مشتقات جزئي 
به دستگاهي از معادلات ديفرانسيل با مشتقات معمولي، بنا شده 

                                                                                                                                                                                                
1. Boundary value problems (BVPs) 
2.Finite element method (FEM) 
3. Boundary element method (BEM) 
4. Scaled boundary finite element method (SBFEM) 
5.Meshless methods 
6. Connectivity 
7. Element-free methods 
8.Boundary node methods 
9 .Boundary point method 
10.Meshless local Petrov–Galerkin method 

است. تاكنون اين روش در حل معادلات متعددي به كار گرفته 
توان به حل معادلات لاپلاس و آن جمله مي شده است كه از

  اشاره كرد. ]12 و 13[پواسون (مسائل پتانسيل) 
هاي بدون المان از سوي برخي از در طي دو دهه اخير، روش

اند. در اين نوع از پژوهشگران مورد توجه خاصي قرار گرفته
ها در قالب المان وجود بين گره ٦هاي عددي هيچ اتصاليروش

هاي بدون المان براي حل مسائل واع مختلفي از روشندارد. ان
هاي علمي گزارش شده است، كه از پتانسيل در پيشينه پژوهش

هاي روش]، 14 و 15[ ٧هاي المان آزادتوان به روشآن جمله مي
و  FEMتركيب ، ]18[ ٩روش نقطه مرزي، ]16,17[ ٨گره مرزي

معادلات ، روش ]19[ ١٠گالركين-روش بدون المان محلي پترو
  اشاره كرد. ]21-24[و روش هم هندسي  ]20[ ١١غيردرگير

در اين مقاله، روي تخمين متغير حالت مسائل پتانسيل با 
استفاده از توابع پايه جديد هنكل كروي تمركز شده است و با 
استفاده از اين توابع شكل پيشنهادي سعي شده است كه خطاي 

هاي عددي روش عددي به كمترين مقدار خود نسبت به ساير
 12ي شعاعيهاي تابع پايهگيري از مزيتتنزل يابد. براي بهره

هنكل كروي در تخمين متغير حالت معادلات (و نه ترم غير 
در مختصات طبيعي استفاده   13سازيهمگن كننده) از تكنيك غني

شده است. به تازگي حمزه جواران و همكاران، از اين توابع در 
تك و الاستوديناميك، ويسكوالاستيك و حل مسائل الاستواستاي

هاي المان محدود و المان سيالات تراكم ناپذير بوسيله روش
. معمولاً توابع پايه شعاعي به دو [28-25]اند مرزي استفاده كرده

شود. از جمله توابع پايه شعاعي دسته كلي و محلي تقسيم مي
ه ، اسپلاين صفح]29-32[ 14توان به توابع مخروطيميكلي 
، چند ]40[ 17، سينوسي]34-39[ 16، گاوسين]32-36[ 15نازك
، ]45[ 20، فوريه]44[ 19، چند ربعي معكوس]32,41-43[ 18ربعي

11. Decoupled equations method (DEM) 
12.Radial basis functions (RBFs) 
13. Enrichment 
14.Conical 
15. Thin plate spline (TPS) 
16.Gaussian 
17. Sinusoidal 
18. Multiquadric 
19. Inverse multiquadric 
20 .Fourier 
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J-و از دسته توابع پايه ]48-50[ 2، مختلط فوريه]46-47[  1بسل -

اشاره كرد.  ]51-55[ 3گاه فشردهي شعاعي محلي به توابع تكيه
بسل به تركيب توابع -Jي شعاعي در اين مقاله، از توسعه تابع پايه

استفاده در تخمين  برايبسل نوع اول و دوم در فضاي مختلط 
مسائل پتانسيل استفاده شده است. ذكر اين مقايسه قابل ملاحظه 

اي است كه: در توابع شكل لاگرانژي تنها ميدان توابع چندجمله
كه در توابع شكل هنكل علاوه بر ميدان شود در حالياغنا مي

اي، از توابع هنكل كروي (شامل توابع بسل نوع وابع چندجملهت
اول و دوم در فضاي مختلط) نيز استفاده شده است. از ديگر 

توان به خاصيت قطعه خواص برتر توابع شكل پيشنهادي مي
قطعه پيوسته از مرتبه بينهايت اشاره كرد. چند مثال عددي در 

المان مرزي براي حل رابطه با كاربرد توابع شكل هنكل در روش 
 است. براي نشان دادن كارايي و دقت شدهمسائل پتانسيل استفاده 

، نتايج روش پيشنهادي با نتايج حاصل از توابع شكل هاروش اين
  كلاسيك لاگرانژ و همچنين با حل تحليلي مقايسه شده است.

  
  پتانسيل در حل مسائل BEM بنديفرمول - 2

ز يك ا  xمعادله حاكم بر رفتار مسائل پتانسيل براي هر نقطه دلخواه 
  :]1[است ، به صورت زير و مرز  جسم دو بعدي با حوزه

, 0jju f 
 )1(  

)كه در آن  )u u x  و( )f f x  به ترتيب بيانگر ميدان
بع پتانسيل (براي مثال در پيچش مقاطع منشوري، پتانسيل بيانگر تا

 باشد) و يك تابع معلوم نسبت به مكان و كاماتنش پرانتل مي
  نشان دهنده مشتق نسبت به مختصات مكاني است. 

صل اتصويرِ ) به عنوان سيستم 1با انتخاب تابع گرين معادله (
له همگرايي ضعيف و چند انتگرالگيري جزء به جزء متوالي، معاد

  :[5]آيد زير بدست مي
( ) ( ) d d dc u q u u q u f

  

       
 )2(  

  كه در آن

1
2

( ) 0 ;  

;  

c  






 


 )3(  

                                                                                                                                                                                                
1. First kind Bessel function (J-Bessel) 
2. Complex Fourier 

. همچنين براي نقطه چشمه هموار باشد اگر  و مرز در 
  و نقطه ميدانx ،

* * ( , )u u x  و
* * ( , )q q x  به

وه به علا .]5[هاي اساسي پتانسيل و شار هستند ترتيب بيانگر حل
q .نشان دهنده شار سطحي است  

باشد، ) انتگرال روي حوزه مي2ترم معادله (از آنجا كه آخرين 
گر در اين مرحله وجود ندارد م BEMبندي بنابراين امكان فرمول

يل اينكه انتگرال روي حوزه به طريقي به انتگرال روي مرز تبد
از معادله  Fشود. اين تبديل با استفاده از يك حل خصوصي 

2Fپواسون  f   و بكارگيري تئوري گرين به صورت زير
  :[56]قابل انجام است 

 ,d ( ) ( ) dnu f c F Fq u F
 

         
)4(  

,كه در آن  ,n j jF F n و ،jn هاي بردار نرمال بيانگر مؤلفه
 )2) در معادله (4خارجي بر سطح است. با جايگذاري معادله (

  شود:رابطه زير حاصل مي

 * * *

,d ( ) ( ) dnu q c F Fq u F



 

      
 )5(  

مان بندي ) به عنوان معادله اصلي براي ال5توان از معادله (حال مي
ها روي مرز گيريمرزي بهره جست چرا كه در آن، همه انتگرال

گيري روي حوزه در آن مشاهده اند و هيچ انتگرالتعريف شده
  شود.نمي

  
  يپيشنهاد توابع شكل هنكل كرو -3
هاي عددي سعي بر اين است كه با انجام توان گفت در تمام روشمي

عملياتي روي معادله ديفرانسيل حاكم، آن را به سمت دستگاه 
ها معادلات جبري معادل ببرند. دليل اين امر اين است رايانه

درانجام عمليات جبري با چهار عمل اصلي بسيار سريعتر و 
ك دستگاه معادلات توان يكنند. چگونه ميآسانتر عمل مي

ديفرانسيل را به يك دستگاه معادلات جبري تبديل كرد؟ همانطور 
توان به صورت مجموعي از كه در فضاي برداري هر بردار را مي

بردارهاي پايه، ضرب در عدد اسكالر ثابت نوشت، در فضاي 

3 Compact support (CS) 
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توان هر تابع را به صورت مجموعي از توابع پايه، تابعي هم مي
بت نوشت (مفهوم بسط تابعي). اما سؤال ضرب در ضرايب ثا

آيد اين است كه چه نوع توابعي به عنوان توابع اصلي كه پيش مي
  پايه در روش المان مرزي مناسب هستند؟

براي حل معادلات  1هاي خصوصيبه طور كلي روش حل
در روش مذكور ايده اصلي ديفرانسيل غيرهمگن با ارزش است. 

Luحل معادلات ناهمگن،  fبسط عبارت ناهمگن ، f از ،
هاي درونيابي است كه اين مهم با استفاده نظر مقادير آن در گره

ها يكي از انواع توابع RBFشود. ي شعاعي انجام مياز توابع پايه
شوند. با تشكيل مي 2تقريب هستند كه بر اساس نرم اقليدس

يابي توسط هاي علمي در زمينه درونيشينه پژوهشتوجه به پ
توابع پايه شعاعي، يك نكته قابل شهود است و آن اينكه هيچ 

يابي استفاده شده براي اين توابع در هاي دروناتصالي بين گره
آمد حال در اينجا اين ايده به ذهن ميقالب المان وجود ندارد. 

هاي غير همگن كننده از يابي ترمتوان علاوه بر درونكه آيا مي
هاي هندسي و متغيريابي ها در درونRBFمزيت و قدرت 

فيزيكي (متغير حالت معادله ديفرانسيل و مشتقات آن) خود 
با استفاده از روش المان مرزي كه در آنها  معادله ديفرانسيل
شود، ها برقرار مييابي توسط المانهاي درونارتباط بين گره

  استفاده كرد؟
يان استفاده از توابع بسل به عنوان توابع پايه در يك در م

شعاعي  فوريه و تابع پايه-توان به سري بسلتركيب خطي، مي
J-هاي علمي، اشاره كرد. چندي قبل، بسل در پيشينه پژوهش

بسل را در -RBF Jاستفاده از  [46]حمزه جواران و همكاران 
ن كننده) پيشنهاد تقريب ترم اينرسي معادله ناويه (ترم غير همگ

كردند و با حل معادلات ديفرانسيل مربوط به شرايط مرزي 
شعاعي  يبينهايت نتايج نسبتاً خوبي را بدست آوردند. تابع پايه

J-جويد. بسل تنها از خواص تابع بسل كروي نوع اول بهره مي
تواند به تنهايي تمام اما در اغلب حالات، تابع بسل نوع اول نمي

يده فيزيكي را بيان نمايد. براي نمونه، در حل خواص يك پد
معادله ديفرانسيل بسل براي ايجاد يك حل كامل، تابع نيومن 
(تابع بسل نوع دوم) به صورت يك تركيب خطي به تابع بسل 

                                                                                                                                                                                                
1 Method of Particular Solution (MPS) 

آيد: آيا شود. بنابراين اين چالش به ذهن مينوع اول الحاق مي
  ره جست؟هاي هر دو نوع تابع در تقريب بهتوان از مزيتمي

هاي بالا ما را براين داشت تا به شكلي بتوان هم از توابع چالش
پايه شعاعي در تقريب متغير حالت در قالب روش المان مرزي 

هاي هر دو نوع توابع بسل كروي بهره استفاده كرد و هم از مزيت
جست. بنابراين ايده استفاده از توابع هنكل كروي كه تركيبي از 

 RBFتوابع بسل نوع اول و دوم در فضاي مختلط است به عنوان 
ي شعاعي مختلط در مورد نظر و سپس غني كردن اين تابع پايه

  فضاي مختصات طبيعي، شكل گرفت.
  
بـراي يـك  كـروي هنكـل شـعاعي يابع پايهوت -3-1

  المان سه گرهي
هاي ذكر شده در بخش قبل اين مقاله، مطابق مفاهيم و چالش

RBF شود:مورد نظر به صورت زير در نظر گرفته مي  
1 (1)( ) ( ) ( ) 0, 0,1, 2,...n

nR r r h r n     )6( 
ي شعاعي هنكل پارامترهاي شكل تابع پايه nو  كه در آن 

كروي هستند و 
(1) (1)

1

2

( ) ( )
2( )

n
n

h r H r
r


 

 


بيانگر تابع  

است. توجه شود كه  nهنكل كروي نوع اول از مرتبه 
(1) ( ) ( ) ( )n n nh r j r i y r     داراي سينگولاريتي قوي

، است nدر قسمت موهومي خود، تابع نيومن كروي از مرتبه 
به سمت  rكه اين مطلب عدم وجود حد براي ميل نرم اقليدس 

صفر را در بر دارد. بنابراين وجود ترم 
1( )nr 

ي در تابع پايه 
  شود به طوري كه:شعاعي مورد نظر باعث رفع سينگولاريتي مي

0 1
( )

2

r
n


  

 )7(  

دستگاه  براي يك المان سه گرهي يشعاعي هنكل كرو پايهتوابع 
) براي استفاده در روش المان 1شكل ( مختصات طبيعي 

مرزي به صورت زير قابل حصول هستند (جزئيات بيشتر در 
  .)[28-25]مراجع 

2 Euclidean norm 
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 

2

3

2
( ) (1 ) ( )

1
( ) ( )

2

c g

c g

  

   

  

  
 )8(  

)كه در آنها تابع مختلط  )g   وc :عبارت است از  
   

   

( ) ( )

11

2 1 1

2

n n

n
n

h h

c c h

     

  

   
     )9( 

  

1   1  0 

(1 ) ( 2 ) (3 )


Fig. 1. Three-node element in the natural coordinate system 

 المان سه گرهي در دستگاه مختصات طبيعي .1شكل 

  
)1اما نكته بسيار مهم اينكه اگر توابع شكل به دست آمده  )  

3و  ( )   با توابع شكل كلاسيك المان خطي لاگرانژي مقايسه
  شود:شوند نتايج جالبي حاصل مي

 

   

2 2
1 1

1 ( )
2 2

c g    

)10(  

شود كه تنها تفاوت بين اين دو نوع تابع شكل، تابع مشاهده مي
( )g   است كه به انتهاي تابع شكل هنكل كروي اضافه شده

هاي تابع شكل هنكل همين رسد يكي از مزيتاست و به نظر مي
)تابع الحاقي  )g   باشد كه  با توجه به توابع قدرتمندي كه در

  .استخود جاي داده است، در بهبود دقت موثر 
  
  يتوابع شكل هنكل كرو خواص -4

  :استخواص توابع شكل هنكل كروي شامل موارد زير 
 خاصيت دلتاي كرونيكر - ( ) 1 0m n mn i   

 

افراز واحد خاصيت  -

3

1

( ) 1 0j
j

i 


 
 

 قطعه قطعه پيوسته از مرتبه بينهايت -

 نـوع بسـل اي،زمـان ميـدان توابـع چندجملـهدارا بودن هم -
 دوم و اول

  
  گسسته سازي عددي -5

توان به عنوان معادله اصلي براي استفاده از ) مي5از معادله (
بهره جست، چرا كه در آن همه  BEMهاي هنكل كروي در المان

گيري اند و هيچ انتگرالتعريف شدهها روي مرز گيريانتگرال
شود. بدين صورت كه مرز مسئله روي حوزه در آن مشاهده نمي

شود و در هر هاي هنكل كروي گسسته ميبا يك سري از المان
يك از آنها پتانسيل و شار مربوطه با درونيابي به وسيله مقادير 

، فرم گسسته iشوند. براي هر نقطه مرزي شان تعيين ميگرهي
  .[5] ) به صورت رابطه زير قابل حصول است5معادله (

1

* *

,
1 1

( d ) ( d )

j

j j

j

NE NE
j j

n
j j

q u

 

  

  

 

  F F 

)11(  

معرف  هاي هنكل كروي و بيانگر تعداد المان NEكه در آن 
1بردار  3  است. معادله 8توابع شكل هنكل كروي (معادله (

گره مرزي به فرم  N توان به صورت يك جمع روي) را مي11(
  ماتريسي زير نوشت:

 Hu Gq D  )12(  

  كه در آن 

,nD = HF GF
 )13(  

H  وG هاي ماتريسN N  مشهور روش المان مرزي
شوند. همچنين هستند كه با توابع شكل هنكل كروي حاصل مي

,, , , nu q F F  معرف بردارهايي باN .درايه هستند  
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  وفقي كردن پارامتر شكل -6
اين نكته قابل شهود ي شعاعي پيشين، با مروري بر توابع پايه

است كه معمولاً اين نوع از توابع انترپولاسون داراي تعدادي 
هاي علمي، هدف از پارامتر شكل است. در پيشينه پژوهش

ها در RBFبكارگيري پارامتر شكل، افزايش دقت و كارايي 
. برخي توابع پايه شعاعي [57]يابي گزارش شده است درون

توان به توابع باشند كه از آن جمله ميشامل يك پارامتر شكل مي
مخروطي، چند ربعي، چند ربعي معكوس، گاوسين و بسل نوع 

. بعضي ديگر داراي دو پارامتر شكل مانند [46]اول اشاره كرد 
RBF J- و برخي شامل  [50-48]و مختلط فوريه  [47]بسل

هستند.  و [38]اسپلاين -سه پارامتر مثل تابع مركب مخروطي
n,پيشنهادي داراي دو پارامتر شكل  تابع شكل   است كهn 

از مجموعه اعداد حقيقي مثبت  از مجموعه اعداد صحيح و 
  باشد. بنابراين تابع شكل هنكل كروي شامل دو پارامتر است. مي

بيانگر عددي ثابت است كه به طور كلي، پارامتر شكل 
. اين [54]تواند در جهت افزايش دقت مسئله انتخاب شود مي

تواند در بدين معني است كه مقدار مطلوب پارامتر شكل مي
مسائل مختلف، بسته به نوع آناليز (ارتعاش آزاد و يا اجباري)، 

براي ماهيت بار وارد شده و مواردي از قبيل آن، متفاوت باشد. 
 C=0.01,1دو پارامتر شكل  [42]مان و راشد در مرجع نمونه سا

در كاربرد توابع پايه شعاعي چند ربعي براي ارتعاش اجباري 
از سه پارامتر شكل  [43]اند، در حاليكه در مرجع پيشنهاد كرده
 .اندبراي ارتعاش آزاد استفاده كرده C=0.01,0.1,3متفاوت ديگر 

اشاره كرد كه در آن  [39]توان به مرجع به عنوان مثالي ديگر مي
پارامترهاي شكل ارائه شده براي مسائل مجزا در ارتعاش اجباري، 

كنندگان متفاوت است. اين مطالب حاكي از آن است كه استفاده
ي شعاعي، همواره در جستجوي مقداري مطلوب از توابع پايه

ي مسئله براي پارامتر شكل هستند كه در پي آن بهترين نتايج برا
مورد نظرشان به وجود آيد. بنابراين ضرورت يك روند سعي و 

  .[46]رسد خطا در انتخاب پارامتر شكل ضروري به نظر مي
هاي علمي، استفاده از يك مسئله بهينه در پيشينه پژوهش

نيز گزارش شده  RBFهاي مجهول سازي براي پيدا كردن پارامتر
هاي بهينه سازي نيازمند روش اما استفاده از، ]42 و 45 و 57[است 

تابع هدف است كه با توجه به مراجع مذكور، اين تابع بيشتر از 

شود. اگرچه هاي عددي و تحليلي حاصل ميهاي بين حلتفاوت
هاي سعي تري نسبت به پروسههاي بهينه سازي نتايج دقيقروش

دهند، لكن محدوديت اصلي آنها در وابستگي به و خطا ارائه مي
ع هدف مناسب است. اين چالش براي خيلي از مسائل عملي تاب

  كه حل دقيق آنها موجود نيست وجود دارد.
در اين مقاله، از يك پروسه سعي و خطاي ساده كه بر پايه 
نتايج آناليز دو مش متوالي استوار است، براي وفقي سازي استفاده 

پيدا هاي عددي ونه تحليلي براي شده است. در اين روش از حل
شود. روش پيشنهادي از نرخ كردن جواب مطلوب استفاده مي

هاي ارائه شده همگرايي بالايي برخوردار است كه اين امر در مثال
در قسمت بعد كاملاً مشهود است. مراحل انجام در زير آورده 

  شده است:
يك مش درشت (تحت عنوان مش اوليه) براي مسئله  -الف

  شود. در نظر گرفته مي
  شود.با حل مسئله، مقادير گرهي مش اوليه حاصل مي -ب 
هاي مش اوليه براي توليد مش ثانويه، هر يك از المان -ج 

  شود.به دو المان تقسيم مي
  آيد.با حل مسئله، مقادير گرهي مش ثانويه نيز بدست مي -د 
جمع اختلاف "در اين مرحله معيار همگرايي به صورت  -ه 

  شود. در نظر گرفته مي "متواليبين مقادير گرهي دو مش 
شود كه معيار همگرايي پارامتر شكل طوري محاسبه مي –و 

  مرحله بالا كمترين شود.
اين روش از كارايي بسيار بالايي برخوردار است به طوريكه 

) كاملاً درستي اين مطلب 7هاي ارائه شده (قسمت نتايج نمونه
  دهد.را نشان مي

  
  عددي هاينمونه -7

عددي در رابطه با كاربرد توابع شكل هنكل كروي در  نمونهدو 
روش المان مرزي براي حل مسائل پتانسيل مورد استفاده قرار 

روش، نتايج اين گرفته است. براي نشان دادن كارايي و دقت 
روش پيشنهادي با نتايج حاصل از توابع شكل كلاسيك لاگرانژ 

دوم نتايج  نمونهر و همچنين با حل تحليلي مقايسه شده است. د
  در دو مش ارائه شده است.
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مسئله انتقـال حـرارت در يـك فضـاي مسـتطيل  -7-1
 شكل

اي كه در اين بخش بررسي شده است، يك نمونه نخستين مسئله
 أ است.-2از مسئله حرارت در حوزه چهارضلعي مطابق شكل 

مرزهاي چپ و راست داراي شرايط مرزي دريكله و مرزهاي 
معادله ). أ-2بالا و پايين داراي شرايط مرزي نيومن هستند (شكل 

حاكم بر اين مسئله از نوع معادله ديفرانسيل لاپلاس بوده و حل 
)تحليلي آن به صورت  , ) 300 50u x y x  .قابل بيان است  

ستفاده از روش پيشنهادي، به منظور حل اين مسئله با ا
ب از چهار المان سه گرهي (هر ضلع -2مطابق شكل 

بندي مرز مسئله استفاده شده مستطيل يك المان) براي مش
است. نتايج بدست آمده از توابع شكل هنكل كروي با توابع 
شكل كلاسيك لاگرانژ و حل دقيق در قالب مقادير مجهول 

با مقايسه بين نتايج به اند. ) مقايسه شده1مرزي در جدول (
هاي به دست آمده از شود كه پاسخدست آمده ملاحظه مي

هاي روش تحليلي هماهنگي روش پيشنهاد شده با پاسخ
 بيشتري دارند.

(الف) هندسه و شرايط مرزي حوزه مستطيلي با معادله ديفرانسيل  .2شكل 
سه گرهي هنكل  بندي مرز مسئله با استفاده از چهار المانلاپلاس. (ب) المان

  كروي.

(6, ) 0u y 

(0, ) 300u y 

( ,0) 0q x 

( ,48) 0q x 

(0, 0) (6, 0)

(6, 48)(0, 48)

2 0u 

1
2

3

4

5
6

7

8

 
)A          (                              )B(     

 (ب)                                (الف)    

Fig. 2. (A) Geometry and boundary conditions of the 
rectangular domain with the Laplace differential equation (B) 
The discretization of the problem’s boundary by using four 
three-node spherical Hankel elements 

  

نتايج حاصل از توابع شكل پيشنهادي هنكل كروي، توابع شكل  .1جدول 
  اول. نمونهكلاسيك لاگرانژ و حل تحليلي در 

Exact  
Spherical 

Hankel Shape 
Function  

Lagrange 
Shape 

Function  

Unknown 
Boundary 

Value  
Node 

50  
50.0004 

(0.83e-3%)  
50.3145 
(0.63%)  

q (left 
boundary)  

1  

150 
150.0000 

(0.72e-12%)  
150.0000 

(0.94e-13%)  
u  2  

-50 
-50.0004 

(0.83e-3%)  
-50.3145 
(0. 63%)  

q (right 
boundary)  

3  

-50  
-50.0015  

(0.30e-2%)  
-49.2167 
(1.57%)  

q  4  

-50  
-50.0004 

(0.83e-3%)  
-50.3145 
(0. 63%)  

q (right 
boundary)  

5  

150  
150.0000 

(0.19e-12%)  
150.0000 

(0.32e-12%)  
u  6  

50  
50.0004 

(0.83e-3%)  
50.3145 
(0. 63%)  

q (left 
boundary)  

7  

50 
50.0015 

(0.30e-2%)  
49.2167 
(1.57%) 

q 8 

Table 1. The results of proposed spherical Hankel shape 
functions, classic Lagrange shape functions and analytical 
solution for the first example 

  
 شكل با شرايط مرزي همگن يحوزه حلقو -7-2

 2و شعاع خارجي  1يك حوزه رينگ شكل با شعاع داخلي 
با شرايط مرزي همگن در مرزهاي داخلي و خارجي به عنوان 
مثال دوم با معادله ديفرانسيل پواسون انتخاب شده است 

حل تحليلي آن با معادله  ).الف-3(شكل 
23

( ) ln 1
ln 2

u r r r   
شود كه در آن بيان مي 

2 2r x y  از لحاظ كاربرد مهندسي، اين مسئله .
مصداق كامل پيچش يك عضو منشوري با مقطع حلقوي 

باشد كه در آن تابع تنش پرانتل در مختصات قطبي به فرم مي
بندي مرز مسئله معادله بالا قابل حصول است. به منظور مش

بندي (چهار و هشت المان مرزي سه گرهي از دو تيپ المان
استفاده شده  )،ج-3ب و -3هاي (مطابق شكل هنكل كروي)،

المان، هر نيم  4اي كه در حالت استفاده از به گونه است.
كمان دواير داخلي و خارجي به عنوان يك المان و در حالت 

المان، هر ربع كمان دواير داخلي و خارجي به  8استفاده از 
كند. نتايج عددي حاصل از توابع عنوان يك المان عمل مي

ل پيشنهادي با نتايج حاصل توابع شكل كلاسيك لاگرانژ شك
ها براي اند. اين مقايسهو همچنين با حل تحليلي مقايسه شده

چهار المان و هشت المان بطور جداگانه  بنديهر دو نوع مش
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گونه كه از همان اند.) ارائه شده3و  2به ترتيب در جداول (
پيشنهادي در جداول پيداست، نتايج حاصل از توابع شكل 

هاي مقايسه با توابع شكل لاگرانژ، هماهنگي بيشتري با حل
در حالت استفاده از چهار المان  تحليلي دارد كه اين موضوع

  مشهودتر است.
  

هندسه و شرايط مرزي حوزه رينگ شكل با معادله ديفرانسيل (الف)  .3شكل 
المان سه گرهي بندي مرزهاي مسئله با استفاده از چهار المان(ب) پواسون. 

بندي مرزهاي مسئله با استفاده از هشت المان سه المان(پ) هنكل كروي. 
  گرهي هنكل كروي.

  



(2, ) 0u  

(1, ) 0u  

2 4 0u  
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(الف)                            
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23
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4
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7
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                  (B                                        (C             

                    (ب)                                  (پ)       
Fig. 3. (A) Geometry and boundary conditions of the ring-
shaped domain with Poisson differential equation (B) The 
discretization of the problem’s boundary by using four three-
node spherical Hankel elements (C) The discretization of the 
problem’s boundary by using eight three-node spherical Hankel 
elements 
 
 

  

، توابع شكل هنكل كروينتايج حاصل از توابع شكل پيشنهادي  .2جدول 
سوم با معادله ديفرانسيل پواسون  نمونهكلاسيك لاگرانژ و حل تحليلي در 

  براي حالت استفاده از چهار المان

Exact 
Spherical 

Hankel Shape 
Function 

Lagrange 
Shape 

Function

Unknown 
Boundary 

Value 
Node 

1.8360 1.9107 
(4.07%) 

1.1043 
(39.85%) 

q 1 
1.8360 1.8279 

(0.44%) 
1.5861 

(13.61%) 
q 2 

1.8360 1.9107 
(4. 07%) 

1.1043 
(39.85%) 

q 3 
1.8360 1.8279 

(0. 44%) 
1.5861 

(13.61%) 
q 4 

2.3281 
2.3281 

(0.18e-3%) 
3.0194 

(29.69%) 
q 5 

2.3281 
2.3195 

(0.37%) 
2.4409 

(4.85%) 
q 6 

2.3281 
2.3281 

(0. 18e-3%) 
3.0194 

(29.69%) 
q 7 

2.3281 
2.3195 

(0. 37%) 
2.4409 

(4.85%) 
q 8 

Table 2. The results of proposed spherical Hankel shape 
functions, classic Lagrange shape functions and analytical 
solution for the third example with Poisson differential equation 
using four elements 
 

، توابع شكل هنكل كروينتايج حاصل از توابع شكل پيشنهادي  .3جدول 
ون براي كلاسيك لاگرانژ و حل تحليلي در مثال سوم با معادله ديفرانسيل پواس

 حالت استفاده از هشت المان.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Table 3. The results of proposed spherical Hankel shape 
functions, classic Lagrange shape functions and analytical 
solution for the third example with Poisson differential equation 
using eight elements 
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  گيرينتيجه -8
يك آناليز  ،يدو بعد ليمسائل پتانس يمدلساز يدر اين مقاله، برا

حالت  يجديد پيشنهاد شد. به منظور تقريب متغيرها يالمان مرز
ها و شارها)، معادلات ديفرانسيل پواسون و لاپلاس (پتانسيل

 يبندبازفرمول يهنكل كرو يهاالمان يبر مبنا يروش المان مرز
كه در آن فقط از  يايبه بسط تابع ياچندجمله يهاشد. ترم

الحاق  شود،ياستفاده م يهنكل كرو يي شعاعع پايهتقريب تواب
 يسازيتوسط غن يشدند و توابع انترپولاسيون روش المان مرز

حاصل شدند. مشاركت ميدان  يهنكل كرو يي شعاعتوابع پايه
ميدان  يمختلط علاوه بر اغنا يتوابع نوع اول و دوم بسل در فضا

سبب بالا بردن كارايي و قدرت انترپولاسيون  ،ياچندجمله ابعتو
بر خلاف توابع شكل  ،يشد. توابع شكل پيشنهاد يپيشنهاد

كلاسيك لاگرانژ، از خاصيت قطعه قطعه پيوسته از مرتبه بينهايت 
علاوه براي نشان دادن عدم سينگولاريتي، حد ه ب. برنديبهره م

نمايد، توابع در حالتي كه نرم اقليدس به سمت صفر ميل مي
نشان دادن كارايي و دقت  يبرا يعدد نمونه يعدادمحاسبه شد. ت

با نتايج حل تحليلي و نتايج  اصلو نتايج ح شدروش حاضر ارائه 
 جيكه از نتا گونهتوابع شكل كلاسيك لاگرانژ مقايسه شد. همان

 ياز دقت بسيار بالاتر يشنهاديبود، روش پ دايها پمقايسه نيا
. با توجه با استذكر شده برخوردار  هايروش رينسبت به سا

دقت توابع شكل هنكل در مدلسازي مسائل دو بعدي، استفاده از 
اين توابع انترپولاسيون براي مدلسازي مسائل سه بعدي براي 

  شود.كارهاي آينده نيز پيشنهاد مي
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Abstract 
In this paper, a new boundary element analysis for the modeling of two-dimensional potential problems is proposed. The 
boundary element method is reformulated here based on spherical Hankel elements for the purpose of approximation of 
the state variables of the Poisson and Laplace differential equations (potentials and fluxes). Spherical Hankel function is 
obtained by combing Bessel function of the first (similar to J-Bessel ones) and second (also called Neumann functions) 
kind so that the properties of both mentioned functions will be combined and result in a robust interpolation tool. The 
interpolation functions of the boundary element method are obtained using the enrichment of the spherical Hankel radial 
basis functions. To this end, the expansion of a function in which only the spherical Hankel radial basis functions 
approximations are used have been given polynomial terms. Generally, radial basis function (RBF) is an efficient tool in 
finding the solution of non-homogeneous partial differential equations. Its main idea is the expansion of non-
homogeneous term by its values in interpolation nodes, based on Euclidean norm that leads to obtaining a particular 
solution. Although the J-Bessel RBF contains the features of the first kind of Bessel function, it usually cannot represent 
the full properties of a physical phenomenon. Therefore, using the combination of the first and second kind of Bessel 
function in complex space (Hankel function) may lead to more accurate and robust results. In other words, the solution 
of Bessel equation can be referred as a prominent usage of both first and second kind of Bessel, which shows that using 
them together may result in more accuracy and robustness. The aforementioned discussion brings this matter to mind 
whether it is possible to present RBFs that benefit from both Bessel functions of the first and second kind. Therefore, by 
the idea of combining spherical Hankel in imaginary space, enrichment of them for a three-node element in the natural 
coordinate system is explained in this paper. Moreover, the algebraic manipulations and formulations are reduced because 
of profiting from the advantages of complex number space in functional space. It is also possible for the proposed shape 
function to satisfy both Bessel function fields and polynomial functions, unlike classic Lagrange shape functions that 
only satisfy the polynomial function fields. Moreover, the proposed shape functions benefit from the infinite piecewise 
continuous property, which does not exist in the classic Lagrange shape functions with limited continuity. The spherical 
Hankel function of the first kind has a strong singularity in its imaginary part, the spherical Neumann function. This issue 
results in the fact that when the Euclidean norm tends to zero, the limit does not exist. In the following, an extra term with 
power 1n   is applied to remove this singularity. After the elimination of the singularity, the limit state of coinciding 
source point and field point is calculated. In the end, to demonstrate the accuracy and efficiency of the proposed shape 
functions, several numerical examples are solved and compared with the analytical results as well as those obtained by 
classic Lagrange shape functions. The numerical results show that the proposed Hankel shape functions represent more 
accurate solutions, using fewer degrees of freedom, in comparison with classic Lagrange shape functions.          
 
Keywords: Spherical Hankel elements, Boundary element method, 2D potential problems, Poisson's and Laplace's 
equations 
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