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 [11/73/60]تاریخ پذیرش:             [11/70/69]تاریخ دریافت: 

 چکیده
یک تحلیل ارتعاشیی بیرای تیرییای بیتن آرمیه      شود؛ که در آن سازی ترک در مود بازشدگی ارائه مییک روش عددی برای مدل مقاله، این در

 ییای ورقگییرد  اریر   محیدود انایام میی   روش المان  و شکست ای مکانیکپایه روابط از استفاده بایای کامپوزیتی دار تقویت شده با ورقترک

 دار بررسیی تیرک  و کامل مقطع دو در سطح دوم گشتاور اصلاح یبه وسیله برنولی-در تحلیل تیر اویلر ترک و فولادی میلگردیای کامپوزیتی،

 با استفاده از شرایط پیوستگی در محل تیرک  المانریزدو  این معادلات  شودمی تقسیم المانریز دو به خوردهترک المان مطالعه، این در  شودمی

-میی  تنظییم  تین   شیدت  ضریب از تابعی صورت به فنر این سفتی  شودسازی میمربوط شده و ترک توسط یک فنر پیچشی شبیه یکدیگر به

 شیرایط  و تیرک  عمی   مقطیع،  سیطح  مرکیز  تیا  کامپوزیتی ورق فاصله آرماتوریا، قرارگیری محل مانند پارامتریایی به وابسته ضریب این  شود

-اصیلاح میی   ترک در معادلات و فولادی آرماتوریای کامپوزیتی، ورق آرارتیر با استفاده از اعمال  جرم و سختی یایماتریس  است بارگذاری

 ایین  در  دنشیو میی  بیرده  کیار  بیه  تییر  طبیعیی  یایفرکانس استخراج و ارتعاشی تحلیل سازیپیاده منظور به بهبودیافته یایماتریس این  شوند

-فرکیانس  پاسیخ  روی فولادی میلگردیای مقطع سطح مساحت و کامپوزیتی ورق ضخامت گایی،تکیه شرایط ترک، عم  و محل پژوی  آرار

 نتیایج  یمقایسه  شودسازی میپیاده آباکوس افزار نرم در کامل تحلیل یک نتایج، دقت و صحت از اطمینان برای  شودمی بحث تیر طبیعی یای

  است مناسب خوردگیترک برابر در شده مقاوم یآرمهبتن یایسازه تحلیل برای شده، ارائه روش که دیدمی نشان آمده دستبه

 
 ضریب شدت تن ، کامپوزیتی یایآرمه، ورق، تیریای بتنتحلیل ارتعاشیسازی ترک، مدل :کلیدی واژگان

 
 مقدمه -1

ی یا سازهدر  ریناپذ جبرانعوامل خسارات  نیتر مهمیکی از 

این   دیآ یم، ایااد و رشد ترک در اجزای آن به شمار آرمه بتن

یای زیادی را برای تعمیر، بازسازی و یا تعویض  مساله یزینه

ی ایده پژویشگرانامروزه   دنبال داردبه دیده یای آسیب  سازه

برای را  برابر ترک و فرسای مصالح جدید مقاوم در استفاده از 

کردند  یکی از اولین مطرح یای آسیب دیده ترمیم سازه

توسط آرمه یای بتنسازی عددی سازهمدل مطالعات در حوزه

ست  اناام شده ا 1601در سال  [1] و پانرسلوام کریشنامورتی

یک مدل تحلیلی ، 1611در سال ، [2] بیونگدر ادامه زدنک و 
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ی آرمه بتنتیریای و تغییرات شکل میزان خیز  یبرای محاسبه

توسط یوسان  1667این مدل در سال دند  دارای ترک ارائه کر

ی تحلیلی و یک مطالعه ،تکمیل شد  در ادامه [3] و ویلیام

شکل  Iآزمایشگایی روی ارتعاشات آزاد تیر کامپوزیتی با مقطع 

ارائه شد  در این  [4] توسط چاندرا و چوپرا 1663در سال 

، از روش گالکرین و یک آزمای  ارتعاشی تحت پژوی 

دور در دقیقه استفاده شده  1777بارگذاری چرخشی با سرعت 

تغییرات فرکانس طبیعی و شکل مود تیر با استفاده است  نتایج 

نتایج تایید  درستیاز دو روش فوق با یکدیگر مقایسه شده و 

تیریای یای طبیعی تعیین فرکانسیک مطالعه جامع روی د  ش

 سازی شده و نشدهبتن آرمه دارای ترک در دو حالت مقاوم

  در این شدارائه  2772در سال  [5] ماسنزیو و یمکارانتوسط 

میلگردیای فولادی و ورق  آراری اول مطالعه، در مرحله

کامپوزیتی روی تیر دارای ترک مورد بررسی قرار گرفته و یک 

رده تقویت شده با خوسازی تیر ترکروش تحلیلی برای مدل

بینی   سپس در مرحله دوم یک پی شدورق کامپوزیتی پیشنهاد 

از الگوی ترک بر اساس تغییرات فرکانس طبیعی ارائه شد  

با نتایج آزمایشگایی در مقیاس  پژوی ی نتایج این مقایسه

در سال  ،کوچک نشان از دقت روش ارائه شده دارد  در ادامه

ای بتنی تقویت شده با صفحات یک مطالعه روی تیری ،2779

اناام شد  در این مطالعه  [6] یسوفایبرگلاس خارجی توسط 

-رفتار خمشی تیریای بتنی مسلح تقویت شده با استفاده از پیاده

به روش اجزای محدود مطالعه و بررسی  عددی سازی یک مدل

معادله دیفرانسیل پایه طراحی و در یک   این مدل بر مبنای شد

نتایج عددی تست سازی شده است  آباکوس شبیهنرم افزار 

کننده خارجی ای از تیر در دو حالت دارای تقویتنقطه 1خم  

و بدون آن نشان داد که مقاومت خمشی تیر به طور قابل 

یابد  در  توجهی با تغییر ضخامت صفحات تقویتی افزای  می

اده نمونه برای دستیابی به یمگرایی نتایج استف 11این بررسی از 

با  تقویت شدهروی ارتعاشات آزاد تیر  بررسیشده است  یک 

لمینیت کامپوزیتی با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی 

(DQMتوسط آتلیهان و یمکاران ) [7]  اناام  2771در سال

راه حل عددی دقی  با یک   این روش برای دستیابی به شد

مقایسه نتایج   ارزیابی شد مناسب ،توجه به شرایط مرزی مسئله

مربعات  آزمایشگایی با نتایج روش یای پژوی مراجع معتبر و 

روی  پژوی کند  در ادامه، ، دقت آن را اربات میدیفرانسیلی

تحت  FRPدیدگی تیریای بتن مسلح تقویت شده با آسیب

دنبال شد   2776در سال  [8] باقری و یمکاران ارتعاش، توسط

-در این مطالعه، تحلیل مودال روی چند نمونه از تیریای بتن

سازی شد؛ که در آن یای تاربی پیادهمسلح با استفاده از داده

آسیب تیر و تغییر پارامتریای دینامیکی تیر از ابتدای  چگونگی

تحلیل تا حالت شکست نهایی مورد بررسی قرار گرفت  نتایج 

ه نشان داد که تغییرات فرکانس طبیعی به طور کامل این مطالع

بینی میزان مقاومت ناشی قادر به تشخیص الگوی آسیب و پی 

ی   در یمان سال یک مطالعهاست CFRPاز تقویت کننده 

تقویت شده با  تحلیلی و عددی روی تیریای تیریای بتن آرمه

 اناام [9] کبیر و شافعی ای توسطتحت بار ضربه FRPورق 

یای   نتایج حاصل از این مطالعه نشان داد که ورقشد

، مقاومت در برابر بار کامپوزیتی خارجی که به بتن پیوند دارد

یا قادر به کنترل دید  این ورقای را به شدت افزای  میضربه

 پژوی   در استگسترش ترک و انتشار آن در مسیر مطلوب 

به عنوان یک ساختار جایگزین مناسب  FRPپلیمر ، یدیگر

در سال  [10] توسط لاو و پامببرای میلگردیای فولادی 

 آرار پژوی مورد تحلیل و بررسی قرار گرفت  در این ، 2717

روی کای  شکنندگی و  FRPRCکننده ییبریدی تقویت

 [11] و یمکاران بهرا ،  در ادامهشدمقاومت خمشی بتن ارزیابی 

با  تقویت شدهخورده  ای تیر بتنی ترک، رفتار لرزه2711در سال 

شکل را تحت بار چرخشی مورد بررسی قرار دادند   Uکاور 

ای سازه ارائه کردند  آنها یک مدل برای پی  بینی رفتار لرزه

الگوریتم ارائه شده برای حل روابط  دادیا نشان نتایج بررسی

  در یمان استمناسب  ،شدهی تقویت خوردهحاکم بر تیر ترک

-که با ورقآرمه دارای ترک منفرد ارتعاشات آزاد تیر بتن ،سال

 [12] چن و لیو اند، توسطتقویت شده FRPیای کامپوزیتی 

بررسی شد  در این مطالعه معادلات حرکت و شرایط مرزی 

با  ،تقویت شدهخورده آرمه ترکمربوط به ارتعاش تیر بتن

از  ،  در بخ  تقریبیشداستفاده از اصل یمیلتون استخراج 

پارامتریای یندسه ترک،  آرارروش گالرکین برای بررسی 

میلگردیای فولادی و ورق کامپوزیتی روی رفتار دینامیکی تیر 
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نشان داد، موقعیت ترک  پژوی استفاده شده است  نتایج این 

کننده موجب  تقویت تاریر کمی روی فرکانس تیر دارد در حالیکه

تحلیل ارتعاشی ادامه، در  شود تغییرات شدید نتایج تحلیل می

تقویت  CFRPپلیمر کربن  بادیده و سالم که آرمه آسیبتیر بتن

اناام شد  در  2711در سال  [13] کاپوزوکا شده است، توسط

آسیب دیده به  آزاد-گیرداراین پژوی  رفتار دینامیکی تیر 

تازیه و در یمان سال،   شدکمک یک مدل ریاضی ارزیابی 

با کامپوزیت  تقویت شدهتحلیل مودال تیر دارای ترک عرضی 

اناام  [14] توسط یاسمن و یمکاران Ansysبه کمک نرم افزار 

یای فیبری، عم  گیری کامپوزیتشد  در این مطالعه ارر جهت

ترک و مکان ترک روی پاسخ فرکانس طبیعی تیر مورد بررسی 

خطی نقشی اساسی در که پارامتریای غیرناا از آقرار گرفت  

دارد، یک تحلیل  تقویت شدهآرمه نتایج تحلیل تیریای بتن

یای خورده حاوی لایهارتعاشی غیرخطی روی تیر ترک

نی در محیط حرارتی یای کربکامپوزیتی از جنس نانو لوله

 پژوی شد  در این  اناام 2712در سال  [15] فان و وان توسط

برنولی استخراج -معادلات حرکت بر اساس تئوری تیر اویلر

یای نشان داد؛ ویژگی پژوی نتایج عددی حاصل از این   شد

 غیرخطینق  مهمی در ارتعاشات  یای کامپوزیتیو لایه ترک

 ،یدیگر پژوی در   ییبریدی دارد یایتیر تقویت شده با لایه

خورده که ارر اندازه در تیر بتنی بدون ترک و از پی  ترک

-نگویان یای کامپوزیتی تقویت شده اند توسطتوسط ژاکت

 پژوی ارزیابی شد  در این  2712در سال  [16] مینها و رووناک

شکل از  Uژاکت با  تقویت شدهرفتار برشی تیریای بتن مسلح 

شیشه، فیبر کربن و مواد کامپوزیتی اپوکسی، جنس الیاف 

تیر  9بتنی و  تقویت شدهتیر  12 پژوی   در این شدبررسی 

دید سازی مورد آزمای  قرار گرفت  نتایج نشان میبدون مقاوم

انرژی شکست، کای   یای تقویتی باعث کای که ژاکت

نیروی کششی در میلگردیای فولادی و یمچنین کای  قابل 

در  [17] رجادیاو و بهومکاشود  یا میی عرض ترکهملاحظ

یک روش عددی بر مبنای روش اجزای محدود  2719سال 

کامپوزیت  با تقویت شده دارترک آزاد-گیرداربرای تحلیل تیر 

سازی ترک و ارائه کردند  در این روش از یک فنر برای مدل

اتصال دو بخ  منفصل تیر استفاده شده است  نتایج این 

ای صریح بین فرکانس طبیعی و عم  ترک، محل رابطه پژوی 

یک  ،کند  در این راستاورق کامپوزیتی ارائه میابعاد ترک و 

 دارترکتیریای رفتار شکست مدل اجزای محدود برای تحلیل 

 یانگ و یمکاران توسط 2719در سال  GFRPبا  تقویت شده

با استفاده از مبانی تحلیل ارائه شد  در یمان سال،  [18]

یای موجود در تیر یک روش برای تشخیص ترکارتعاشی، 

ارائه شد  در  [19] خلوت و بهاگوات توسط ،سازی شدهمقاوم

با فولاد ییبریدی و  تقویت شدهی رفتار تیریای بتن آرمه ،ادامه

 [20] مصطفی و ییلال توسط 2710در سال  FRPکامپوزیت 

ت  در این مطالعه از یک مدل اجزای مورد بررسی قرار گرف

برای  Ansysسازی در نرم افزار محدود غیرخطی و شبیه

، یک مطالعه در این راستابررسی رفتار تیر استفاده شده است  

خورده با استفاده از ورق دقی  روی تقویت برشی تیریای ترک

در دیگر   شدارائه  [21] باقی و یکاران کامپوزیتی توسط

-رفتار تیریای پی  ترکشده در این حوزه، اناام یای پژوی 

-تیریای ترک و [22] رزاقی و یمکاران خورده بتن آرمه توسط

در  [23] جانی و یمکارانعلیخورده روی بستر الاستیک توسط 

 مورد بررسی قرار گرفت   2711سال 

دار با سازی تیر بتن آرمه ترکمقاوم آرار ،در این مقاله

یای طبیعی فرکانسپاسخ روی  کامپوزیتی یایورقاستفاده از 

در ایناا، یک ورق کامپوزیتی کاملا مقید در شود  بحث میتیر 

ترکی منفرد عمود بر محور افقی تیر و سطح تحتانی تیر، 

د  با نشومیلگردیای فولادی در مقطع تحت کش  فرض می

پیدا کرده و  ءارتقا برنولی-تیر اویلر پایهمعادلات این فرضیات 

استفاده از   شوندیای سختی و جرم سازه اصلاح میماتریس

تغییر موجب و میلگردیای فولادی صفحات تقویتی کامپوزیتی 

ضرایب شدت تن   گشتاور دوم سطح و ،مقطع تیر مرکز سطح

اده از ضرایب شدت تن  با استفسازی ترک  مدلشود  می

 نهایتارد  یگمییک فنر پیچشی اناام اصلاح شده و به کمک 

تیر برای تحلیل ارتعاشی ، بهبودیافته یک روش المان محدود

-ارائه می تقویتیبا ورق سازی شده دار مقاومترکی آرمهبتن

نرم  سازی درنتایج شبیهبا  حاصل از روش ارائه شدهنتایج شود  

-جنبهاز جمله   شودمی آزمایی درستیافزار آباکوس مقایسه و 

ارائه یک ، این پژوی  نسبت به مطالعات پیشین برجستهیای 

بندی منحصر به فرد برای تحلیل ارتعاشی و استخراج فرمول

دار بتن آرمه تقویت شده با ورق فرکانس طبیعی تیر ترک
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دار المان ترکبندی بر اساس تبدیل   این فرمولاستکامپوزیتی 

لگردیای میو  کامپوزیتی ورقسازی به دو ریزالمان و مدل

شود  که با استفاده از روش مقطع تبدیل یافته اناام میفولادی 

ضخامت این ورق و قطر میلگردیای فولادی روی  آراردر آن 

 شود  پاسخ ارتعاشی تیر بررسی می

 

ضریب سفتی فنر پیچشی با استفاده از  تعیین -2

  شدت تنش

 ،تحلیل تیریای دارای ترکسازی و مدلیای یکی از روش

این روش بر اساس   استفنر پیچشی در محل ترک استفاده از 

تغییرات انرژی کرنشی و گشتاور دوم سطح، قبل و بعد از 

  در این روش، 25] , [24 شودریزی میترک پایه بازشدگی

و  کاینزلربر اساس رابطه پیشنهاد شده توسط  آزادشدهانرژی 

به مقدار ضریب شدت تن   [28] یوکویاماو  27, 26]  [یرمان

  این ضریب برای تیری با مقطع مستطیلی تحت شود یممرتبط 

به دست ( 2-1و )( 1-1ی )یاخم  خالص مطاب  معادله

  دیآ یم

 

(1-1)       √
 

 
(

 

  
 

 

  
)  

(1-2)      

{
 
 

 
   

   √    ( )        

     

  √ √(   ) 
       

}
 
 

 
 

 

 که در آن

 

(1-3)    
 

 
 

(1-1)  
  ( ) 

 √(
 

  
)    

  

 

                 (
  

 
)  

   (
  

 
)

 

 

به صورت  ی فوق، ضریب سفتی فنر پیچشیادلهبا استفاده از مع

تابعی از عم  ترک، شرایط بارگذاری، شرایط مادی، عرض تیر، 

تغییرات گشتاور دوم سطح و ضریب شدت تن  به صورت 

 شود ( ارائه می2ی )معادله

(2)      
 

  
 

  (    )

 
∫ (

   

 
)
 

  
 

 

 

 دارترک آرمه بتنهای یرتسازی مدل -3

  کامپوزیتیشده با ورق  تقویت

تئوری با استفاده از روش اجزای محدود و ، ایناادر 

-سازی ترک در تیرروش برای مدلیک برنولی -تیریای اویلر

  شود ارائه میکامپوزیتی شده با ورق ی تقویت آرمه بتنیای 

صورت  دار تقویت شده بهنمای  شماتیک از تیر ترک یک

، به دو دسته یای تیرالمان ،مطاب  شکلشود  ( ارائه می1شکل )

 شوند  تقسیم میالمان 

 

 بعدییای یکبه کمک المان دارای ترک تیر سازیگسسته .1 شكل

 

 

Fig. 1. Discretization of a cracked beam using one-

dimensional elements 

 

در که ؛ استبدون ترک بعدی یک یایالمانی اول، دسته

 ییای مادی و یندسی مقطع بتن آرمهاستاندارد با ویژگی حالت

با استفاده از روش  یاالمانشوند  این می معادل، تقویت شده

یکپارچه با مدول الاستیسیته معادل  صورت  به، افتهیلیتبدمقطع 

روی یر  تقویتیورق  آرار سپسشود  بتن در نظر گرفته می

که با بوده دار المان ترکی دوم، دسته  شودسازی میالمان پیاده

-سازی میمعادل( 2مطاب  با شکل )استفاده از یک فنر پیچشی 

  شود

 

 دار با فنر پیچشیسازی المان ترکمدل .2شكل 
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Fig. 2. Modeling of cracked element with a rotational 

spring 

  بدون ترک المان استخراج ماتریس سختی -3-1

 سازی روش اجزای محدود و استخراج ماتریس سختیپیاده

-اناام می برنولی-بدون ترک مطاب  تئوری تیر اویلر یایالمان

  شود 

(3-1)    
 

 
∫    (

   

   )

 

(
   

   )  
  

 

 

 که در آن

(3-2)       {           }
  

ماتریس سختی یک  [29] نهایتا با استفاده از توابع شکل مطاب 

ی تقویت شده با ورق کامپوزیتی تیر بتن آرمه بدون ترک المان

  شود( استخراج می3-3مطاب  رابطه )

(3-3)        ∫              
  

 

 

یای  ارر میلگرد، [22] یافتهتبدیلبا استفاده از روش مقطع 

یای مادی و  ویژگیصورت تغییر  بهتقویتی  و ورق طولی

-تاریر یاالمانسختی  ماتریس، روی (مدول خمشیتیر )یندسی 

که محل تار خنثی و ممان اینرسی ای  گونه  بهاستگذار 

، تقویت شدهتیر ( کامل)بدون ترک یک المان در  شده اصلاح

  شود( تعیین می1) و روابط( 3) مطاب  شکل

 

با ورق ی تقویت شده آرمه( تیر بتنکاملمقطع بدون ترک ) .3شكل 

 کامپوزیتی

 
Fig. 3. uncracked (perfect) section of reinforced concrete 

beam strengthened with composite sheet 

 

 (1-1)  
   

   

  
   (

 

 
  ̅ )

 

   (    )  (    ̅ )
 

   (    )  (    ̅ )
  

 

 که در آن

(1-2)   ̅  
  (

 

 
)      (    )      (    )

     (    )    (    )
 

فولاد به  به ترتیب نسبت مدول الاستیسیته   و     در ایناا

) بتن
  

  
)و مدول الاستیسیته ورق کامپوزیتی به بتن  (

  

  
) 

( 3-3) ( در رابطه1-1) با جایگذاری رابطه شود تعریف می

 تقویت شدهی آرمهبدون ترک تیر بتن المانماتریس سختی 

 ود ش یم استخراج( 2مطاب  رابطه )

(2)     
   

  
 

[
 
 
 

           
      

        
 

             
      

        
 ]

 
 
 

 

 

 دارترکالمان  استخراج ماتریس سختی-3-2

خورده بر ترک المانی محدود برای اجزای روش ساز ادهیپ

به فنر پیچشی استفاده از و  [26] افتهی کای طب  روش مقطع 

به شود  در این روش ابتدا ابعاد ترک اناام میجای ترک، 

-معادل می )کای  سطح مقطع( یک ضعف یندسی صورت

ر پیچشی یک فن ،المانسختی ماتریس  تعیینسپس برای   شود

شود  در ایناا بر اساس یک روش در محل ترک فرض می

المان و ( با دو ریز1) المان دارای ترک مطاب  شکل ،پیشنهادی

  برای ایااد یک [23] شود یمی ساز معادل یک فنر پیچشی

یا و فنر پیچشی از شرایط پیوستگی المانارتباط منطقی بین ریز

   شود یمحاکم در محل ترک استفاده 

 

 المان و یک فنر پیچشیدار با دو ریزسازی المان ترکمدل .4 شكل

[23] 

 
Fig. 4. A cracked element including two sub-elements and 

a rotational spring [23] 
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با اعمال شرایط پیوستگی در محل ترک، ماتریس سختی المان 

-ماموع سه ماتریس سختی تعریف می صورت  به خورده ترک

 کرنشی یا از انرژیاز آن یرکدامی  محاسبهکه برای  ؛شود

 به  میزان انرژی کرنشی کل المان دارای ترک شود یماستفاده 

یای سمت چپ و المان ماموع انرژی کرنشی ریز صورت 

  شود یمراست و انرژی کرنشی فنر پیچشی تعریف 

(9)              

( 0سمت چپ فنر پیچشی مطاب  رابطه ) المانانرژی کرنشی ریز

  شودارائه می

(0)     
 

 
{  }

     {  } 

 که در آن 

(1)  {  }
  {           } 

 

 سمت چپ مطاب  رابطهماتریس سختی ریزالمان بدین ترتیب 

 شود ( ارائه می6)

(6)     
   

  
 

[
 
 
 

           

      
        

 

             

      
        

 ]
 
 
 

 

 

و  جایی ه، بردار جابن انرژی کرنشیمشابه برای تعیی طور به

روابط زیر  ، به ترتیبسمت راستماتریس سختی ریزالمان 

 شود ارائه می

(17)     
 

 
{  }     {  } 

(11)  {  }  {           } 

(12)     
   

  
 

[
 
 
 

           

      
        

 

             

      
        

 ]
 
 
 

 

 

 شود   ( تعریف می13) مطاب  رابطه    و          که

(13)     
 (   ) 

  
  (   ) (

   

 
  ̅ )

 

 

     (    ̅ )
      (    ̅ )

  

 

در   پارامتر  جای به    با جایگذاری   ̅ به طور مشابه 

پارامتریای فوق مطاب  شکل شود  ( استخراج می2-1رابطه )

  شود( تشریح می2)

 

 ی تقویت شده با ورق کامپوزیتیآرمهدار تیر بتنمقطع ترک .5شكل 

 
Fig. 5. Cracked section of reinforced concrete beam 

strengthened with composite sheet 

 

 دبای یای سختی، قابلیت اسمبل کردن ماتریس منظور به

 برحسب( 11و  1مستخرج از روابط )یای کرنشی انرژی

( محاسبه شوند  1و1ییا گرهای پایه )ی نقاط گرهیا ییجا هجاب

از حل  شده استخراجیای تبدیل استفاده از ماتریساین امر با 

 شود  زیر اناام می مطاب ، 23]، [22 دستگاه معادلات پیوستگی

(11-1)         

(11-2)     

[
 
 
 
 
  

    
    

    
  

  
    

    
    

  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
    

  

  
    

  ]
 
 
 
 

 

 

 شده استخراجتبدیل  مشابه، انرژی کرنشی و ماتریس طور به

( و 1-12برای ریزالمان سمت راست به ترتیب مطاب  روابط )

 شود ( ارائه می12-2)

(12-1)          

(12-2)     

[
 
 
 
 
  

    
    

    
  

  
    

    
    

  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
    

  

  
    

  ]
 
 
 
 

 

 

ارائه  [22]یای تبدیل فوق مطاب  یای ماتریسیک از درایه یر

 د نشومی

(، 17) و (0( در روابط )1-12) و (1-11) با جایگذاری روابط

ی یا گره برحسبسمت چپ و راست  المانریزانرژی کرنشی 
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 شود می  محاسبهپایه 

 

(19-1)  
   

 

 
{ }     

         { } 
(19-2)  

   
 

 
{ }              { } 

 

فنر خالص دوران  برحسبانرژی کرنشی فنر پیچشی  ،در ایناا

 شود می محاسبه

(10)     
 

 
       

 

 
   (     )

 (  

   ) 
 

( با استفاده 3 و2 یایدوران دو طرف فنر پیچشی )گرهکه در آن 

 د  شوصورت ذیل تعیین میه بتبدیل  یایاز ماتریس

(11-1)     {  
    

    
    

  }  

(11-2)     {  
    

    
    

  }  

 

(، انرژی 10) ( در رابطه2-11) و (1-11) با جایگذاری روابط

ارائه یای پایه  جایی گره هبر حسب بردار جابکرنشی فنر پیچشی 

  شودمی

(16)     
 

 
{ }    {  } {  }{ } 

 که در آن:

(27)  {  }  

{
 
 

 
   

     
  

  
     

  

  
     

  

  
     

  
}
 
 

 
 

 

 

 

( ماتریس سختی 16) و (2-19) (،1-19) با بررسی روابط

ترتیب و فنر پیچشی به ی چپ و راستیاالمانی ریز شده اصلاح

 شود به فرم زیر ارائه می

(21-1)    
      

          

(21-2)    
                

(21-3)        {  } {  } 

 

ذاری با جایگدار بدین ترتیب، ماتریس سختی یک المان ترک

 شود به صورت زیر حاصل می( 9) در رابطه( 21و  19روابط )

(22)       
    

     

تیر  بدون ترک یایالمانماتریس سختی  دار،در تحلیل تیر ترک

 المان( با ماتریس سختی   ) تقویت شدهی آرمهبتن

 استخراج (  ) کل( ترکیب و ماتریس سختی   ) خورده ترک

  شود یم

 ی تحلیل ارتعاشیبند فرمول -4

یای طبیعیی تییر بیتن آرمیه     ی استخراج فرکانسمعادله پایه

سازی شده با ورق کامپوزیتی به صورت زیر ارائیه  مقاوم دارترک

  شودمی

(23)  |       |    

از روابط بخ  پیشیین تعییین    تیر کلکه در آن ماتریس سختی 

ترکییب میاتریس جیرم     بیا  ،کیل شود؛ یمچنین ماتریس جرم می

-1( و )1-1دو بخی  )  دار مطیاب  یای بدون ترک و ترکالمان

  شوداستخراج می( 2

 

 استخراج ماتریس جرم المان بدون ترک -4-1

معادلیه   بیا اسیتفاده از   یای بیدون تیرک  ماتریس جرم المان

  در این حالت شودتعیین می ]17[ مطاب  با مرجع انرژی جنبشی

 انرژی جنبشی برابر است با:

(21)    
 

 
∫  (

  ̇

  
)
 

   
  

 

 

( میاتریس جیرم المیان    21) ( در رابطه2-3رابطه ) جایگذاریبا 

 شود بدون ترک تعیین می

(22)     ∫           
  

 

 

 

 داراستخراج ماتریس جرم المان ترک -4-2

انرژی جنبشیی   المان دارای ترک، ماتریس جرمبرای تعیین 

چیپ و راسیت فنیر پیچشیی تعییین و بیا        یای سیمت المانریز

 از جرم و انیرژی جنبشیی   شوند  در این حالتیکدیگر جمع می

دارای ترک  المان  در نتیاه انرژی جنبشی شودنظر میصرف فنر

 شود   صورت زیر ارائه می به

(29)    
        

سمت چپ و راست فنر  یایالمانشده ریزانرژی جنبشی اصلاح

صورت زییر   به پایه به ترتیبیای سرعت گره حسبپیچشی بر 
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  شودتعیین می

(20-1)    
  

 

 
{ ̇}     

         { ̇} 

 (20-2)    
  

 

 
{ ̇}              { ̇} 

ییای سیمت   شده بیرای ریزالمیان  در نتیاه ماتریس جرم اصلاح

  شوداستخراج میزیر  مطاب  ترتیبچپ و راست، به

(21-1)    
      

          

(21-2)    
                

 که در آن

(26)  

    

  

  

[
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

   
  

 

  
 

  

   
  

  

   
  

 

   
  

 
  

   
   

 

   
  

 

 

  

  

   
  

  

  
 

  

   
  

 
  

   
   

 

   
  

  
  

   
  

 

   
  

 
]
 
 
 
 
 
 
 

 

 (37)  

    

  

  

[
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

   
  

 

  
 

  

   
  

  

   
  

 

   
  

 
  

   
   

 

   
  

 

 

  

  

   
  

  

  
 

  

   
  

 
  

   
   

 

   
  

  
  

   
  

 

   
  

 
]
 
 
 
 
 
 
 

 

-تعییین میی   به صورت زیر دارترک المانبنابراین ماتریس جرم 

 شود 

(31)       
    

  

تییر   بدون تیرک یای ماتریس جرم المان ارتعاشی تیر،تحلیل در 

 خورده ترک ( با ماتریس جرم المان  ) تقویت شدهی آرمهبتن

 اسیتخراج (   ) تییر  کیل ( ترکیب شده و میاتریس جیرم     )

-فرکیانس ( 23ی مقدار ویژه )با استفاده از معادلهنهایتا   شود یم

  شودمی تیر دارای ترک تحت ارتعاش آزاد، تعیین یای طبیعی

 

   بحث و نتایج -5

دارای  تقویت شدهآرمه تیر بتنارتعاشی در این بخ  رفتار 

که ای  گونهبه شود مطالعه موردی بررسی میترک در قالب چند 

، ضیخامت ورق تقیویتی و قطیر    تیرک مکیان   عمی  و  تغییر آرار

روی مییزان فرکیانس طبیعیی تییر الاسیتیک       میلگریای فولادی

 آزمیایی  راسیتی مقایسه و آباکوس  افزار نرمو مقادیر آن با  مطالعه

    شود یم

 مشخصات مدل  -5-1

بیا ورق کیامپوزیتی بیا     تقویت شیده  دارترکی آرمهتیر بتن

 (، تحیت شیرایط میرزی   1) مشخصات مفروض مطاب  با جدول

ی قیرار  بررسی  میورد  آزاد-گییردار و  گیردار-گیردار، ساده-ساده

 گیرد   می

 

دار تقویت شده با ی ترک آرمه بتنیای مادی و یندسی تیر ویژگی .1جدول 

 ورق کامپوزیتی

های مادیویژگی های هندسیویژگی   

                     
                       
                  Unit 

                        
           

          

            

        
       

              
Table 1. Material and geometric parameters of cracked 

reinforced concrete beam strengthened with composite sheet 

 

ارتفاع تیر،  0/7افزای  عم  ترک از صفر تا  آرار ،در این مطالعه

طول تیر، تغیییر   72/7-62/7ی بین تغییرات محل ترک در ناحیه

 و  وضعیت پنجضخامت ورق کامپوزیتی در 

   گیرد  حالت مورد بررسی قرار می چهارتغییر ابعاد میلگردیا در 
 

 نتایج اعتبار سنجی -5-2

یافتیه   ایناا، نتایج حاصل از دو روش المان محدود بهبوددر

-مقاوم دارترکطبیعی تیر  و نرم افزار آباکوس در تعیین فرکانس

شیوند  در  ، با یکدیگر مقایسه میی کامپوزیتیسازی شده با ورق 

شود  فرض می (ارتفاع تیر 2/7رابت ) استخراج نتایج، عم  ترک

تغییرات فرکانس طبیعی با تغییر محل ترک در سه شرایط مرزی 

  در اینایا  شیود ارائه می( 1الی )( 9) یایمفروض، مطاب  شکل

      و قطر میلگردییا           کامپوزیتیضخامت ورق 

میلگردییا تیا    ی، فاصیله شود  تعداد میلگردییا در نظر گرفته می
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ییای میادی و یندسیی تییر     سایر ویژگیو فشاری  دورترین تار

 ( فرض شده است 1مطاب  جدول )

-سادهفرکانس طبیعی بر حسب محل ترک در شرایط مرزی  .6 شكل

 ساده

 
Fig. 6. The natural frequency in terms of the crack location 

in simply supported-simply supported  boundary conditions 

 

تغییر فرکانس طبیعی ناشی از تغییر محل ترک در شرایط مقایسه 

گاه با تغییر محل ترک از تکیهکه  دیدنشان می ساده-سادهمرزی 

یابید   ابتدا کای  و سپس افزای  میی ی تیر، میزان خطا تا میانه

 شود درصد گزارش می 71/1ی خطا در این حالت بیشینه

با اسیتفاده از   دارترکفرکانس طبیعی تیر تقویت شده نتایج 

سیازی در نیرم افیزار    یافتیه و شیبیه  دو روش المان محدود بهبود

( 0مطیاب  بیا شیکل )    گییردار -گیرداردر شرایط مرزی آباکوس، 

    شود می مقایسه

 

-گیرداردر شرایط مرزی فرکانس طبیعی بر حسب محل ترک  .7شكل 

 گیردار

 
Fig. 7. The natural frequency in terms of the crack location 

in clamped-clamped boundary conditions 

 

فرکانس طبیعی ناشی از تغییر محیل تیرک    اتتغییرمقایسه 

درصد بین نتایج را  7700خطای  گیردار-گیرداردر شرایط مرزی 

 د دینشان می

-محدود بهبیود به طور مشابه، نتایج مقایسه دو روش المان 

سیازی در نیرم افیزار آبیاکوس در شیرایط میرزی       یافته و شیبیه 

 شود ( ارائه می1مطاب  با شکل ) آزاد-گیردار

 
-گیرداردر شرایط مرزی  فرکانس طبیعی بر حسب محل ترک .8شكل 

 آزاد

 
Fig. 8. The natural frequency in terms of the crack location 

in clamped-free boundary conditions 

 

 شود درصد گزارش می 02/1 این حالتی خطا در بیشینه

شود که نتایج شایده می( م1( الی )9) یایشکلبه توجه  با

 چنید ارند  تطاب  بسیار نزدیکی با یکدیگر د ،شده ارائه دو روش

بیین نتیایج    یدرصید  02/1حیداکثر   یخطیا منبع اصیلی ایایاد   

 معرفیی  به شرح ذیل آباکوس و روش اجزای محدود بهبودیافته

 شود:می

آنکه تئوری تییر  برشی: با توجه به  آراراز پوشی چشمالف( 

برشی را در نظر بگیرد؛ اسیتفاده از ایین    آرارتواند تیموشنکو می

توانید دقیت نتیایج را    تئوری به جای تئوری تیر اویلر برنولی می

 افزای  دید 

 آریار از روش مقطع تبدیل یافته: در ایین روش  ب( استفاده 

ورق تقویتی و میلگردیا به صورت اصلاح گشیتاور دوم سیطح،   

در معادلات پایه وارد  اصلاح مدول خمشی و مساحت مقطع تیر

شود  به طوریکه مقطع ترکیبی به صورت یک مقطع معادل با می

سییازی میلگردیییای طییولی و ورق مییدل  شییودبییتن فییرض مییی
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توانید خطیای   میی  کامپوزیتی با دو فنیر خطیی در محیل تیرک،    

 را کای  دید  محاسبات

-رفتیار سیازه  ترک توسط فنر پیچشی: خطی سازی مدل ج(

که ترک بیی       زمانیاستغیرخطی  ،خوردهیای بتن آرمه ترک

غیرخطیی معیادلات بیه     آراراز نیمی از ارتفاع تیر را در بر گیرد، 

استفاده از معیادلات خطیی بیرای      استشدت روی نتایج مورر 

توجیه رفتار غیرخطیی تییر یکیی دیگیر از عوامیل ایایاد خطیا        

 شود ارزیابی می

از آنااکه نرم افزار آباکوس یک تحلیل بعدی: ( تحلیل یکد

-استفاده از یک تحلییل ییک  کند؛ دو بعدی از مسئله را ارائه می

عوامیل  دیگیر  بعیدی از  ی آن با نتایج تحلییل دو بعدی و مقایسه

  استاختلاف نتایج ایااد 

 

 عمق و محل ترک روی فرکانس طبیعی آثاربررسی  -5-3

مرزی، عم  و محیل تیرک روی    تغییر شرایط آرارایناا، در

افزای  عم  تیرک،   ریتأر  شودطبیعی بررسی می مقادیر فرکانس

خیورده  روی میزان سفتی فنر پیچشی و ممان اینرسی مقطع ترک

 شود ارائه می( 2مطاب  جدول )

 

 مشخصات فنر پیچشی بر حسب عم  ترک .2 جدول

  
   
   

    ( 
 )        

 

 
 

0 0.0025 0 0   

0.0273 0.0020 1.88e9 5.30e-10     

0.0843 0.0016 4.91e8 2.03e-9     

0.1602 0.0013 2.12e8 4.70e-9     

0.2678 0.0011 1.09e8 9.16e-9     

0.4466 0.00105 5.91e7 1.68e-8     

0.7938 0.001009 3.17e7 3.14e-8     

1.6776 0.001000 1.49e7 6.70e-8      
Table 2. Rotational spring characteristics in terms of crack 

depths 

 

انیدازه  با افزای  عم  تیرک   ؛شودمشایده می( 2مطاب  جدول )

-میی کای   خورده ترک اینرسی المانو ممان پیچشی سفتی فنر 

 ، تحیت تقوییت شیده   دارتیرک  تییر  نتایج تحلیل ارتعاشیی   یابد

  شودارائه می( 6شکل ) مطاب  با ساده-ساده مرزیشرایط 
طبیعی در شرایط مرزی  فرکانستاریر عم  و محل ترک بر  .9شكل 

 ساده-ساده

 
Fig. 9. Effects of different crack depths and locations on the 

natural frequency in simply supported-simply supported 

boundary conditions 

 

دید که یمواره کمترین میزان فرکیانس  ( نشان می6نتایج شکل )

 ی تییر افتد که ترک در میانیه طبیعی در مود اول، زمانی اتفاق می

ی تییر بیه   فته باشد  در ایناا با تغییر محل ترک از میانیه قرار گر

طبیعی تیر، بیه فرکیانس طبیعیی تییر      یا، فرکانسگاهسمت تکیه

 شود   کامل نزدیک می

شیرایط   درتقوییت شیده   دار تیرک تغییرات فرکانس طبیعی تییر  

  شود( ارائه می17مطاب  شکل ) گیردار-گیردارمرزی 
 

در شرایط مرزی  طبیعی ترک بر فرکانستاریر عم  و محل  .11شكل 

 گیردار-گیردار

 
Fig. 10. Effects of different crack depths and 

locations on the natural frequency in clamped-

clamped boundary condition 
 

نشیان   گییردار -گیردارطبیعی برای شرایط مرزی نمودار فرکانس
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طیول تییر    0/7و  2/7دید که چنانچه ترک در مکیان حیدود   می

پوشی ترک روی فرکانس طبیعی چشم آرارتوان از گیرد  میقرار 

دارای تیرک در   تیرک  نمود  به عبارت دیگر، نتایج فرکانس تییر 

  استیای اشاره شده نزدیک به نتایج فرکانس تیر کامل مکان

شده تحیت شیرایط   تقویت دار ترکتغییرات فرکانس طبیعی تیر 

  شود( ارائه می11مطاب  شکل ) آزاد-گیردارمرزی 

 
در شرایط مرزی  طبیعی تاریر عم  و محل ترک بر فرکانس .11شكل 

 آزاد-گیردار

 
Fig. 11. Effects of different crack depths and locations on 

the natural frequency in clamped-free boundary condition 
 

 نشان  آزاد-گیردارشرایط مرزی  درتغییرات فرکانس طبیعی 

 گیاه، فرکیانس  با نزدیک شدن ترک بیه سیمت تکییه   دید که می

یای مختلف ترک، چنانچه مکیان  یابد  در عم طبیعی کای  می

طول تیر و به طرف انتهیای آزاد تییر باشید،     0/7ترک بزرگتر از 

فرکانس تیر کامیل   پاسخترک به  طبیعی تیر دارای فرکانس نتایج

میرزی   شیرایط  دید، در تمامنتایج نشان می نزدیک خواید شد 

یای طبیعی کای  یمواره با افزای  عم  ترک، فرکانسمذکور، 

 یابند   می
 

 ضخامت ورق کامپوزیتی روی فرکانس طبیعی اثربررسی  -5-4

تغییر ضخامت ورق تقویتی روی پاسیخ   آراردر این بخ ، 

 تغیییر بحیث؛ و   وضعیتفرکانس طبیعی تیر دارای ترک در پنج 

 فرکانس طبیعی با تغیییر محیل تیرک و ضیخامت ورق تقیویتی     

در اینایا، عمی    شیود   میی و بررسیی  مقایسه  (12مطاب  شکل )

ارتفاع تیر( و قطر میلگردیای فولادی برابیر بیا    2/7ترک رابت )

  شودیفرض م      

طبیعی  بر فرکانس کامپوزیتیو ضخامت ورق تاریر محل ترک  .12شكل 

 ساده-سادهدر شرایط مرزی 

 
Fig. 12. Effects of different crack locations and thickness of 

reinforcement sheet on the natural frequency in simply 

supported-simply supported boundary conditions 
 

دیید کیه بیا افیزای  ضیخامت ورق      نتایج این تحلیل نشان میی 

کنید  ایین تغیییرات    تقویتی، فرکانس طبیعی تیر افزای  پیدا می

ی تییر قیرار دارد اریر کمتیر روی پاسیخ      که ترک در میانه زمانی

گیاه،   فرکانس طبیعی تیر دارد  با تغییر محل ترک به سمت تکییه 

 کند  نتایج افزای  پیدا میارر ضخامت ورق روی 
 

 طبیعی انسکقطر میلگردهای فولادی روی فر بررسی اثر -5-5

تغیییر قطیر میلگردییای فیولادی روی نتیایج       ارردر این بخ ، 

مطیاب  شیکل   فرکانس طبیعی تیر دارای ترک در چهیار حالیت   

ضییخامت ورق کییامپوزیتی برابییر بییا  شییود  بررسییی مییی( 13)

 شود می ضفر،        
 

طبیعی  بر فرکانسو قطر میلگردیای فولادی تاریر محل ترک  .13شكل 

 ساده-در شرایط مرزی ساده

 
Fig. 13. Effects of different crack locations and diameter of 

steel bars on the natural frequency in simply supported-
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simply supported boundary conditions 

دید که افزای  قطر میلگردیای فولادی یا نشان میبررسینتایج 

 تییاریر چنییدانی روی افییزای  mm 0.028-0ی بییین در بییازه

   کندایااد نمیفرکانس طبیعی تیر بتن آرمه تقویت شده 

 

 ی ریگ جهینت -6

تقوییت   دارترکی آرمهرفتار ارتعاشی تیر بتن ،در این مقاله

 بررسی شده است  تحلیل اناامتحلیل و کامپوزیتی با ورق  شده

-پییاده روش اجزای محیدود   یک تکنیک ویژه درشده بر مبنای 

و از  تقسییم دار به دو ریزالمیان  ر آن المان ترککه دسازی شده 

در سازی ترک اسیتفاده شیده اسیت     مدل فنر پیچشی برای شبیه

و  بیدون تیرک   یایالمانی سختی و جرم یا سیماتر، این روش

دار تقوییت  رکت یای طبیعی تیرفرکانسو  شده، اصلاح دارترک

عمی  و محیل    تغیییر  ریر ای  مطالعهاین   در شودتعیین می شده،

وی فرکیانس  ترک، ضخامت ورق کامپوزیتی و قطر میلگردییا ر 

و نتیایج   هی قرار گرفتبررس مورددر سه شرایط مرزی طبیعی تیر 

شده است  مقایسه و بررسی نتیایج بیه دسیت     آزمایی درستیآن 

 دید:آمده نشان می

 نظر صرف: از عبارتند حاضر تحلیل در خطا اصلی عوامل 

 یافته، تبدیل مقطع روش از استفاده برشی، آرار از کردن

بعدی یک و تحلیل پیچشی فنر توسط ترک سازی خطیمدل

 برنولی  -اویلر تئوری با تیر

 میزان ترک، عم  افزای  با مرزی، شرایط تمامی در 

 فرکانس کای  روند  کندمی پیدا کای  طبیعی فرکانس

  است بیان قابل ترک عم  از تابعی صورت  به طبیعی

  فرکانس افزای  موجب کامپوزیتی ورق ضخامت افزای 

   دشومی ترک دارای تیر طبیعی

  فرکانس روی چندانی تاریر فولادی میلگردیای قطر افزای 

  ندارد ترک دارای تیر طبیعی

 محدود اجزای روش نتایج بین درصدی 02/1 خطای بیشینه 

 را روابط ارائه شده کارایی و دقت آباکوس، و یافته بهبود

 نماید می تایید
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Abstract: 
 

In this paper, a numerical method is presented for crack modeling in the opening mode in which a vibration 

analysis for cracked reinforced concrete beams strengthened with composite sheets is carried out by using 

the fundamental relationships of fracture mechanics and finite element method. A one-dimensional beam is 

assumed to fulfill the finite element method in which two degrees of freedom (including the transverse 

displacement and the rotation) are considered at each node. The Hermitian shape functions are applied to 

interpolate the displacement field. The effects of composite sheets, steel bars and cracks are investigated in 

the analysis of the Euler-Bernoulli beam by correcting the second moment of inertia in cracked and 

uncracked sections. In this study, the cracked element is divided into two sub-elements. The continuity 

conditions are defined by equality of the transverse displacement, the moment and the shear force at the 

right- and left-hand sides of the crack point, while the rotation at there is different. The equations of the two 

sub-elements are connected together by continuity conditions in the point of the crack simulated by a 

rotational spring. The stiffness of this spring is regulated as a function of the stress intensity factor. This 

factor depends on the parameters such as the location of the reinforcement, the distance of the composite 

sheet from the center of the cross-section, the crack depth and loading conditions. This technique of the 

problem solution called as “Conversion Matrix” is implemented in the cracked element according to the 

expression of the displacement of the two nodes at the crack point in terms of the displacement of the basic 

nodes of the same element. The stiffness and mass matrices of the beam are enriched by inserting the effects 

of composite sheets, the steel reinforcement and the crack in the equations. These enriched matrices are used 

to implement the vibration analysis and the derivation of the natural frequency; for this purpose, an 

eigenvalue solution including the enriched stiffness and mass matrices is carried out to determine the natural 

frequency. In this research, the effects of the crack depth and location, boundary conditions, the composite 

sheet thickness and the cross-sectional area of steel bars on the response of the natural frequency of beam are 

discussed. The results show that if the crack depth increases, the value of the natural frequency decreases in 

which the natural frequency can be expressed in terms of a function of the crack depth. Also, increasing the 

thickness of the composite sheet results in increasing the natural frequency of the cracked reinforced 

concrete beams, while the effect of the diameter of the steel bar is negligible on the natural frequency. In this 

paper, three boundary conditions of simply supported-simply supported (SS-SS), clamped-clamped (C-C) and 

clamped-free (C-F) are applied in the extraction of results. In the C-C boundary conditions, if the crack is 

situated at    ⁄    ⁄   and   ⁄ , the effect of the crack on the natural frequency can be ignored. The accuracy 

of the results is ensured by performing a full analysis in Abaqus software. The comparison of the results 

shows that the proposed method is appropriate for analyzing cracked reinforced concrete beams strengthened 

with composite sheets. 
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