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 چکیده

ها و  سازه ینا یبه مطالعه و بررس یازن ،ساخت آنها یبالا ینهونقل و با توجه به هز حمل یستمس یاتیح های یاندر شر هاپل کلیدی اهمیت به نظر

عرشه  یبرا یمناسب ینهگز توانند یکه دارند، م ای یژهبا توجه به خواص و FRP های یت. امروزه کامپوزشود یآنها همواره احساس م یروزرسان به

 اینرسیاست.  شده یبررس یبتن-یفولاد و FRP -فولادی پلهای ینامیکیپاسخ د برجرم متحرک  حرکت به مربوط اثر طالعهم ینها باشند. در اپل

 یمدلساز یبرا  MLB روش ابتدا دردارند.  دینامیکی های پاسخ بر یتوجه قابل آثار عرشه، طول واحد جرم همچنینجرم متحرک و  شده در یجادا

 -فولادی های  پل یمسئله جرم متحرک برا حل. در ادامه اندشده آزمایی درستی یشگاهیآزما یجو مساله جرم متحرک با نتا FRP یرهایخواص ت

FRP قابل  یرآن تاث یجرم عرشه و سخت یزانامر هستند که م ینا یانگرپژوهش ب ینحاصل از ا یجاست. نتا یرفتهپذ صورت یبتن -یو فولاد

 مختلف موارد در شده محاسبه( DAF) ینامیکید یدتشد یبضر و( CIS)موثر  یملاحظه بر پاسخ تحت اثر عبور جرم متحرک دارد. سرعت بحران

 نوسانی دامنه باعث متحرک بار عبور به نسبت پل کمتر تاثیر. از عبور جرم متحرک هستند FRP-فولادی یپلها تر نپایی مراتب به تاثیرپذیری بیانگر

 و معمولیحمل و نقل  های یستمدر س یمناسب ینهگز FRP-یفولاد یرو پلها ینااز  .شد خواهد پل مجموعه بالاتر خستگی عمر درنتیجه و پایینتر

 .هستند بالا بسیارسرعت 
 

  دینامیکی تشدید ضریبموثر،  بحرانی، سرعت عرشه پل جرم متحرک، ،FRP کامپوزیتهای :انواژگ دیکل
 

-1 مقدمه 
کاربردهای  ،FRP کامپوزیت مواد گذشته هایطول دهه در

 به توجه با مواد این اند.ای پیدا کردهفراوانی به عنوان مواد سازه

 یشتر،ب استحکام بالاتر، سختی ازجمله بهتر، مهندسی خواص

 در که خوردگی و رطوبت حرارت، برابر در مقاومت کمتر، وزن

 کنار در را خواص این همگی توان نمی مرسوم، همگن مواد

 مورد پلها عرشه همچون هایی سازه در توانند می داشت، یکدیگر

 های عرشه طراحی در مهم مسائل از یکی. گیرند قرار استفاده

 عرشه دینامیکی های پاسخ بر آن تأثیر و متحرک جرم مسئله ،پل

 بر متحرک جرم عبور به مربوط اثر پژوهش این در. است

 همچنین و شده یبررس کامل طور به FRP-فولادی های عرشه

 .است شده مقایسهبتنی -فولادی مرسوم های عرشه با نتایج

 به متحرک جرم عبور تحت ،پل عرشه دینامیکی های پاسخ

 .دارد بستگی پل رشهع میرایی و سختی جرم، چون عواملی

با مصالح  FRPبنابراین با توجه به خواص متفاوت مصالح 

 توسط شده پیشنهاد ضربه ضریب مرسوم فولادی و بتنی،

 پژوهشی –مجله علمی 

 مهندسی عمران مدرس

1069، سال 2دوره هجدهم، شماره   
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 قبول  قابل نیز FRP یها عرشه برای تواندنمی آشتو نامه نییآ

 و غیراقتصادی ،FRP هایعرشه برای ضریب این واقع در. باشد

 عنوان به بالایی پتانسیل FRP ایه عرشه .است کارانهمحافظه

 های عرشه. [1] د دارن متداول های عرشه برای مناسب جایگزینی

FRP طور به را ساخت عملیات دارند که پایینی وزن به توجه با 

 . بخشند می سرعت توجهی قابل

از  FRPهای  پروفیل استفاده ازی مهندسی پل، درزمینه

های فراوانی  تلاش 1663در دهه آغاز شد.  1693دهه  اواسط

های  های مشابه عرشه با قابلیت FRPهای  برای تولید عرشه

 FRPهای  تولید پروفیل یها فولادی و بتنی توسط کارخانه

تنها  FRPهای ات فراوانی در زمینه عرشهمطالعصورت گرفت. 

نجام های فولادی اقرار گرفته روی شاهتیر FRPهای و عرشه

عملکرد یکپارچه  بررسی به تواندر این زمینه می .شده است

ها از بار ردیف چرخ ، سهم شاهتیرFRPشاهتیر فولادی و عرشه 

های خمشی و سختی، [2] دینامیکی یبارهاضریب ضربه  و

ها تحت های دینامیکی آن و بررسی پاسخ FRPهای برشی عرشه

و مقایسه با عرشه های  (HS25)کامیون استاندارد اری ذبارگ

 چند سلولی FRPرفتار فرورفتگی عرشه و بررسی  [3] بتنی

 صورت  بهاستاتیکی، شبه یبارگذارتحت عابر پیاده پلهای 

 .کرد اشاره[4] آزمایشگاهی

برای  1696در سال رم متحرک جبرای مسئله  حل  راهاولین 

 1696در سال . در ادامه [5]دو سر مفصل ارائه شد  های تیر

با توجه به خواص توابع متعامد و  عددی -نوعی روش تحلیلی

برای کلیه  استفاده قابلی راحت بهکه  ارائه شد تابع دلتای دیراک

روشی تحلیلی برای تیر دو سر  همچنین .[6]شرایط مرزی است 

با در نظر گرفتن اینرسی جرم  مفصل تحت عبور جرم متحرک

مفهوم سرعت بحرانی برای اولین بار در  .[7] ارائه شد متحرک

ار گرفت و نشان مورد بررسی قر [8]نیکخو و همکاران  پژوهش

داده شد که این سرعت بحرانی به پریود اساسی نوسان و دهانه 

در زمینه مسئله جرم متحرک با استفاده از تیر مرتبط است. 

از جمله  کهاست تئوری تیر تیموشنکو، مطالعاتی صورت گرفته 

 ایلایهتوان به مواردی چون شبیه سازی تیر تیموشنکو می آنها

با  تحت عبور جرم نوسانیای ی بین لایهدارای خرابی جداشدگ

، ارائه روش [9]استفاده از روش بسط سری مودال متعامد 

های دینامیکی تیر تیموشنکو یکنواخت با تحلیلی برای پاسخ

 ،[10]شرایط مرزی اختیاری با استفاده از توابع دینامیکی گرین 

حل مسئله جرم متحرک با استفاده از یک مطالعه جامع 

سر مفصل تحت عبور جرم  پارامتریک برای تیر تیموشنکو دو

امیکی تیر دین رسیدن به حل تحلیلی پاسخ و [11]تحرک م

1متحرک با استفاده از روش  تیموشنکو تحت عبور جرم
EEM 

از دیگر مطالعات صورت گرفته در زمینه  .[12] اشاره نمود

توان به دو روش می مسئله جرم متحرک های حل روش

عددی و المان گسسته برای حل مسئله جرم متحرک  –تحلیلی

HPMدو روش عددی های ویسکوالاستیک و مقایسه روی تیر
2 

0و 
ADM  اشاره کرد  مناسب برای حل مسئله جرم متحرک

 ،در زمینه مسئله جرم متحرک روی صفحات .[14 ,13]

 توان بهکه از جمله آن می مطالعات فراوانی صورت گرفته است

های الاستیک، معرفی روشی  جرم متحرک روی دیسک مسئله

 اثر و صفحات روی متحرک جرم اثر گرفتن نظر در برای کلی

 اشاره کرد مستطیلی صفحات دینامیکی فتارر روی متمرکز جرم

با استفاده از آنالیز  پژوهشی. همچنین [18 ,17 ,16 ,15]

شامل کامپوزیت  دهندهاجزای تشکیلبا توجه به  ییکمکانیکروم

ماتریس، الیاف و ترکیب این دو مواد بر رفتار دینامیکی 

 .[22 ,21 ,20 ,19]است  شده  انجام FRPهای  یتامپوزک

سرعت بحرانی مؤثر و لزوم استفاده از شتاب کوریولیس در 

 .[23] جرم متحرک مورد بررسی قرار گرفت تحلیل مسائل

تحت  دار هیزاوبا الیاف  FRP یها ورقدینامیکی  یها پاسخ

مسئله بار متحرک به روش المان محدود بر اساس تئوری تغییر 

همچنین  .[24] شدندبررسی  برشی مرتبه اول یهاشکل

به  تحت عبور جرم متحرک شتابدار ،رهایتدینامیکی  یها پاسخ

سی جرم متحرک و روش المان محدود با در نظر گرفتن اثر اینر

در اثر عبور شتابدار جرم در کنار نیروی  شده جادیانیروی طولی 

 همچنین .[25] گرانشی جرم متحرک مورد بررسی قرار گرفت

 یرهایتبرای بررسی ارتعاشات و دینامیک  نیمه تحلیلی یروش

COPsمودی  ها شکلبا استفاده از  نازک و ضخیم
لثاتی با و مث 2

همچنین . [26] ارائه شد وجه به شرایط مرزی تیر استفاده شده،ت

 در اثر ارتعاشات وارد FRPپیاده عابر ی ها پلپاسخ دینامیکی 

                                                           
1 Eigenfunction Expansion Method 

2 Homotopy Perturbation Method 

3 Adomian Decomposition Method 

4 Characteristic orthogonal polynomials 
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. از [27]  مورد بررسی قرار گرفت ور و مرور افرادعب براثر شده

مسئله جرم متحرک نیز  در شده  انجامعملی  تجربی و ی کارها

مواردی چون بررسی پاسخ دینامیکی پلی با مقیاس  توان به یم

و  [28] کوچک در شرایط دو سر مفصل تحت اثر جرم متحرک

با  FRPهای  خواص دینامیکی اعضای سازههمچنین بررسی 

 .اشاره نمود [29] استفاده از آنالیز مودال

های تحلیل خواص مکانیکی تیر  روشدر ابتدا در این مقاله 

. قرار گرفته است بازبینیای و جرم متحرک مورد کامپوزیت لایه

ها از  های تحلیلی، اعتبارسنجی این روش پس از معرفی روش

 های عددی طریق مقایسه با نتایج آزمایشگاهی و همچنین تحلیل

های  صورت پذیرفته است. نتایج این اعتبارسنجی بیانگر پاسخ

های موجود در تعیین خواص مکانیکی تیرهای  مطلوب روش

. پس از انجام استای و مساله جرم متحرک کامپوزیت لایه

های بتنی متداول مساله جرم متحرک روی عرشه ،اعتبارسنجی

 شده رسیبر FRPهای  کامپوزیتهای  چند نوع از عرشهپلها و 

-های مختلفی از عرشهو سرعت بحرانی موثر برای نمونه است

بیانگر این  . نتایج حاصل شدهمحاسبه شده استهای کامپوزیت 

ها نقش بسیار مهمی در امر هستند که جرم واحد طول عرشه

-میرفتار دینامیکی عرشه پلها تحت اثر جرم متحرک دارند و 

های بسیار سریع  در سیستم های کامپوزیتیتوان استفاده از عرشه

حمل و نقل که امروزه مطالعات بسیاری بر روی آنها در حال 

حدود ضریب بزرگنمایی  همچنین .را توصیه نموداست انجام 

های مختلف برای عرشه ،های ارائه شده دینامیکی از طریق روش

 .های محرک مختلف تعیین شده است ها و جرم در سرعت
 

-2 تعریف مسئله 
 FRPهای ها و عرشه ه استفاده روز افزون پروفیلبا توجه ب

این اجزا  رفتار ای بررسی دقیقتربه عنوان اعضای باربر سازه

های با  کاربردهای مهندسی مورد نیاز است. در مورد پل برای

مساله تعیین خواص دینامیکی و رفتار مجموعه  FRPهای عرشه

ینامیکی تعیین ضرایب تشدید د برایپل تحت اثر این بارها 

های تحلیلی تعیین خواص  . در ادامه روشاستحائز اهمیت 

و مساله جرم متحرک مورد بازبینی قرار  FRPمکانیکی مقاطع 

تا نتایج حاصل از آنها با نتایج آزمایشگاهی و عددی  گرفته است

  .آزمایی شود درستیمقایسه و 

 FRP یها لیپروف مکانیکی خواص محاسبه -2-1

های متعددی  روش FRPهای  ر پروفیلبا توجه به ساختا

ای های لایه برای تعیین خواص تیرهای ساخته شده از کامپوزیت

های ارائه شده برای محاسبه  ی از روشپیشنهاد شده است. یک

 یها یسخت شامل FRP تیر یها لیپروف مکانیکیخواص 

 روش استفاده از ،برشی و خمشی –کششی خمشی، کششی،

MLB 1 مقطع تیر کامپوزیت پاسخ در این روش . [30] است

مجموع بصورت برایند  ،ای تشکیل شده از اجزا جدار نازکلایه

 MLBدر روش  آید.هماهنگ تک تک اجزا بدست می پاسخ

به وسیله روابط  FRPتک اجزا جدار نازک پروفیل پاسخ تک

در  شوند.یکینماتیکی به کرنش و انحنای تار خنثی مرتبط م

صورت ه ادامه روابط تعیین خواص مکانیکی در این روش ب

 (1خلاصه مورد بازبینی قرار خواهند گرفت. در شکل )

تشکیل  FRPتعیین مشخصات هندسی یک مقطع  چگونگی

 .[30] شده از اجزای جدارنازک تشریح شده است
 

 MLB [30]روش  یمختصات برا و دستگاه FRP لیمقطع پروف .1 شكل

 
Fig. 1. FRP profile and coordinates system in the MLB [30] 

 

تک اجزای تعیین خواص تکپس از  MLBدر روش 

برای هریک از این اجزا روابط دهنده پروفیل، جدارنازک تشکیل

بصورت زیر تعریف ای با نیرو و لنگرهای لبهکرنش و انحنا 

 :ندشومی
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در رابطه فوق ²  فرم برداری تانسور کرنش صفحه میانی جزء

جدارنازک، ،فرم برداری تانسور انحنا N های بردار نیرو

                                                           
1 Mechanics of thin-walled Laminated Beams 
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ای، لبه M ای و فرمهای ماتریسیبردار لنگرهای لبه    ،

 و   معکوس ماتریس سختی جزء را توسط روابط زیر به

ماتریسهای سختی جزء A ، Bو D [31] کنندمرتبط می: 

(2) 

         
1

  
 
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a B d B      

 که در رابطه فوق 

(0) 
   

1

a A  

   
1

d D . 

زیر توان به معادلات ( می1با اعمال فرضیاتی بر روی رابطه )

 :[30]رسید  zراستای 

(2) 
1 1 1 1 1 6

1 1 1 1 1 6

1 6 1 6 6 6

²     
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برابر     و     های  ثابت 1های متقارن متعادلدر شرایط لایه

 :تبرقرار اس zزیر در راستای رابطه با صفر هستند و 

(5) 
0

0

0 0

²    
    
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M B D

N F





 . 

در رابطه فوق
i

A ،سختی محوری
i

B سختی همبسته خمشی-

محوری، 
i

D سختی خمشی و
i

F  سختی برشی جزء جدارنازک

i-  بنابراین با توجه به روابط فوق پارامترهای [30]ام هستند .

توسط روابط زیر  FRPسختی ذکر شده برای مجموعه پروفیل 

 شوند:تعیین می

(9) 
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2

1

s in



 

n

z i i i

i

F F b   

 رکمتح جرم مسئله -2-2

حل تحلیلی مساله جرم متحرک مورد بازبینی در این قسمت 

 که باشد جرمی M کنید فرض. [8 ,23]قرار خواهد گرفت 

                                                           
1 Balanced symmetric 

 I .کند می عبور( 2 ) شکل در شده  داده نشان پیوسته تیر روی

. استرم واحد طول تیر ج  m و برابر ممان اینرسی ثابت تیر

و جرم ناچیز است میرایی تیر دارای شود همچنین فرض می

 به مربوط آثارهدف بدست آوردن  شود.متحرک از تیر جدا نمی

پاسخ تیر  روی و اینرسی جرم تیر جسم این حرکتی اینرسی

 و شودنمی وارد تیر بر ای گسترده بار که فرض این با. است

 بدون زمان و فاصله به نسبت رتی فیزیکی مشخصات همچنین

 از جسم، دینامیکی معادلات آوردن دستب برای. باشد تغییر

 .شود می استفاده همیلتون اصل
 

 متحرک جرم بارگذاری تحت برنولی – اولر تیر .2شكل 

 
Fig. 2. Euler-Bernoulli beam subjected to moving mass  

 

در شکل فوق،  X t م متحرک نسبت به وضعیت جر بیانگر

و  است. این متغیر تابعی از زمان است xابتدای تیر در جهت 

مشتق آن نسبت به زمان V t، کند.سرعت جرم را تعریف می 

 y x ,t طول ی مختلف در ها زمانتیر در قائم های  ییجا هجاب

حال  .دهدرا نشان میتیر نسبت به مختصات اولیه در حالت آزاد 

پتانسیل در اصل انرژی عبارات مربوط به انرژی جنبشی و 

 صورت ( به2 )در شکل  شده  دادههمیلتون برای سیستم نشان 

 د.نشو یمنوشته ( 9و  9)روابط 

(9)  
2 2 2

0

1 1 1
T m M M

2 2 2
  

l

t y d x Y X   

(9)  
2

0

1
U E I M g

2
  





l

t y d x Y   

 شود :میزیر بیان  صورت  به اصل همیلتون

(6)  

2 2

1 1

n c
T -V W 0  

t t

t t

d t d t   

 از غیر  به سیستم بر وارد خارجی نیروی که شود می فرض

زمانی فاصله در گرانشی، نیروی
1

t تا 
2

t با. باشد صفر برابر 

 تغییر شامل تنها بررسی مورد پیوسته تیر تحلیل که این به توجه

 تغییر به مربوط پتانسیل انرژی از پس ،است کوچک های شکل

 .شود می نظر صرف تیر اجزاء وضع
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(13) 
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t
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Y Y X X Y d t

 
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نتیجه  (11)معادله  عمال شرایط مرزی ضروری و طبیعی،با ا

 .شودمی

(11) 
 

IV
E Iy m y M Y M g x X 0     

 
 

0
M 0     X X V t X  

ه صورت زیر ب (12)معادله  ،(11)با بسط دادن معادله 

 آید.دست میب

(12)  
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V V x X

x t x t x t

x X





  

 لهامس یعدد-یلیتحل حل -2-3

معادله دیفرانسیل اساسی ارتعاش سیستم تیر و جرم متحرک 

 است: یسیبازنوقابل زیر  صورت  به

(10) 
 

4 2

4 2

2 2 2

2

2 2

E I m

M g 2
 

 
 

 
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y y y
V V x X

x t x t


  

صورت ه ، تغییر شکل تیر بمتغیرها جداسازی روش از استفاده با

ه حاصل ضرب توابع وابسته به زمان در توابع وابسته به مکان ب

 شود:صورت زیر نوشته می

(12)      ,   ,             1  ,   , .   .   .   .   . ,  n n

n

y x t x T t n N   

 n
x  n

T t  
 که در رابطه فوق n

x مرزی شرایط با تیر ویژه توابع 

 ارتعاش معادله حل با که هستندبا مساله جرم متحرک  یکسان

و دنآی می دستب تیر آزاد n
T t  را تعریف می دامنه توابعنیز-

توابع  .کنند n
x دنشوبه فرم زیر نوشته می: 

(15)    
4

0 
IV

n n n
x x  

4

2 E I

m


n

n


  

که در رابطه فوق 
4

2 E I

m


n

n


 .راست طرف بازنویسی با 

 :داریم ،سری فرم به (10) معادله
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پس از انجام عملیات ریاضی و استفاده از خاصیت تعامد 

ارتعاش  نهایی رابطهای دیراک، حلهای ارتعاش آزاد و تابع دلت

 :[8 ,23] آیدبدست میتیر بصورت زیر 

(19) 
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که در رابطه فوق    
0

 

l

p p p
S x x d x . باید (19) معادله 

 که است میسر زمانی امر این ،دباش گو جواب x مقادیر تمام برای

 .باشد برقرارزیر  معادله
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   

         

2

2 2 ''

2

'
2 0

 
    

  


  





 

n

n n p p

pn

p p p p n

p p

d A M
m m A g V T t

Sd t

V T t T t

  

     

  

 vt . n
T t 

که در رابطه فوق  vt .( 19) دیفرانسیل تمعادلا دستگاه

 است حل  قابل چهار مرتبه  کوتا رانگ عددی روش از استفاده با

 و شده  داده انتقال حالت فضای به معادله ابتدا حل برای. [23]

توابع  به رسیدن برای اکوت رانگ روش از سپس n
T tاستفاده 

 ،معادله حل برای نوسان مود n گرفتن نظر در با .شودمی

 مرتب با که است معادله n بیانگر بالا معادله که شود مشخص می

 .خواهد شد حاصل (16معادله ) ،ماتریسی صورت به ،آنها کردن

توابع که است حالتی به مربوط پایین روابط n
x به صورتی 

مقادیر که شوند انتخاب
n

Sدنبدست آی واحد برابر. 

(16)  . . .  M T C T K T f t  

در  ها ماتریس از هرکدام های درایه ،(16) ماتریسی رابطه در

 .شوندتعریف می زیر صورت بهنمایش اندیسی 
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 خضرزاده حامد و یجعفر حامد دیس                                                           ... تحت FRP-یفولا یپلها یها ارتعاش عرشه یلیتحل مطالعه 
 

 در و مفصل سر دو تیر مرزی شرایط گرفتن نظر در با

 توابع برای تعامد شرایط ارضای راستای n
x ،از توابع این 

 و ندیآ یم بدست مفصل سر دو یرهایت آزاد ارتعاش معادله حل

 مقادیر جهیدرنت n
x هایمود آزاد ارتعاش شکل برابر نیز 

 ادامه در که شود یم گرفته نظر در مفصل دوسر یرهایت مختلف

 .گرفت خواهد قرار بررسی مورد

 دستگاه یک ،سوم و دوم اول، هایمود گرفتن نظر در با 

بدست  مجهول سه و معادله سه دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات

 استفاده  آن حل برای کوتا-رانگ روش از توان یم که آیدمی

ابتدا معادله در فرایند حل به این صورت است که در  .نمود

 n که یبردار ،مبنا فضای سپس در .شودنوشته میفضای مبنا 

 شامل آن دوم درایه n و مکان متغیر یبضرا شامل آن اول درایه

 دیفرانسیل معادله و هستند ایجاد شده سرعت متغیر ضرایب

 .شود می مرتب جدید بردار مبنای بر (16)

(21)   ,   
  

    
   

T T
X X

TT
  

 معادله مبنای بر ،مبنا فضای درX جدید بردار ساختن با

 :است برقرار XوXبردار بین زیر رابطه بالا دیفرانسیل

(22)             X t t X t t f t  

  و  های ماتریس فوق دیفرانسیل معادله درکه 

 :شوندتعریف می زیر صورت به

(20) 
1 1 1

0 0 0 0
  ,   

0
  

     
        
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I

M K M C M I
  

 و   

( 16) معادله در فوق روابط از  و  یسهایقرار دادن ماتر با

 یعدد حل با توانیم حال. آمد خواهد بدست( 19) معادله

 مختلف یزمانها در را ریت یکینامید پاسخ ،لیفرانسید معادله

 .آورد بدست
 

-3 های تحلیلی موجود حل آزمایی درستی 
در این قسمت روابط تحلیلی ارائه شده در بخش قبل مورد 

 صحت سنجی قرار گرفته است.
 

دو سر  ریارتعاش آزاد ت یها فرکانس نییتع آزمایی درستی -3-1

 مفصل

متحرک در حل تحلیلی مساله جرم شد گونه که اشاره  همان

بر روی یک عرشه کامپوزیت نیاز به تعیین خواص دینامیکی 

باشد. در این قسمت نتایج حاصل از روابط تحلیلی می عرشه

سازی عددی و همچنین شبیه MLB [30]بدست آمده از روش 

های ارتعاش آزاد تیرهای  فرکانسدر تعیین  تیرهای کامپوزیت

 [29]در مرجع  نتایج آزمایشگاهی ارایه شده باکامپوزیت 

 .مقایسه شده است

 FRP یرهایت سوم تا اول هایمود آزاد ارتعاش یها فرکانس

 شوند.محاسبه می تیموشنکو و برنولی–اولر یها یتئور اساس بر

 یها فرکانس همچنیننتایج مدل عددی  درستیدر جهت مقایسه 

 .شدند محاسبه نیز آباکوس افزار نرم از استفاده با آزاد ارتعاش

 روش اساس برهای تحلیلی  ها در روشتیر خواص الاستیک

MLB مقایسه  [29] نتایج آزمایشگاهی شده است و با محاسبه

نتایج عددی حاصل از مدلسازی در نرم . به علاوه است شده

منظور مقایسه با نتایج تحلیلی و نیز به افزار آباکوس 

 مورد یرهایتجزئیات . مورد استفاده قرار گرفتآزمایشگاهی 

( 1) جدول در مواد مکانیکی خواص و( 0) شکل مطابق مطالعه

 .است شده آورده

 برنولی و – اولر هایتئوری از حاصل نتایج تیدرنها

آزمایشگاهی و مطالعات  مطالعات از حاصل نتایج و تیموشنکو

با بررسی نتایج ارائه  .نداشده آوریجمع (2)  جدول در ددیع

که با استفاده از روش  شود( مشخص می2شده در جدول )

توان به نحو مناسبی خواص الاستیک تیرهای می MLBتحلیلی 

کامپوزیتی را بدست آورد. از این رو در ادامه برای تحلیل مقاطع 

FRP  شد.پیشنهادی از این روش استفاده خواهد 

 
 FRP [29]های کامپوزیت  یلپروفمشخصات مکانیکی  .1 جدول

23 GPa Longitudinal Young’s Modulus     

8.5 GPa Transverse Young’s Modulus       

3 GPa Shear Modulus          

3.455 GPa Transverse Shear Modulus          

0.23 Longitudinal Poisson’s ratio     

0.09 Transverse Poisson’s ratio         

1600-1800kg/m
3 Density   

 

Table 1. Mechanical properties of FRP profiles 
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 MLBو نتایج روابط تحلیلی روش  اجزای محدود، مدل [29] ها ارتعاش آزاد در آزمایش هایفرکانس .2 جدول

Timoshenko Theory Euler-Bernoulli Theory Finite Element Experiments 
  

Third Second First Third Second First Third Second First Third Second First Mode 

191.024 90.153 23.463 213.870 95.026 23.744 197.13 88.240 23.042 195.312 91.552 24.414 I (Jmax) 

53.645 24.404 6.191 55.917 24.845 6.208 60.716 27.237 6.845 - - 7.020 I (Jmin) 

278.222 134.651 35.738 328.243 145.845 36.442 246.88 129.77 34.926 225.067. 106.048 35.095 Q 

119.241 53.792 13.573 122.362 54.368 13.585 119.99 54.887 13.955 130.462 66.375 14.490 C (Jmin) 

135.863 66.594 17.862 164.76 73.206 18.292 126.01 65.490 17.98 - 67.138 16.479 H (Jmax) 

Table 2. Free vibration frequencies in experiments [29], FE model, and theoretical results of the MLB method 

 
 [29] شیآزما در حاضر FRP یها لیپروف یهندس مشخصات .3 شكل

 
Fig. 3 Geometrical characteristics of FRP profiles in the 

experiments [29] 

 

 زمایی حل تحلیلی مسئله جرم متحرکآ درستی -3-2

در قسمت  حاصل نتایج آزمایی درستی در این قسمت برای

 سر دو یرهایت برای ،[28]آزمایشگاهی مرتبط  پژوهش از قبل،

شد. در این پژوهش آزمایشگاهی یک مدل واقعی  استفاده مفصل

نس آلومینیوم از سازه پل توسط یک مدل مقیاس شده از ج

های متفاوت اولیه که  سازی شده است و جرم از پتانسیلشبیه

شروع به حرکت کرده و  شودتوسط یک سطح شیبدار تامین می

کند. نتایج حاصل از تئوری از روی پل مقیاس شده عبور می

ارائه شده در بخش قبلی مقاله با نتایج آزمایشگاهی مقایسه شده 

  (0) ( و جدول2) شکل در نتایج است که نتایج این مقایسه

 

بررسی نتایج بیانگر این امر است که حل  .است شده آورده

مناسبی با نتایج  هماهنگیتحلیلی ارائه شده در بخش پیشین 

در ادامه  آزمایی درستیدارد. با توجه به نتایج  [28]آزمایشگاهی 

پل از روش  روی عرشهبرای حل مساله جرم متحرک  پژوهش

 تحلیلی تشریح شده استفاده شده است.
 

 [28] یشگاهیو آزما یلیتحل ینامیکید بیشینه هایپاسخ مقایسه .3 جدول

 (L 7/16)دو سر مفصل در نقطه  یرت

Theory (mm) Experiment (mm) Speed (m/s) 

0.741 0.747 0.85 

0.748 0.756 1.14 

0.757 0.736 1.29 

0.747 0.770 1.44 

0.765 0.739 1.59 

0.764 0.712 1.76 

0.757 0.743 1.92 

0.779 0.787 2.11 

Table 3. Comparison of theoretical and experimental [28] 

maximum deflection at the point (7/16 L) 

 

 

 

63 



 خضرزاده حامد و یجعفر حامد دیس                                                           ... تحت FRP-یفولا یپلها یها ارتعاش عرشه یلیتحل مطالعه 
 

.تحت عبور جرم متحرک (L 7/16)دو سر مفصل در نقطه  یرپاسخ ت [28] یشگاهیو آزما یلیتحل یجنتا مقایسه .4شكل 

 

Fig. 4. Comparison of results of theory and experiments  [28] of SS beam subjected to moving mass at 7/16L. 

 

 

-4 فولادی تیرهای عنصری دو پل عرشه مقایسه 

 عنصری دو پل عرشه و بتنی عرشه و

 FRP عرشه و فولادی تیرهای شاه

های ارائه شده در  در این بخش نتایج حاصل از روش

های با خواص مکانیکی متفاوت  های پیشین در مورد پلقسمت

تفاوت خواص مکانیکی  آثارمورد استفاده قرار خواهند گرفت و 

-های فولادیبتنی و عرشه-های فولادیو تفاوت جرم عرشه

FRP  .پل انتخاب شده در این پژوهش پل بررسی خواهد شد

 است.متر  2و دهانه عرضی متر  23تک دهانه با طول آزاد 

 .متر است 0فاصله محور به محور تیرهای طولی از یکدیگر 

 
 

 بتنی تک دهانه -مقطع نهایی پل فولادی. 5شكل 

 
Fig. 5. Final design section of steel-concrete single span bridge 
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 FRP-بتن و فولاد-های دو عنصری فولادمشخصات عرشه -4-1

بار با استفاده از  های دو عنصری پل یکدر این بخش عرشه

طراحی شد.  FRPمصالح متداول و بار دیگر با استفاده از مواد 

 [32] 2312نامه آشتو  یینآبتنی از  -ی عرشه فولادی برای طراح

از روش پیشنهاد شده در  FRP -و برای طراحی عرشه فولادی 

 .  شدنامه آشتو استفاده  یینآ، بر اساس [33]مرجع 

با فولاد نرمه ساختمانی مشخصات ها از در طراحی عرشه

ممقاومت  2تسلی
2 4 0 0  k g / cm

y
Fالاستیسیته  ، مدول

6 2
2 .0 6 1 0  k g / cm E  برای تیرها و از مشخصات فولاد

2 پرمقاومت با مقاومت تسلیم
4 0 0 0  k g / cm

y
F  برای میلگرد

آجدار استفاده شده است. بتن درنظر گرفته شده در محاسبات 

' دارای مقاومت 2
250  kg / cm

c
f  نسبت مدول الاستیسیته و

1بتن به فولاد برابر با / است. در نهایت پس درنظر گرفته شده  9

 [32]نامه از انجام محاسبات و کنترل کلیه ضوابط برطبق آیین

  آید.( بدست می5بتنی بصورت شکل )-مقطع نهایی پل فولادی

 FRP-های فولادیعرشه FRPمقطع انتخابی برای قسمت 

های خمشی و پژوهش به دلیل الزامات کمانشی و سختیاین در 

( انتخاب 9مطابق شکل ) [33]براساس پیشنهاد مرجع برشی 

شد. مشخصات مکانیکی هسته عرشه استفاده شده با توجه به 

. مدول الاستیسیته [33] بدست آمده استنتایج آزمایشگاهی 

گیگاپاسکال و  21/2، مدول برشی برابر 96/11 محوری برابر

بدست آمده است که در  232/3ضریب پواسون بزرگ برابر 

. همچنین مشخصات اندهمحاسبات مورد استفاده قرار گرفت

در عرشه  FRPی اه ورقدر  شده  استفادهی ها هیلامکانیکی 

تنوع فراوان  وجود با .[34 ,33] شده است ارائه( 4جدول )

بندی  یهلاکه شامل تنوع در  FRPی استفاده از مواد ها حالت

باشد، در این پژوهش از و زاویه الیاف می FRPهای ورق

های صفر و  یهزاوماتریس اپوکسی و الیاف شیشه و گرافیت با 

استفاده شد.  FRP -فولادی هاینود درجه برای طراحی عرشه

ی ها عرشهبرای استفاده در  FRPنوع عرشه  2در مجموع 

ی بال با ها ورقدر نظر گرفته شده است که در  FRP–فولادی

 داده( نمایش 6که در شکل ) طور همانیکدیگر متفاوت هستند. 

 CM3205ه لایه ی بال، سها ورقاست، برای تمامی  شده 

 Bonding متصل کننده هیلا  کی علاوه بهی مرزی ها هیلا عنوان به

layer ی بال و هسته که همگی از جنس ها ورقمرز  عنوان به

Glass epoxy ی دیگر ها هیلااستفاده شده است.  باشند یم

در  .هستند( 4ی بال مطابق با جدول )ها ورقدر  شده  استفاده

حاسبات برای چینشهای مختلف ورقهای نهایت و پس از انجام م

FRP ( 5های فولاد مطابق با جدول )ها و جرم عرشهسختی

بدست خواهد آمد. در ادامه از نتایج حاصل شده در این قسمت 

در تعیین ویژگیهای پاسخ دینامیکی سیستمهای مختلف پل در 

در  شایان ذکر است که برابر جرم متحرک استفاده خواهد شد.

که  شدای عمل عرشه پلهای مورد مطالعه به گونه تعیین خواص

های با تیر اصلی فولادی و عرشه بتنی با  سختی خمشی پل

  برابر باشند. FRPهای با تیر فولادی و عرشه  پل

 

 FRP [33] عرشه بال های ورق های لایه شماتیک چینش( چپ) آزمایش، در حاضر FRP جزئیات عرشه( راست) .6شكل 

 
Fig. 6. (Right) Details of the FRP deck in the experiments, (Left) Schematic of the beam flange laminas [33] 
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 FRP [33, 34]عرشه در مصرفی مکانیکی اجزای مشخصات .4 جدول

   (MPa)   
 (MPa)   

 (Ma)   
 (MPa)   

 (MPa)     G12 (GPa) E2 (GPa) E1 (GPa) Fiber Orientation Layer 

44 68 51 556 1564 0.295 3.08 8.00 27.72 0° 
CM 3205 [33] 

139 279 279 279 279 0.402 4.21 11.79 11.79 CSM 

68 246 40 1500 1500 0.280 7.17 10.3 181 0°  [34] Graphite-Epoxy  

72 118 31 610 1062 0.260 4.14 8.27 38.6 0°  [34] Glass-Epoxy  

79 157 157 157 157 0.394 3.50 9.72 9.72 ChSM  [33] Bonding Layer  
 

Table 4 Mechanical properties of the components of FRP deck [33, 34] 

 

 هاعرشه خمشی سختیجرم واحد طول و  لایه، چینش .5 جدول

     
(MN.m

2
) 

   
(kg/m) 

Fibers 

Orientation 

FRP layers in 

flanges 

Deck 

type 

5.8915 3437.4 - - Concrete 

5.8786 2033.8 0° , 90° Glass-Epoxy FRP1 

6.0226 1986.3 0° , 90° Graphite-Epoxy FRP2 

4.9131 1776.8 0° , 90° Glass-Epoxy FRP3 

6.0691 1729.5 0° , 90° Graphite-Epoxy FRP4  
Table 5. layup, mass per length and bending stiffness of decks 

 و ضریب تشدید دینامیکی مؤثر بحرانی سرعت بررسی 4-2

 متحرک جرم از سرعتی برابر ،(CIS) مؤثر بحرانی سرعت

 دهانه وسط مکان تغییر بیشترین تیر ،سرعت آن در که است

توسط نیکخو و اهمیت این پارامتر  .کند می تجربه را خود

مورد توجه قرار  [23]دهستانی و همکاران  و [8]همکاران 

های صورت گرفته در این پژوهش بررسی از آنجایی که گرفت.

سرعت  ،های مورد مطالعهبرای عرشهنشانگر این امر هستند که 

 فقطاز این رو  گیردمیقرار فاز ارتعاش اجباری  حرانی مؤثر درب

لازم به ذکر است  .اندها در فاز ارتعاش اجباری ارائه شده پاسخ

 باشند داشته متفاوتی CIS مقادیر توانند می تیر مختلف نقاط که

 مکان تغییر تغییرات بررسی با کلی، معادلات به توجه با .[23]

 ادیر مق توان می ،متحرک جرم سرعت تغییرات به نسبت       

 

 برای مؤثر بحرانی سرعت. را تعیین نمود مؤثر بحرانی سرعت 

 ولجد مطابق FRP -بتنی و فولای –فولادی عنصری دو پلهای

 یکسان خمشی هایسختی  به توجه با. است شده آورده (9 )

 بحرانی سرعت بر تأثیرگزار عامل عنصری، دو های عرشه برای

 به توجه با. است ها انالم طول واحد جرم حاضر، نتایج در مؤثر

 بحرانی سرعت عرشه طول واحد جرم کاهش با رو پیش نتایج

به عبارت دیگر با  .یابد می افزایش توجهی قابل طور به مؤثر

در بیشینه کاهش جرم واحد طول عرشه، پاسخ های دینامیکی 

 همچنین شوند.های بیشتر منتقل میعرشه به سمت سرعت

 افزایش نیز (DAF) استاتیکی پاسخ به دینامیکی پاسخ نسبت

 .یابد می

خمشی و جرم واحد طول بدست آمده بر  یسخت  بهبا توجه 

 FRP –بتنی و فولادی –فولادی هایاساس طراحی عرشه

مختلف تحت عبور جرم متحرک با  یها عرشه یها پاسخ

کیلومتر بر  253تا  13 یها سرعتتن با  23تا  13 یها جرم

بیشترین تغییر مکان وسط  یا سهیامقساعت محاسبه شد. نتایج 

برای  FRP4–فولادی   عرشهبتنی و  –عرشه فولادی

( آورده 9در شکل )های مختلف حرکت جرم متحرک  سرعت

 شده است.

 FRP4-بتنی و فولادی-پلهای فولادی در مؤثر و ضریب تشدید دینامیکی بحرانی سرعت .6 جدول

Bridge 

type 

M 

(ton)  

CIS 

(km/h) 

Maximum 

static 

deflection 

Maximum 

dynamic 

deflection 

DAF 
Bridge 

type 

CIS 

(km/h) 

Maximum 

static 

deflection 

Maximum 

dynamic 

deflection 

DAF 

S
teel-

C
o

n
crete

 10 455 2.725 5.000 1.834 S
teel-F

R
P

4
 

625 2.645 5.322 2.012 

20 440 5.450 10.653 1.954 605 5.291 11.945 2.258 

30 435 8.175 16.642 2.072 590 7.936 19.844 2.501 

40 430 10.90 23.923 2.194 585 10.582 28.460 2.689 

50 425 13.625 31.587 2.322 580 13.227 37.379 2.826 
Table. 6. CIS and DAF of steel-concrete and steel-FRP4 bridges 
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 FRP4 – یفولاد و یبتن – یفولاد یها عرشه یبرا مختلف جرمهای تحت عبور دهانه وسط اسخپ یکینامید دیتشد بیضرا سهیمقا .7 شكل

  
Fig. 7. Comparison of DAFs of steel-concrete and steel-FRP decks at the middle of span for different moving masses 

      
با  بتنی-های فولادی با توجه به نتایج حاصل از مقایسه پل

توان نتیجه گیری کرد که میزان وزن می FRP-های فولادی پل

عرشه تاثیر قابل ملاحظه ای در رفتار پل در برابر جرم متحرک 

رو در ادامه مطالعه پارامتریک میزان تاثیر دو پارامتر دارد. از این 

v/ بی بعد سرعت v  [8] (2 /
p

v L T ،L طول تیر و
p

T

M/ بی بعد جرم و( نوسان تیر تناوب اصلی m L ،( 9در شکل )

که با کاهش  شودبه شکل مشخص میتوجه آورده شده است. با 

بعد  جرم عرشه به ازای یک جرم عبوری مشخص، سرعت بی

یابد که تغییرات این دو افزایش میبعد کاهش یافته و جرم بی

پارامتر متقابلا منجر به کاهش حداکثر پاسخ دینامیکی سیستم 

 [8]همچنین محدوده رفتار پایدار دینامیکی سیستم  خواهد شد.

  در شکل مشخص شده است.

 

 تشدید دینامیکی ضرایب . 8شكل 

 
Fig. 8. DAF factors  
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-5 بندی و نتیجه گیریجمع 
 به شده وارد اینرسی ،عرشه طول واحد جرم کاهش با -1

 .یابد، کاهش میباشد یم متحرک جرم ضربه از ناشی که عرشه

های به عبارت دیگر با کاهش جرم واحد طول عرشه پاسخ

 د.نیابدینامیکی عرشه تحت عبور جرم متحرک کاهش می

 FRP – فولادی و بتنی – فولادی یها عرشه طراحی در -2

 ضربه ضریب از آشتو نامه نییآ مطابق پژوهش، این در موجود

 استفاده خستگی کنترل برای یکسان ضرایب و روابط و 00/1

 ضریب ،در این پژوهش آمده بدست نتایج به توجه با اما. شد

-محافظه FRP – فولادی های عرشه برای آشتو نامه نییآ ضربه

-هایدر عرشه دینامیکی هایپاسخ همچنین کاهش. است انهکار

FRP های کمتری در طول زمان به عرشه شود تا تنشسبب می

 در را FRPهای مقاومت عرشه تواندوارد گردد که این امر می

 .دهد افزایش خستگی یبارها برابر

 که شود یم مشاهده عرشه طول واحد جرم کاهش با -0

 پیدا انتقال بیشتر هایسرعت سمت به میکیدینا یها پاسخبیشینه 

 و ارتعاش طبیعی یها فرکانس تفاوت علت به امر این. کنند یم

قابل تفسیر  طول واحد جرم کاهش به توجه با تشدید بحث

 هایپاسخ بر نقلیه وسیله عبور سرعت ریتأث آنجاکه از. است

 در ضربه ضریب عنوان به و است شده اثبات یا مسئله ،دینامیکی

 توان یم بنابراین. رودمی بکار نیز پل طراحی یها نامه نییآ

 یجا به FRP یها عرشه از استفاده با که کرد یریگ جهینت گونهنیا

 موردنظر دینامیکی یها پاسخ بتنی، و فولادی مرسوم هایعرشه

 . افتدمی اتفاق بالاتری یها سرعت در نامه نییآ

 یها پاسخ در تفاوت ،آمده بدست نتایج به توجه با -2

 از بالاتر یسرعتها برای داستاندار کامیون عبور اثر در دینامیکی

از این رو  وهستند  ملاحظه قابل ساعت، بر کیلومتر 153

 یقطارها جمله از خاص یها استفاده برای FRPهای  عرشه

هستند  مناسب سرعت محدودیت بدون یرهایمس و ریالس عیسر

قابل ملاحظه  اعث کاهشبها استفاده از این نوع عرشه و

 .خواهد شد دینامیکی یها پاسخ
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Abstract  

Given the key importance of the bridges in transportation system lifelines and due to their high initial cost, 

there is a constant need for the study and monitoring of such structures. The FRP composites, due to their 

special characteristics including high specific modulus, high specific strength, corrosion resistance, low mass 

density, and modular construction, can be a good alternative for common bridge deck systems. Too much 

effort is devoted to implement FRP materials as a whole or in part in bridge construction. There have been 

several different methods of using FRP materials in bridges, including FRP stay-in-place forms for concrete 

decks and whole FRP bridge decks.  

Bridges constantly bear moving mass loads while due to technological progress the moving speeds are 

approaching higher and higher thresholds, so in this study, effects of moving mass on the dynamic response 

of steel-FRP and steel-concrete bridges are studied and compared. The deck and moving mass inertia 

substantially affect the dynamic response of the bridge system.  

To compare the effect of moving mass on both bridge types, at first, the multi layered beam method (MLB) 

for determining the FRP beam characteristics is reviewed and its applicability on determining the mechanical 

properties of laminated beams is investigated through comparison of this method results with numerical and 

experimental data. It is shown that by using the MLB method very good estimates of the mechanical 

properties of FRP composite can be achieved.  

Consequently, the problem of moving mass and its governing differential equations is reviewed and the 

numerical procedure for solving the set of governing PDEs of the moving mass problem is verified against 

experimental data. Comparing the theoretical results with the experimental data reveals that the presented 

methodology correctly estimates the dynamic response of beams subjected to moving masses. 

After setting up the theoretical framework for the moving mass problem on steel-FRP bridges, the effect of 

moving mass loading on the dynamic response of steel-FRP and steel-concrete bridge systems is investigated. 

The results indicate that the mass per length and the stiffness of the deck significantly affect the response of 

the bridge subjected to moving mass. These effects are captured through two different main parameters 

which characterize the dynamic behavior of beams subjected to moving masses. The first parameter is the 

Critical Influential Speed (CIS) at which the maximum deflection of deck at certain location happens. The 

calculated CIS through the aforementioned methodology indicate that the CIS for steel-FRP system is 

significantly higher than steel-concrete system. 

The second important parameter which is determined is the Dynamic Amplification Factor (DAF) which is 

defined as the ratio of maximum dynamics deflection at the midspan of the beam to its static value. The 

corresponding results of the DAF indicate that the steel-FRP bridges are less influenced by the moving 

masses than steel-concrete bridges of the same stiffness. It is shown that the values of DAF are lower in the 

case of steel-FRP bridge. It can be concluded that this will result in lower vibration amplitudes, which will 

contribute to higher fatigue life of the bridge system. Regarding these results, this system can be advised in 

the cases of high and ordinary speed transportation.    

  
Keywords: FRP composites, Bridge deck, Moving mass, Critical Influential Speed (CIS), Dynamic 

Amplification Factor (DAF) 
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