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 چکیده

ای از معاادت  ااا ک  اه بیاافرر فرآينادیای فیري ای ر  دادی در سی ا ک        جريان آب زيرزمینی توسط مدل آب زيرزمینی به وسیله مجموعه

یاای عاددی م عاددی    شود و توسط روشیا برای  ل سی  ک، يک معادله ديفراف یل در فظر گرف ه میشود. در اين مدلسازی میشبیهی  ند، 

مافادگار  آب زيرزمینی در شرايط جريان معادله  پژویش. در اين شودمی البدون مش  و روش یمچون تفاضل محدود، روش اجرای محدود

اسالایين اسا فادی   و بی (NURBS)قرار گرفت. برای ال اين معادله از روش ايروژئوم ريک بر اساس توابع پايه فربر در آبخوان آزاد مورد مطالعه 

اسا فادی از ايان روش اجاک    ف ااي  فااان داد   آبخوان دشت بیرجند ال و سطح آب زيرزمینای محاسابه و ترسایک شاد.      برای شد. اين روش

-، به طاوری بات است ،به دلیل اس فادی از توابع پايه فربر محاسبه شدی بر اساس یندسه دقیقمحاسبا  را به طور چامریری  ایش و دقت آن 

 بدست آمد. 995/2و  222196/2میافرین خطای ف بی و خطای جذر میافرین مربعا  به ترتیب  ه 

 

 ، بی اسلایين.، توابع پايه فربرآبخوان آزاد، شرايط مافدگار :کلیدی‌واژگان

 

‌مقدمه‌-1
ال معادت  ديفراف یل ااا ک بار رف اار ياک سی ا ک از      

یاای علاوو و   تارين م اائلی اسات  اه یماواری در زمیناه      مهک

گیارد. از آفجاا  اه تنهاا ماوارد      مهندسی مورد بحا  قارار مای   

یاای  تاوان م ا میما باا روش   معدودی از اين معاادت  را مای  

یای عددی زيادی در چند دیاه اخیار   تحلیلی ال فمود، روش

یای عاددی  برای ال چنین معادتتی پیانهاد شدی است. روش

افد و امروزی به  مک با ظهور  املایوتریا رشد چامریری داش ه

معاادت  ب ایار پیچیادی در     تاوان مییا  املایوتریا و اين روش

یای عاددی  روشبرخی از  را ال فمود.یای م نوع علوو اوزی

معروف عبارتند از روش تفاضل محدود، روش اجرای محدود، 

یای بدون یای جديدتر مافند روشروش فماط محدود و روش

یا یريک در پای ديراری آمادی و باه دفباال      مش  ه اين روش

ايجاد  ارايی، دقت، سرعت بااتتر و ايجااد ام افااتی جديادتر     

 از [.1]افاد  بلای باودی  یای قرفع ما ی  روشبرای ال م ائل و 

 ه روشی  استیا روش اجرای محدود پر اربردترين اين روش
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ايان   عددی برای ال تمريبی ب یاری از م ائل مهندسی اسات. 

روش يک م ئله با بینهايت درجه آزادی را باه ياک م ائله باا     

تا بدين وسیله ال آن ساادی   ردیدرجا  آزادی محدود تبديل 

ود از توابع پايه دروفیاب تگرافاژ  تر شود. در روش اجرای محد

ای اس فادی شدی اسات  اه تمرياب    و یرمیت به صور  گ  ردی

گیارد. اماا   اين توابع صور  مای  سازی فضای ال و یندسه با

دقیق ياک مادل فیري ای را برداشات     توافد یندسه اين روش فمی

 [.2] فمايد

توساط ییاوز و    1229در ساال   1یندسای روش تحلیل یک

اجارای  ی رفع ش اف موجود بین دفیاای تحلیال   یم ارافش برا

فااو ايان روش   [. 3] ساازی  ااملایوتری معرفای شاد    محدود و مدل

. اسات برگرف ه از مفهوو ايروپارام ريک در روش المان محادود  

توابع پايه به  ار رف ه در توصیف دقیق یندسه در تمريب میدان 

 يان رو ايان روش تحلیال   شاوفد از ا ال فیر به  ار گرف اه مای  

یاای محاساباتی زياادی    . فناوریشودفامیدی می 1کايروژئوم ري

بااه عنااوان پايااه در تحلیاال از آفهااا تااوان وجااود دارد  ااه ماای

ه با  9و فربار  3اسالایين . اف خااب بای  اس فادی  ردايروژئوم ريک 

یای یندساه  عنوان پايه اولیه به دلیل پر اربرد بودن اين فناوری

اسالایين  پیاارامان بای   . ازاستمحاسباتی در طراای مهندسی 

در  9یای يک مهندس فراف وی به فاو، پیر برياه توان از تیشمی

و اوايال   1562یا و سطوح بريه در دیه توسعه و معرفی منحنی

فاو برد. توابع پايه بی اسلایين بار اسااس الراوري ک     1512دیه 

. الراوري ک  شدی استطی يک رابطه بازگا ی ساخ ه  6بور -دی

يک الروري ک پايادار عاددی اسات  اه در تعیاین      بور فیر  -دی

رود. ياک  یای اسلاییين در فرو بی اسلایين باه  اار مای   منحنی

توان باا تعیاین درجاه تمرتباهق، فمااط      اسلاییين را میمنحنی بی

فربار فیار االات     عبدسات آورد. توابا   8و بردار گریای  1 ن رلی

 ه تفاو  اصلی آن در ف ابت   ی  ندیا اسلایينتعمیک ياف ه بی

یا به عنوان يک پايه بارای  . فربراستدادن وزن به فماط  ن رلی 

                                                                                                     
1 Isogeometric Analysis Method 

2 Isogeometric Analysis 

3 B-Spline 

4 NURBS 

5 Bezier 

6 D-Boor C.R. 

7 Control Point 

8 Knot Vector 

ای قطعه قطعاه مرساوو باه    آفالیر ف بت به توابع پايه چند جمله

و ضامنا قادر     شاود شوفد و اصیح میراا ی تعمیک دادی می

فظیری را در میان يک مجموعه وسیع از برفامه یای  اربردی بی

یاای یندسای و   افد. اين قدر  يعنی تر یب توافايی ردیفرایک 

یای تحلیلای در بطان آفاالیر ايروژئوم رياک اسات. باه       توافايی

ايان روش توافاايی افاو توصایف      گی عمدیژعبار  ديرر وي

ي  اافی از یندساه دامناه محاساباتی در سراسار فرآيناد        دقیق

 [.  4]تجريه و تحلیل است 

وسایع در طرااای گرافی ای،     به طورتوان میتوابع فربر از 

وفااو و .  ااردعلااوو مهندساای و م افیااک محاسااباتی اساا فادی 

 د آموزشی م لب برای ال م ائل فوع اف اار بیضوی یم اران 

 فال و و یم ارانیمچنین . [5] فدمافند معادله پواسون ارائه  رد

اس فادی از روش آفالیر ايروژئوم رياک   برایافراری يک ابرار فرو

قرشای و  . [4] بعادی پواساون تهیاه فمودفاد    برای ال معادلاه دو  

روش اجرای محدود توسعه ياف ه برای تعمیک  از مفاییک یم اران

روش ايروزئوم ريک برای ال م ائل دو بعدی ترک در محایط  

یمچناین بارای    .یم افررد اس فادی و روابط را بازفوي ی  ردفد

خص فماودن  اارايی روش پیاانهادی دو م ائله اتسا یک      ما

چناین روش  ااوی ترک به  ماک روش ايروزئوم رياک و یاک   

ا ینی و  .[6] دادفداجرای محدود توسعه ياف ه مورد تحلیل قرار 

جديدی را معرفای  ردفاد.    برای ايجاد سطح دقیق روشیم اران 

از ای اين روش قادر است به سادگی و پس از افجااو مجموعاه  

مراال  وتای، توزيع مناسب فماط دادی و بردار گریی ما رک را 

از   ااران یمفوون و .  [7] اسلایين معرفی  ندبرای ايجاد سطح بی 

ايروژئوم ريااک باارای آفااالیر م ااائل جريااان  یاار اشااباع روش 

 ردفد. اين روش با اسا فادی از تواباع پاياه فربار دقات      اس فادی 

خطاای را باادفبال داشاات. باااتتری در دو االاات خطاای و  یر

و مرايااای اياان روش بااا ااال چناادين م اائله بااا   یاااويژگاای

ب لاه و یم ااران    .[8] خصوصیا  مواد مخ لف فاان دادی شد

جريان آب زيرزمینی در االت مافدگار باا اسا فادی از   به مطالعه 

در  LRاسالایين بهباود ياف اه    روش ايروژئوم ريک با تواباع بای  

در اطراف ديوار آب بند و در ياک   اطراف گوشه  یرقابل ففوذ،

ف ااي  فااان داد فار  یمررايای در      محیط فاایمرن پرداخ ناد  

م ائل، با افرايش درجه چند جمله ای افارايش مای ياباد. یاک     
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-چنین در م ائل جريان آب زيرزمینی با ممیاس بررگ اصایح 

شایر  آبادی و یم اران جرياان   [.9] یای محلی مفیدتر است

خلخل را توسط روش ايروژئوم ريک و توابع اشباع در محیط م 

پايه فربر مورد مطالعه قرار دادفد. ف اي  فاان داد  اه ايان روش   

 [.  10] سازی تغییرا  فاار منفذی خاک استقادر به شبیه

یای اخیر مطالعا  م عددی روی آبخوان بیرجناد  در سال 

بارای   1216صور  گرف ه است. صادقی و یم ااران در ساال   

یاای آبخاوان را باا اسا فادی از     بار فر  پملااژ دبی در چایاولین 

. آفهاا  [11] سازی چناد یدفاه بهیناه فمودفاد    یای بهینهالروري ک

سازی فاخ اه  با اس فادی از الروري ک بهینه 1219یمچنین در سال 

پارام ریای ییدرودينامی ی آبخوان دشت بیرجند را بهینه سازی 

برداری ه منظور مديريت بهریب سعیدی و یم اران. [12] فمودفد

بهیناه سااز آب    -از سفری آب زيرزمینی ياک مادل شابیه سااز    

. یماراز و  [13] زيرزمینی بارای آبخاوان بیرجناد ارائاه  ردفاد     

به مدل ازی آبخوان بیرجناد بار اسااس     2015یم اران در سال 

درفرو افارار م لاب و بررسای پاارام ر عادو       MODFLOWمدل 

. سعیدی و یم ااران در  [14]  ندپرداخ GLUEقطعیت به روش 

سطح آب زيرزمینای آبخاوان دشات بیرجناد را باا       1219سال 

اس فادی از  د منبع باز محاسبه  ردفاد. ف ااي  فااان داد ارتفااع     

سطح آب زيرزمینی از شرق به  رب و جناوب  ربای  اایش    

ساطح آب   2013 . قوچافیان و یم اران فیر در سال[15] يابدمی

و   MODFLOWیاای وان را با اس فادی از مادل زيرزمینی اين آبخ

WEAP مح امی و یم ااران در ساال   [16] سازی فمودفدمدل .

وش بادون  به مدل اازی جرياان آب زيرزمینای توساط ر     2017

در شارايط مافادگار در آبخاوان     گاالر ین -شب ه محلای پ اروو  

 . [17] دشت بیرجند پرداخ ند

مدل اازی جرياان آب زيرزمینای در     پژویشز اين یدف ا

در آبخوان آزاد دشت بیرجند با اس فادی از روش مافدگار شرايط 

 یايیپژویش ه تا نون در اين زمینه  استآفالیر ايروژئوم ريک 

. بدين منظور اب دا فارو ضاعیف معادلاه ماورد     افجاو فادی است

فظر ايجاد شد و سلاس با اس فادی از یندسه آبخوان ماورد فظار،   

محاسابه و در آفاالیر    آن اسلایين و فربر و ما ما وابع پايه بیت

ايروژئوم ريک مورد اس فادی قرار گرفت. در اف ها پس از اعماال  

توساط  شرايط مرزی مدل ساطح آب زيرزمینای بدسات آمادی     

محاسبه شدی توسط با سطح آب زيرزمینی روش ايروژئوم ريک 

شاادی ماااایدی روش تفاضاال محاادود و سااطح آب زيرزمیناای 

 مماي ه شد.

 

‌مواد‌و‌روش‌ها‌-2
 منطقه مورد مطالعه -2-1

تاا         آبخوان دشت بیرجند در محدودی عرض جغرافیاايی 

شرقی در اسا ان         تا        و طول جغرافیايیشمالی       

موقعیت آبخاوان دشات    ق1تش ل  قرار گرف ه است.خراسان جنوبی 

   دید.بیرجند را فمايش می

 
 موقعیت جغرافیايی دشت بیرجندتبدون ممیاسق -1شکل 

 
FIG. 1 Geographical location of Birjand Plain (without scale) 

 

 یلوم ر مرباع و م وساط ضاخامت     169 م اات آبخوان

چاای   152م ار اسات. در ساطح ايان آبخاوان       32اشباع آن 

است  اه موقعیات آفهاا در     شدیچای ماایدی  12برداشت و 

وسعت  ل اوضه آبرير ادود  بل فمايش است.قاق 1تش ل 

دشت و آن  یلوم ر مربع  1383 ه  است یلوم ر مربع  3928

منااطق خااک    و. دشات بیرجناد جار   استمابمی ارتفاعا  

 [.18] دشومح وب میايران 

 

 تبدون ممیاسقیندسه آبخوان و شرايط مرزی  .2ل شک

‌
Fig. 2. Aquifer geometry and boundary condition (without 

scale) 
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 تحلیل ایزوژئومتریک -2-2

تر یبی خطی از توابع پايه  p، از درجه       منحنی فربر، 

 ه ضرايب آن مجموعه ای از فمااط  ن ارل   فربر است، به طوری

 :[19] استدادی شدی 
 

     ∑           
 
                                             ق      1ت 

 

ابع پايه ت        مخ صا  فماط  ن رل و    تعداد فماط  ن رل،  nه  

 شود:فربر است و به صور  زير تعیین می
 

        
         

∑          
 
   

                                       ق   1ت

 

امین فمطاه  ن ارل،    jو  iوزن  یر صفر اخ صاص دادی شدی به      ه 

  در جهات   pفیر تابع پايه بی اسلایين تک م غیری از درجاه          

، pاسالاییين از درجاه   پايه بی عای از تواب. برای ساخت مجموعهاست

با توالی  یر  ایاای از اعاداد امیمای در فضاای         κبردار گریی 

  ه: شود به طوری، تعريف می[   ] 𝜖  پارام ری، 
 

κ    { 
 

      
 
    

     
  }              ق       3ت 

 

 شود.امین گری فامیدی می i    ه 

باار ت ارار    p+1یا در اب دا و اف های باردار گریای   اگر گری

شود. در آفاالیر جهات ارضاای    شوفد، بردار گریی باز فامیدی می

ويژگی دل ای  روف ر در فماط مرزی و اعماال م ا میک شارايط    

عموما باردار گریای بااز اسا فادی     مرزی ضروری در اين فماط، 

اسالایين تاک   با داش ن بردار گریی، تابع پاياه بای   [.8]شود می

دی باور محاسابه   -توسط رابطه بازگا ی  ا س        م غیری 

 شود:می
 

        {
           

           
                 ق   9-1ت              

        
    

       
          

        

           
  ق9-1ت                      

 

تابع پايه بی اسلایين ساخ ه شدی از بردار گریی باز در یار  

 .اسات دو اف های فضاای پارام رياک دارای خاصایت دروفیاابی     

اسالایين باا خاصایت دروفیاابی در     ای از توابع پايه بیمجموعه

 .  [8] قابل ماایدی است ق3تی پارام ری در ش ل اف های فضا

      κاسلایين ساخ ه شدی با بردار گریی باز توابع پايه بی. 3ل شک

 
fig. 3. B_spline function constructed with open knot vector 

κ     
 

در  qو در جهت   در جهت  p ، از درجه      سطح فربر

 شود:به صور  زير بیان می  جهت 

 

       ∑ ∑     
   

  
   

 
   ق                      9ت            

 

    مخ صاا  فمااط  ن ارل در دوجهات و           ه 
   

(     

-توابع پايه دو م غیری فربر ی  ند و به صور  زير تعرياف مای  

 شوفد:
 

    
   

(     
                  

∑                   
 
   

   ق                         6ت 

 

به ترتیاب تواباع           و         وزن دوبعدی،       ه 

  در جهت  qو از درجه   در جهت  pاسلایين از درجه پايه بی

ق با ياک باردار گریای    1-9و 1-9یای تاز فرمول        .است

κ     شابیه باردار گریای     یايیويژگی هκ      دارد، پیاروی

  ند.می

توان با اس فادی از توابع اسلایين را میما ما  توابع پايه بی

پايه بی اسلایين درجه پايین تر بیاان فماود  اه الب اه باه دلیال       

 رسد.ق بديهی به فظر می1-9و 1-9بازگا ی بودن روابط ت

و  p او برای ياک چناد جملاه ای از درجاه     iما ق درجه 

 به صور  زير فاان داد:توان می   κ بردار گریی

 

 

  
        

 

       
          

 

           
ق    1ت              
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تاوان آن را  ق مای 1گیری پی در پی از یر سمت رابطاه ت با ما ق

 برای ما ما  باتتر به صور  زير تعمیک داد:
  

  
         

 

       
 
    

  
              

 

           
 
    

  
    ق8ت                

                                

در اضور فماط ت راری مخار    ار بعضای از ضارايب فاوق      

مم ن است صفر شود. یر زمان  ه اين اتفاق اف اد ممدار ايان ضارايب   

-خصوصیا  توابع پايه فربر مای  [.20] شوفد ی صفر در فظر گرف ه می

 توافد به صور  زير خیصه شود:

∑جرئی از وااد بودن؛ -     
 
         

 ؛         فامنفی بودن،  -

پذيری بار قابلیت ما ق     ، pتوابع پايه درجه  -

در بردار    تعداد ت رار گری    دارفد  ه    پیوس ه روی گری 

 باشد.یگریی م

        دید  ه پا یبافی پا یبافی محلی: اين خاصیت فاان می -

در سه بعدی، تعداد توابع پايه  یر صفر برای  .است [         ]در بازی 

. بناابراين  است                  يک بازی گریی خاص 

                تعداد  ل فماط  ن رل یار الماان برابار    

 [.8]است       

اسالایين  یاای بای  تارين الراوري ک  افرودن گری ي ی از مهک

 برخی از  اربردیای آن عبارتند از: است.

 محاسبه فماط و ما ماتش روی منحنی و سطح -

 تم یک بندی منحنی و سطح -

ضافه  ردن فماط  ن رل به منظور افرايش افعطاف پاذيری در  ا -

 [.20]سطح  ن رلت طراای دقیق تر و جذابق 

̂ گاری   خواسا ه شاود  بدين منظور اگر   [κ
 
 κ

   
    κباه   [

امین مراله افارودن گاری باا     rامین فمطه  ن رل جديد در  i شود،اضافه 

 شود:فمايش دادی و طبق رابطه زير محاسبه می     

                ق    5-1ت                             

   {

                           
 ̂   

           
            

                  

          ق   5-1ت 

 sدرجه توابع پاياه،   pفه شدی، اافديس بازی دربرگیرفدی گری اض k ه 

 .استتعداد ت رار گری اضافه شدی در بردار گریی 

   جریان دو بعدیمعادلات حاکم بر گسسته سازی  -2-3

 روش ایزوژئومتریک -2-3-1

معادله م  مل از زمان اا ک بر جريان در منطمه ايروتروپ 

گرف اه  در فظار   به صور  زير     با مرز  لی  Ωدو بعدی 

 شود:می

  ق12ت

  
    

  

  
  

 

  
    

  

  
  

 

  
    

  

  
     

 

 Hیدايت ییادرولی ی و  یای تاف ور مولفه           ه  

 ننادی و ياا   مولفاه تغذياه   Rو  (x,y,z)در یار فمطاه    بار پ اف یل

. اسات  تبه ترتیب با عیمت مثبت يا منفیق آبخاوان   نندیتخلیه

یای آزاد ضخامت تيه اشباع با تغییار ارتفااع ساطح    در آبخوان

ر ايان   ند. بارای اال معادلاه جرياان د    آب زيرزمینی تغییر می

فرضایاتی را در فظار گرفات  اه      1863االت دوپويی در سال 

 :[21]عبارتند از 

 جريان افمی است. الفق

 شیب ییدرولی ی م اوی شیب سطح آزاد است. بق

 یای  ه بر اساس فرضیا  دوپويی و معادله پیوس رمعادله

در شرايط وجود جريان دوبعدی و مافادگار اسا خرا  گرديادی    

 است عبار  است از:

  ق11ت

  
    

  

  
  

 

  
    

  

  
     

ق معادله باه فارو        با در فظر گرف ن آبخوان یمرن ت

 شود:زير سادی می

)]  ق11ت
    

   )  (
    

   )]     

ق باه روش ااداقل   11ساازی معادلاه ت  باه منظاور گ  ا ه   

 شود:مییای وزفی اجراء محدود به صور  زير عمل باقیمافدی

∫    (
    

    
    

   )     ∫      
 

 

 

 
ق                 13ت  

گیری جرء به جرء معادله باه صاور    با اس فادی از اف ررال

 شود:زير سادی می

 [∫   
   

  
   ∫

   

  
 

   

  
  

 

 
 ∫   

   

  
  

 

 
 

 

 

∫
   

  
 

   

  
  ]

 

 
  ∫      

 

 
                             ق 19ت 

    

در آبخوان دشت بیرجند جريان فرمال وارد يا خاار  شادی   

معادله باه   پس استنق صفر آتشرايط مرزی فیوم از مرز آبخوان

 :شودصور  زير تبديل می
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  [∫
   

  
 

   

  
   

 

 ∫
   

  
 

   

  
  

 

 
]   ∫      

 

 
  ق19ت

                                                 
   با جايرذاری معادله 

  
   

  

  
 ق داريک:19در رابطه ت 

   [∫
   

  
 

  

  
   

 

 ∫
   

  
 

  

  
  

 

 
]   ∫      

 

 
   ق16ت

                                                

 :استیبی خطی به صور  زير تر  Hتخمین عددی تابع 

  ∑           
 
                                           ق11ت    

پاس از جايراذاری   یمان توابع پايه ی ا ند.            ه 

 باا در فظرگارف ن   و ق16در فارو ضاعیف معادلاه ت   ق 11معادله ت

 شود:سی  ک خطی زير ااصل می i=1, … , nبرای       

 [∫
   

  
 

   

  
   

 

 ∫
   

  
 

   

  
  

 

 
]    ∫      

 

 
ق18ت   

باه   و باردار مجهاوت      ، باردار     ه مااتريس ساخ ی   

 شوفد:ترتیب مطابق روابط زير تعريف می

[ ] ق15ت  ∫
   

  
 

   

  
   

 

 

∫
   

  
 

   

  
  

 

 

 

[ ]  ق12ت  ∫           ∫     
 

 

 

 

 

          ق11ت

 

فااان دینادی میاران تخلیاه و تغذياه در       fماتريس بار ياا  

یای برداش ی از سافری   باشد. اين تخلیه و تغذيه، دبیآبخوان می

و يا ورودی به سفری را  ه به صور  گ  ردی و م مر ر ی ا ند  

دبی گ ا ردی   qاو و k چای دبی م مر ر     ه  دید.را فاان می

 دید.یمچون بارفدگی يا تبخیر را فاان می

 

 تفاضل محدودروش  -2-3-2

شاود  ق به ش ل زير فوش ه می11معادله ت     با قراردادن

 [:22]  ه يک معادله  یر خطی است

)]  ق11ت
   

   )  (
   

   )]     

 شود:سازی میق به ش ل زير گ   ه11بنابرين معادله ت

 ق13ت
 

 
[(

                   

     
)

 (
                   

     
)]    

ق باه شا ل زيار    13فرض شود معادله ت        اگر 

 شود:فوش ه می

               ق19ت
                           

 
 

   

 
 

آب  در واقع محاسبه تراز آب در یرفمطه از شب ه فیاز باه تاراز  

 .ددر چهار فمطه اطراف آن دار

 

 روش ایزوزئومتریک   درستی آزمایی -2-4

به منظور ارزيابی روش ايروزئوم ريک در مدل اازی جرياان   

آب زيرزمینی، آبخوان فرضی محصوری در شرايط دو بعدی در 

[. یندسه فرضی آبخوان و 23] االت مافدگار در فظر گرف ه شد

 ق9ت، در شا ل  اسات شرايط مرزی م ئله  ه از فاوع درياالت   

 قابل ماایدی است.  

 

 یندسه آبخوان و شرايط مرزی. 4شکل 

 
fig. 4. Aquifer geometry and boundary condition 

 

 سطح آب زيرزمینی بدست آمدی از روش ايروژئوم ريک. 1جدول 

Num X Y HIGA(m) HFDM(m) 
Exact 

solution 

1 0 0 0 0 0 

2 0 5 0 0 0 

3 0 10 0 0 0 

4 0 15 0 0 0 

5 5 0 0 0 0 

6 5 5 333.3 333.4 333.3 

7 5 10 666.7 666.7 666.6 

8 5 15 1000 1000 1000 

9 10 0 0 0 0 

10 10 5 666.7 666.7 666.6 

11 10 10 1333.3 1333.4 1333.3 

12 10 15 2000 2000 2000 

13 15 0 0 0 0 

14 15 5 1000 1000 1000 

15 15 10 2000 2000 2000 

16 15 15 3000 3000 3000 

Table 1. Groundwater level by isogeometric method 
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ساازی در آبخاوان برابار    سادی برایضريب یدايت ییدرولی ی 

m/day 1  اساات. ممااادير سااطح آب زيرزمیناای بدساات آماادی از

 فاان دادی شدی است. ق1تروش ايروژئوم ريک در جدول 

قابل مااایدی   9یک چنین سطح آب زيرزمینی آبخوان در ش ل 

 است.  

 

 سطح آب زيرزمینی آبخوان فرضی. 5شکل 

 
fig. 5. Groundwater level of the assumed aquifer 

 

توافاد  دید  ه روش ايروژئوم ريک میمی ف اي  مدل ازی فاان

 بینی  ند.سطح آب زيرزمینی را به طور موثری پیش

 

 یف متغیرهای مسئله جریان آب زیرزمینیتعر -2-4

فالیر ايروژئوم ريک آبرای تعريف توابع پايه مورد اس فادی در 

اب دا بايد درجه اين توابع بار ا اب یندساه آبخاوان تعرياف      

جهت جريان دو بعدی، درجه توابع پايه در شود. در اين م ئله 

فمااط   .در فظرگرف ه شد     برابر  در جهت و    برابر    

یاای وارد بار منحنای تعرياف شاد.       ن رلی اولیه بر پايه مماس

 yو در جهات   16برابار   xتعداد فماط  ن رلی در جهت بنابراين 

بار اسااس    . تعداد اعضای بردار گرییدرفظر گرف ه شد 1برابر 

درجاه تاابع پاياه     pو  تعداد فمااط  ن رلای   nت ه  n+p+1فرمول 

 .بدسات آماد   12برابار    و در جهات   12 ،   در جهات  قاست

 :تعريف شدیای مربوطه به صور  زير بردار گریی
 

κ    {        
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
ق 19ت {           

κ    {      
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
                        ق16ت {      

قابال  ق a-6ت مش  ن رلی ايجاد شدی در آبخاوان در شا ل  

یا بايد از ت نیک افارودن  ماایدی است. برای ريرتر  ردن المان

و تعريف جهت  بردار گریی جديد در یر دو گری اس فادی فمود.

ق محاسبه شد. فمااط  ن رلای   5فماط  ن رل جديد توسط معادله ت

قابال فماايش   ق b-6ت یای ايجااد شادی در شا ل   فهايی و المان

 111یای جديد، تعداد فماط  ن رلی از است. با اضافه  ردن گری

افارايش   836باه   19یاا از  فمطه و تعاداد الماان   1119فمطه به 

  يافت.

 ه عبارتناد   دارد ار یر ايروژئوم ريک با چهار فضا سروآفال

و فضااای فضااای پااارام ری، المااان مااادر  از: فضااای افدي اای،

قابال فماايش    ق1تفیري ی.  ه برای م ئله مورد فظار در شا ل   

گیاری گاوس   1در م ئله جرياان دو بعادی، از اف رارال     .است

 .ار فمطه اس فادی شدچه

ق و افجااو  15بارای محاسابه مااتريس ساخ ی از معادلاه ت     اال 

گیری، تزو است ما ما  با فراش ی باین سی ا ک مخ صاا     اف ررال

 لی و فضای پارام ری فربار اف ماال يابناد. ايان عمال باا اسا فادی از        

، افجااو  استماتريس ژا وبین  ه به ما ما  در دو سی  ک مخ صا  

 گیرد. بدين صور   ه:می

  |

  

  

  

  

  

  

  

  

|                         ق                          11ت

 شود:یای آن توسط رابطه زير محاسبه می ه مولفه
  

  
 ∑   

   
  

  
                   ق                            18ت 

 

   ه 

  
بودی و به راا ی باا محاسابه    ما ما  تابع پايه فربر  

 آيناد. مای  ق بدسات 1ما ما  توابع پايه بی اسلایين از معادله ت

تاوان ماا ما  تواباع پاياه فربار را      ا وبین میژپس از محاسبه 

 محاسبه فمود: x ,yف بت به 

  

  
    [

  

  

  

  

  

  

  

  

                                          ق15ت   [

  

  
    [

  

  

  

  

  

  

  

  

                                      ق     32ت [

 

 در ف یجه ماتريس سخ ی المان عبار  است از:

  ∬                  
 

 
ق                               31ت  

 شود:به صور  زير تعريف می B ه ماتريس 

  [

  

  
 

  

  
 
]

       

                     ق                  31ت 
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ق 12فیرو در تمامی فماط بجر فماط مارزی از رابطاه ت   بردار

شود. برای اعمال ید ارتفاعی در بردار فیرو به روش محاسبه می

توان یادیای موجاود را بادون    م  میک، با يک ترفند عددی می

اذف معادتتاان اعمال فمود. بدين گوفاه  اه ضاريب قطاری     

ضارب   1212ساخ ی را در  م ناظر فمطه  ن رلی مرزی در ماتريس 

فمود و ضريب م ناظرش در بردار فیرو را فیر برابر ممدار زير قارار داد  

[24]: 
 

ق                              33ت                         

 
و المان بندی فهايی  . فماط  ن رل فهايی6-1مش  ن رلی اولیه  .6ل شک

 تبدون ممیاسقیندسه آبخوان 

 
Fig. 6. (1) Initial control mesh (2) Final control points and 

element placement for aquifer geometry 

 

 شرح تصويری اجراء فربر برای سطح آبخوان فرضی مورد فظر. 7ل شک

 
Fig. 7. A pictorial explanation of NURBS elements for the 

aquifer surface 

برای محاسبه ید آب زيرزمینی در فماط  ن رلای باه چهاار    

یاای  شارايط مارزی، چاای    :اسات زيرمجموعه از اطیعا  فیاز 

برداشت، میران تغذياه و تخلیاه در آبخاوان و مماادير یادايت      

 .ییدرولی ی
 

 شرایط مرزی -2-4-1

سازی جريان آب زيرزمینی دو فاوع شارايط    به طور  لی در مدل

 تديرياالتق و ديراری جرياان ثابات     ثابات  مرزی وجود دارد؛ یاد 

 [. آبخوان دشت بیرجند، تنها شرايط مرزی باا یاد ثابات   25] تفیومانق

جبهاه ورودی و ياک جبهاه خروجای باه       5دارد. اين مرزیا شاامل  

یاايی   ايان مرزیاا باا فلاش     ق8ت صور  زی ش است  ه در شا ل 

یای ورودی و خروجی بار اسااس    محدودی جبهه.. افد ماخص گا ه

فماه خطوط یک پ اف یل آب زيرزمینیتايروپیرِق آبخوان بیرجند تهیاه  

شود، خطوط جريان ورودی و خروجی مارز، عماود بار خطاوط      می

 افاد  ای ی  ند  ه تا مرز آبخوان  ایدی شدی یک پ اف یل آب زيرزمینی

[17]  . 
 

 های برداشتچاه -2-4-2

در اين  گیرد.یا صور  میچای برداشت از آبخوان از طريق

فها در ش ل آالمه چای وجود دارد  ه موقعیت  152آبخوان 

 با فماد دايری قابل ماایدی است. ق1ت

‌

یای ورودی و خروجی معرفی شدی در آبخوان دشت  جبهه. 8شکل 

‌بیرجندتبدون ممیاسق

 
Fig. 8. Inflow and Outflow pathway Introduced in Birjand 

Aquifer (No Scale) 
 

 مقادیر تغذیه و تخلیه -2-4-3

در آبخوان بیرجند ممدار بارفدگی با توجه به اقلیک خاک 

ممدار بارفدگی به عنوان تغذيه در  %19منطمه ب یار  ک است و 
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برای اين اعمال شدی در مدل بارفدگی . شودفظر گرف ه می

بیرجند  یای اي  رای باران سنجی دشتآبخوان بر اساس دادی

 . است روزر بم ر  2222111/2برابر با  1352-1351در سال 
 

 kهدایت هیدرولیکی -2-4-4

طیعا  یدايت ییدرولی ی در آبخوان دشت بیرجند ا

چندضلعیق ت به چندين تی ن یمرن GISافرار توسط فرو

یای فربر ايجاد شدی بنا به اين ه المان [.18] تم یک بندی شد

شان در  داو تی ن است، عدد تی ن موقعیت قرار گیری

مربوطه به آفها اخ صاص ياف ه است. ممادير یدايت ییدرولی ی 

 فاان دادی شدی است.  ق5تدر یر چندضلعی در ش ل 

 
 [.18]یدايت ییدرولی ی آبخوانتبدون ممیاسق .9شکل 

 
Fig. 9. Hydraulic conductivity in Birjand aquifer (without 

scale) 

 

 نتایج‌-3

پس از ساخت یندسه توسط فماط  ن ارل و باردار گریای    

و محاسبه توابع فربر و ماا ما  آن،   1-9معرفی شدی در بخش 

ماتريس سخ ی و بردار فیرو، مطاابق توضایحا  ذ ار شادی در     

ماتريس مجهوت  بارای فمااط  ن ارل     سلاس م لب بدست آمد.

طح محاسبه و با جذر گرف ن از ماتريس مجهاوت ، ارتفااع سا   

آب زيرزمینی برای فماط  ن رل مربوطه محاسبه شد. باه منظاور   

سازی باا ايان روش، مماادير ساطح آب     اطمینان از صحت مدل

باا مماادير   توساط روش ايروزئوم رياک   زيرزمینی بدست آمدی 

محدود و تفاضل محاسبه شدی توسط روش سطح آب زيرزمینی 

 ماااایدی شاادی در پیروم ریااای آبخااوانسااطح آب زيرزمیناای 

آب زيرزمینای بدسات آمادی از     سطحبدين منظور  مماي ه شد.

 ق1تمدل در فماط فرديک به پیروم ریاا دروفیاابی شاد. جادول     

دیااد. قاباال ذ اار اساات  ااه ف اااي  اياان مماي ااه را فاااان ماای

 مااخص با فماد م  طیل  ق12تای در ش ل پیروم ریای ماایدی

در  مماي ه ساطوح آب زيرزمینای  ق 11تچنین ش ل یک افد.شدی

سه االت ماایداتی، محاسباتی توسط روش ايروژئوم رياک و  

 دید. تفاضل محدود را فمايش می

 
 مماي ه ف اي  مدل و ماایداتی.2جدول 

Nu
m IGA(m) FDM(m) 

Observ(m
) 

Relative 

error 

IGA 

Relative 

error 

FDM 

1 
1263.7

9 

1263.89

5 
1264.30 0.0004 0.0003 

2 
1289.8

3 

1290.57

2 
1290 0.0001 0.0004 

3 
1306.9

1 

1306.88

1 
1306.87 0.0003 

0.00000

8 

4 
1300.5

0 

1300.74

5 
1300.43 

0.0000

5 
0.0028 

5 
1299.9

6 
1300.55 1300.77 0.0006 0.0002 

6 
1309.7

4 

1309.87

4 
1309.98 0.0002 0.00008 

7 
1322.4

7 

1321.80

6 
1322.41 

0.0000

5 
0.0005 

8 
1342.3

8 

1341.24

7 
1342.24 0.0001 0.0007 

9 
1362.4

8 

1362.95

5 
1362.9 0.0003 0.00004 

10 
1393.1

5 

1392.44

9 
1392.2 0.0007 0.0002 

Table 2. Comparison of model and observation results 

 
 یای ماایدی ای در آبخوان بیرجندموقعیت چای -11شکل 

 
Figure 10 - Observation wells position in the Birjand 

aquifer(without scale) 

 

میافرین خطای ف ابی   1با توجه به ممادير موجود در جدول 

است  ه در مماي اه باا ممادار     222196/2روش ايروژئوم ريک 

، ب یار  م ر است. ايان  222911/2آن در روش تفاضل محدود 

فااان از قادر  بااتی    ممدار اخ یف و میافرین خطای ف ابی  

  دارد. ايروژئوم ريکروش 
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مماي ه سطوح آب زيرزمینی در سه االت ماایداتی، محاسباتی  .11شکل 

 توسط روش ايروژئوم ريک و تفاضل محدود

 
Fig. 11. comparative results of simulated and observed head 

for both FDM and IGA methods. 

 

 ارزیابی عملکرد مدل -3-1

برای تاخیص عمل رد مدل از خطایای میاافرین، میاافرین   

مطلق و جذر میافرین مربعا  اس فادی شد. اين خطایا به ترتیب 

‌شوفد.محاسبه می ق33تا  31تاز روابط 

   
∑        

  
   

 
                                            ق31ت

    
∑ |     |

 
   

 
                                           ق31ت

     √
∑        

  
   

 
                            ق          33ت
 

به ترتیب سطح آب زيرزمینای مااایدی      و    ن آ ه در 

-ا مای بیافرر تعاداد پیروم ریا   nسازی شدی است و شدی و مدل

یاااای بااارای روشف ااااي  خطایاااای ماااذ ور  [. 11] باشاااد

مااخص   3در جادول  ايروژئوم ريک و روش تفاضل محادود  

 افد.شدی

 

 محاسبه خطایای میافرین، مطلق میافرین و جذر اداقل مربعا  .3جدول 

 IGA FDM 
ME(m) 0.09 0.321 

MAE(m) 0.34 0.404 
RMSE(m) 0.459 0.566 

Table 3. Calculation of mean error, absolute mean error and 

root mean square error 
 

م ار قارار     5/1در باازی   RMSE اه ممادار خطاای    زمافی

با توجه به ممادير [. 26] داش ه باشد، ممدار خطا قابل قبول است

ممدار خطایا قابل قبول بودی بنابراين اس فادی از ايان   ق3تجدول 

ب زيرزمینی  ارآماد و دقیاق   آروش به منظور مدل ازی جريان 

 .است

زيرزمینی آبخوان بیرجند با اس فادی از ممادير ورودی، بیین آب 

 ق9تجدول یا و ذخیری آب در دشت محاسبه شد. برداشت

 مدی از مدل برای آبخوانآبیین واقعی و بیین بدست مماي ه 

  دید.دشت بیرجند را فاان می
 

 در شرايط مافدگارآبخوان مورد فظر واقعی و بیین مدل بیین . 4جدول 

 Model(MCM) Real cond(MCM) 
Q inflow 36.7 29.17 
Q outflow 18.93 10.62 
Recharge 28.62 27.41 
Discharge 79.44 79.44 

Volume change 33.05 33.48 
Table 4. Actual Bill and Bill for Aquifer Model in in steady 

state. 
 

 برابرطبق جدول میران تغییرا  اجک در بازی زمافی مد فظر 

MCM 29/33  است. میران تغییرا  اجک در شرايط واقعی

در ف یجه با بررسی دو بیین و مماي ه  است. MCM 98/33برابر

آبخوان در گردد  ه تغییر اجک آن دو با ي ديرر ماخص می

-مدل فرديک به تغییرا  اجک آبخوان می بازی زمافی مورد فظر

 باشد  ه فاان دیندی دقت مدل است.
 

‌نتیجه‌گیری‌-4
تارين  اریاا   سازی جريان آب زيرزمینی ي ی از اساسیمدل

-در اين مطالعه مدل .استیا مطالعا  عمیق روی آبخوان برای

سازی آبخوان آزاد دشت بیرجند واقاع در خراساان جناوبی باا     

شاد. ايان    افجااو  (IGA) اس فادی از روش عددی ايروژئوم رياک 

سازی یندساه و یاک در   روش از توابع پايه ي  ان یک در مدل

. اس فادی از اين روش عیوی بر  ردآفالیر ايروژئوم ريک اس فادی 

یای م عادد در  بندیاذف ما ی  بوجود آمدی فاشی از المان

سازی را برای م ائل با یندسه فاامنظک و  میدان ال، ام ان مدل

یندساه و محاسابه    ايجااد . پاس از  ساختپیچیدی را فیر فرایک 

فهاا، باا ورورد اطیعاا     آو ماا ما    (NURBS)توابع پايه فربر

یاای  ییادرولی ی، شارايط مارزی، دبای     تاولیه یمچون یاداي 

برداشاات و میااران تخلیااه و تغذيااه ماادل ايجاااد و سااطح آب  

در فهايت سطح آب  .شدزيرزمینی برای یر فمطه  ن رل محاسبه 
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محاسابه  ح آب زيرزمینی زيرزمینی به دست آمدی از مدل با سط

شاادی توسااط روش تفاضاال محاادود و سااطح آب زيرزمیناای   

یاا  ماایدی شدی در پیروم ریا مماي ه و خطای ف بی اين روش

 و قابال قباول  رضايت بخش بدست آمدی ف اي   محاسبه گرديد.

 ه میافرین خطاای ف ابی و خطاای جاذر میاافرین      بطوریبود 

 995/2و  222196/2باه ترتیاب   روش ايروژئوم رياک  مربعا  

م ر بدست آمد در ااالی  اه مماادير ايان خطایاا بارای روش       

. م ر است 966/2و  222911/2تفاضل محدود به ترتیب برابر با 

-لرا در ماد ايروژئوم ريک قدر  روش  يیممدار  ک خطا توافا

 داد.زی جريان آب زيرزمینی فاان سا
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Abstract: 

Solving the governing equations of a system is the most important issues that is always discussed in science 

and engineering fields. Since there are few equations that have analytical solution, many numerical methods 

have been proposed for solving the equations that have no analytical solutions. Numerical methods are 

developed by the advent of computers. Today, with using computers and these methods together, 

complicated equations in diverse areas can be resolved. Several numerical methods such as finite element 

method (FEM), finite difference method (FDM) and meshless (MFree) method have been suggested for 

solving partial differential equations. In this study, Isogeometric analysis method is engaged as a numerical 

method. Isogeometric analysis was developed by Hughes in 2005 in order to eliminate the gap between the 

world of finite element analysis and computer modeling. This method uses the same basis functions, in the 

process of modelling. Isogeometric method provides the possibility of simulation in irregular and complex 

geometry domains and also removes errors due to the multiple elements. Two variable NURBS basis 

functions are defined by B-spline basis functions. B-spline basis functions are calculated by the Cox–de Boor 

recursion. In this study, Birjand aquifer is modeled in two dimensions by the Isogeometric analysis using 

four-point Gauss integration method. After creating the geometry of the aquifer by control points and knot 

vector, NURBS basis functions and their derivatives were calculated. Then, with using input information, 

such as hydraulic conductivity coefficients, boundary conditions, precipitation rates and the sources and 

sinks, water table is computed. In order to allocate hydraulic conductivity coefficients of the aquifer, the 

domain is divided by the GIS software to multiple homogeneous Thiessen. According to the location of 

NURBS elements in the aquifer, a value has been assigned to NURBS elements. In Birjand aquifer there are 

boundary conditions with constant head. There are 190 wells in the Birjand aquifer, the Extracted water from 

the wells were used as the discharge rate in the model. Also, 15 percent of the amount of rainfall was 

considered as the recharge rate in 2011-2012 period, the value of recharge rate is 0.0000727 m/day based on 

rain gauges. In order to ensure the accuracy of modeling the results of Isogeometric method is compared 

with finite difference method solutions and observation data, the relative mean error of Isogeometric method 

is 0.000256. In order to evaluate the model, three criteria is calculated. Mean error (ME), mean absolute 

error (MAE) and root mean square error (RMSE) whose values are 0.09, 0.34, and 0.459 respectively. The 

values of the error and computation time has shown the power of this method in modeling of groundwater 

flow. Finally, Birjand aquifer groundwater balance was calculated using the input values, extracted water 

and water storage in plain. By studying the model balance and actual balance of aquifer and comparing them 

with each other, it is determined that the change in the volume of the aquifer in the time period considered is 

close to that of the aquifer, which indicates the accuracy of the model. 

 

Keywords: Steady Condition, Unconfined aquifer, NURBS Basis Function, B-Spline. 
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