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 چکیده
خواص است.  شدهارائه  (FGساخته شده از مواد ناهمگن تابعی ) شونده نماییباریک تحلیل پایداری ستون  برای نوینعددی  روش، یک این پژوهشدر 

توانی تغییر  توزیع مواد در راستای ضخامت تیر ثابت در نظر گرفته شده است، درحالی که در راستای طولی به صورت پیوسته و تدریجی و طبق قانون

به  در مرحله نخست تفاوت ناچیز ضریب پواسون مصالح سازنده تیر، مقدار آن در طول عضو ثابت در نظر گرفته شده است. به علتکند. همچنین  می

 بسطترکیب با مقطع متغیر نمایی با استفاده از  ای ماهیچه، معادله حرکت حاکم بر ارتعاش آزاد تیرهای منظور بررسی رفتار پایداری و ارتعاش آزاد این اعضا

آید و با  دست می به متناهی ای یک چند جمله به صورت. درنتیجه، فرم تقریبی تغییر شکل ارتعاشی تیر شود های توانی حل می سری و روش لورن  مک

ه به کمک در ادام .شود ارتعاشی محاسبه میطبیعی و با استفاده از روش حل مقادیر ویژه مقدار فرکانس  برنولی-اویلر جایگذاری شرایط مرزی حاکم بر تیر

، مقدار بار کمانش بحرانی تعیین آزاد و با توجه به تشابه فرم تغییر شکل اعضای الاستیک تحت تحلیل پایداری و ارتعاشانرژی پتانسیل  کمینهاصل 

و  اعتبارسنجی، نتایج عددی حاصل از تحلیل پایداری و ارتعاش آزاد برای اعضای ساخته شده از مواد همگن و یا تابعی ارائه شده برایدر پایان  .شود می

 مسائل، ی. در تمامبحرانی و فرکانس طبیعی ارتعاش مورد بررسی قرار گرفته است کمانش گاه بر بار تاثیر تغییرات سطح مقطع، توان ماده تابعی و نوع تکیه

 ارائه شده به اثبات رسیده است. عددیروش  درستیکارآمدی، دقت و 

 

 حداقل انرژی پتانسیلاصل سری توانی، تیر باریک شونده نمایی، ماده مدرج تابعی، تحلیل پایداری،  ها: کلید واژه
 

 مقدمه -1

( به عنوان مصاالح  FG)1در طی سالیان گذشته مواد مدرج تابعی

باه خاود معطاو     را  مهندسی جدید، نظار بسایاری از پژوهشاگران   

 افازایش . هد  اصلی از ساخت و گسترش این مصاالح  است ساخته

هاای   هاا و کارنش   ای و کنترل تنش های مختلف سازه قسمت ییکارآ

                                                                 
1 Functionally Graded  

مناساب ماواد مادرج تاابعی از قبیال       هاای ویژگای . اسات ناخواسته 

و دماای   مقتضی شرایط شایمیایی استحکام بالا، وزن پایین و مقاومت 

هاای مختلاف شاده     زیاد سبب توسعه استفاده از این مصالح در زمینه

نقطه توسط یک قانون اخاتط    هر هایویژگیاست. در این مصالح، 

اجزای تشاکیل دهناده و بار     هایویژگیمناسب به صورت تابعی از 

ماواد هدفمناد    .شوند ها در هر نقطه تعریف می مبنای کسر حجمی آن
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هاای   عمدتا به شکل ترکیب فلز و سارامیک کااربرد دارناد. در ساال    

باالا مانناد   بسایار  های با دمای اخیر استفاده از مواد هدفمند در محیط

یااز در ساااخت  ای، کارخانجااات شاایمیایی و ن  رآکتورهااای هسااته 

. اسات  های با سرعت باالا، اهمیات بسایار زیاادی پیادا کارده       سفینه

 کاه  منشاوری  عضاوی  باه  نسابت  1عضو با مقطع متغیر یکهمچنین 

بیشاتری برخاوردار    باربری است، از توان مقطع بزرگتری سطح دارای

 کارآمادی هاای   از روش اساتفاده  دنبال به مهندسان بیشتر . امروزهاست

باا   نتیجه در ها بتوانند وزن سازه را کاهش دهند. هستند تا به کمک آن

اعضاای ییرمنشاوری و مصاالح مادرج تاابعی،       هاای ویژگیترکیب 

 هام  و ای افازایش  مطحظاه  قابل صورت به را باربری توان ظرفیت می

 اقتصاادی  جاویی  صارفه  نظر از نکته این داد. کاهش را سازه وزن زمان

به آنکه تعیین مقدار دقیق بار کمانشای و    با توجه .زیادی دارد اهمیت

بارای   باه ویاژه  های الاستیک خطای   فرکانس طبیعی ارتعاش سیستم

ای در  ویاژه  ها به عنوان یکی از اعضای اصلی ساازه از اهمیات   ستون

در ایاان پاژوهش باه تحلیال پایااداری و     طراحای برخاوردار اسات،   

ارتعاشی اعضای ییرمنشوری با مقطع متغیر نمایی و سااخته شاده از   

 پرداخته شده است.  تابعی مواد مدرج 

با مقطع متغیر باه منظاور تعیاین      تحلیل پایداری ارتجاعی ستون

مهندسای   هاای پاژوهش بار کمانش بحرانی سابقه بسیار طاولانی در  

[ 3] 4[ و بازاناات2] 0چاان، [1] 2کونتیموشااه، دارد. در ایاان زمیناا 

های تقریبی عددی و یا حل بساته   های متعددی بر مبنای روش روش

هاای الاساتیک باا شارایط      معادله دیفرانسیل حاکم بر پایداری ساتون 

[ حال مساهله کماانش و    4] 9فریش فای ارئه نمودند.  مرزی مختلف

روی محاوری  یک المان منشوری باا نیا  تعیین نیروی کمانش بحرانی 

را با استفاده از روش تحلیلای   یکنواخت تحت شرایط مرزی مختلف

که از بالا تاا پاایین    ستونیو بار کمانش بحرانی  دادمورد مطالعه قرار 

و  ارباابی  .مهار شده بود را با استفاده از انتگارال بسال محاسابه نماود    

باا ضاخامت    ی ییرمنشاوری هاا  ساتون تیرکمانش الاساتیک  [ 5] 1لی

کمااانش  [ 6] 1ساایگنر .متغیاار در طااول را مااورد بررساای قاارار داد 

را با تغییرات خطای ساختی خمشای در طاول      ی مخروطیها ستون

                                                                 
1 Non-prismatic member 

2 Timoshenko 

3  Chen 

4  Bazant 

5  Frisch-Fay 

6 Arbabi and Li 

7 Siginer 

بررسای باار   [ باه  7] 8وارموپلاوس  رافتویاانیس  .ندعضو بررسی نمود

ه و خاروج از  یی با نقص اولای و پلهاچهیاعضای ماه بحرانیکمانش 

مطالعه، به منظاور حال معادلاه دیفرانسایل     ن یادر . ندت پرداختیمرکز

ه و یا ک انحنای اولیوان به صورت تنقوص را می مرتبه چهار پایداری

باا اساتفاده از رواباط    [ 8] 9و همکاران . صفاریندفرضی در نظر گرفت

باا اعضاای    داریبشا ای هقاا  ب طاول ماوثر بارای    یب افت ضار یش

داری یا پا بیضارا  در روش ارائه شاده، . ندبدست آورد را یاچهیماه

ایی که ساطح مقطاع اعضایشاان باه     هبرای قا ب افت یدر روابط ش

است.  شدهصورت خطی در طول عضو در حال تغییر است، اصطح 

ها با مقطع متغیار   بحرانی ستونکمانش نیروی [ 9] 13و کاظمی رهایی

و باه کاار   روش انارژی   باا اساتفاده از  در مودهای مختلف را پلکانی 

بردن اصل تشابه تغییر شکل کمانشی و ارتعاشای اعضاای الاساتیک،    

معادلاه دیفرانسایل حااکم بار     [ 10] 11و آتاای  کوشکن. ندنمودتعیین 

و مقادار باار   حل نموده با استفاده از روش تکرار تغییرات کمانش را 

و  . اکاای ناد را تعیاین نمود  ها با مقاطع ثابات و متغیار   ستونکمانشی 

[ بااا اسااتفاده از روش تکاارار تغییاارات بااار کمااانش 11] 12همکاااران

دسات   هاای چااب باه    کمانشی را بارای ساتون   بحرانی و تغییر شکل

 .  ندآورد

به منظور مطالعه مساهله کماانش و ارتعااش     پژوهشگرانبرخی 

هاای   آزاد و محاسبه ماتریس سختی اعضای الاستیک، از روش سری

ا هیکای از بهتارین روش   ای تاوانی هاند. بسط ساری  توانی بهره گرفته

ای بالا و ضرایب متغیار  هبرای حل معادلات دیفرانسیل خطی با مرتبه

. در ایاان روش، کلیااه پارامترهااای متغیاار دخیاال در معادلااه   اساات

شوند و باا   تخمین زده  ای جملهبا استفاده از توابع چند ددیفرانسیل بای

افزایش تعداد جمطت سری، تاابع جاوا  باه مقادار دقیاق همگارا       

شود. به منظور تحلیل کمانشی و ارتعاشی تیرهای متکی بار بساتر    می

[ از بساط تاابع تغییار مکاان     12] 10و کطستورنیک الاستیک، ایزنبرگر

[ 13] 14و همکااران  . کایم ناد اده نمودتیر به صورت سری توانی استف

های توانی برای محاسبه دقیاق   روش المان محدود براساس سری یک

                                                                 
8 Raftoyiannis and Ermopoulos 

9 Saffari et al. 

10 Rahai and Kazemi 

11 Coskun and Atay 

12 Okay et al. 

13 Eisenberger and Clastornik 

14 Kim et al. 
88 



 1091سال/  0شماره / دوره هجدهم                                                                       پژوهشی مهندسی عمران مدرس –مجله علمی  
 

 

[ 14] 1. الصادر ناد باا مقطاع متغیار ارائاه نمود      ماتریس سختی ستون

هااای  معادلاه دیفرانسایل مرتبااه چهاار حاااکم بار پایااداری تیرساتون     

ییرمنشوری تحت بار محاوری کششای و فشااری یکنواخات را باا      

و در نهایات توابااع   هاای تاوانی حال نماود     اساتفاده از روش ساری  

و  پایداری جدیدی برمبنای روش شیب افت ارائاه نماود. عساگریان   

[ نیاز باا اساتفاده ار ایان     16] 0و همکااران  [ وسلطانی15] 2همکاران

 پیچشای تیرهاای   -جاانبی روش عددی، پایداری الاستیک و کمانش 

های ماذکور   ییرمنشوری را ارزیابی نمودند. کلیه پژوهش جدار نازک

ل پایداری و ارتعاشی اعضای ییرمنشوری همگن متمرکاز  روی تحلی

که در طول دهه اخیر، مطالعه رفتار اعضای الاساتیک   اند. درحالی شده

با مقطع متغیر ساخته شده از مصالح مدرج تابعی تحت باار کمانشای   

 اسات.   از محققین را به خود جلب کارده  برخیتوجه و ارتعاش آزاد 

انجام شده اخیار روی تیرهاای سااخته شاده از      در بیشتر پژوهشهای

رخ عضاو در نظار گرفتاه     مواد ناهمگن، تغییر مصالح در ضخامت نیم

شده است و تعداد محادودی از مطالعاات باه بررسای تیرهاایی کاه       

. در اسات  کناد  پرداختاه   خصوصیات مصالح در طول عضو تغییر می

[، 17] 4انا  انجام گرفتاه توساط ت   هایپژوهشتوان به  این زمینه می

[ اشااره نماود.   20] 1[ و راجاسکاران19] 1[، الشورباگی18] 9الیشاکف

[ باا در نظار گارفتن عضاو ییرمنشاوری باه       21] 8همچنین، ساین  

قطعات  بهم پیوسته از تیر با مقطع ثابت به بررسای پایاداری    صورت

 .  ختای ساخته شده از مواد مدرج تابعی پردا تیرهای ماهیچه

هاای انجاام شاده در     ، پاژوهش شاود ظه میهمان طور که مطح

زمینه پایداری تیرهای ییرمنشوری ناهمگن بسیار معادود و انگشات   

باریاک  هاای   بار کمانش بحرانی ساتون  پژوهششمار هستند. در این 

، به کمک یک روش عاددی  تابعی مدرج از جنس مواد شونده نمایی

اصال حاداقل انارژی    برمبنای ترکیب دو روش سری تاوانی و   نوین

هندسای   هاای ویژگای تعیین شده است. تغییرات حااکم بار   پتانسیل 

مصاالح   هایویژگیکند و  مقطع عضو از الگوی تابع نمایی پیروی می

بررسای باار    یاباد.  سازنده براساس تابع توانی در طول عضو تغییر می

                                                                 
1 Al-Sadder 

2 Asgarian et al. 

3 Soltani et al. 
4 Tong 

5 Elishakoff 

6 Alshorbagy 

7 Rajasekaran 

8 Singh 

هاای تاوانی    کمانشی ستون با شرایط مذکور با استفاده از روش سری

های دیگار همچاون روش    انجام نشده، بلکه از روش تاکنون ژیانرو 

 [ استفاده شده است.23-22اجزای محدود ]

بدین منظور و در مرحله نخست، معادله دیفرانسیل مرتبه چهاار   

 نیمه تحلیلای حاکم بر ارتعاش آزاد اعضای مذکور با استفاده از روش 

ضارایب  مطاابق باا روش ماذکور، تماامی     شود.  سری توانی حل می

 نسیل مرتباه چهاار ارتعااش آزاد شاامل:    متغیر موجود در معادله دیفرا

رخ تیر ییرمنشاوری و تواباع توصایف کنناده      هندسی نیم ویژگیهای

ضاریب ارتجااعی و دانسایته،     :خواص مصالح سازنده عضاو شاامل  

و ای متناهی در نظار گرفتاه شاوند     بایستی به صورت یک چند جمله

برحساب ساری    نماایی  تیر با مقطع متغیار در نهایت فرم تغییر شکل 

توانی به دست خواهد آمد. در ادامه، با جایگذاری شرایط مارزی )دو  

شر  برای هار انتهاای عضاو( و حال مساهله مقاادیر ویاژه، مقادار         

فرکانس ارتعاشی تیر و همچنین فرم تغییار شاکل تقریبای آن تحات     

دار ویاژه حاصال   . با توجه به آنکه برشود آنالیز ارتعاش آزاد تعیین می

شده از حل معادلاه دیفرانسایل حااکم بار هار دو آناالیز کمانشای و        

توان تابع حاکم بار ماد اول    ارتعاشی ستون مشابه یکدیگر هستند، می

کمانشی و ارتعاشی ستون را با صر  نظر نمودن از مقدار دامنه تغییار  

انارژی  شکل یکسان در نظر گرفت. در نهایت، با اعمال اصل مینایمم  

برنولی در حالات بارگاذاری   -به تابع انرژی حاکم بر تیر اویلر انسیلپت

کمانشی و استفاده از فرم تقریبی تغییر شکل عضو که براساس معادلاه  

بحرانی تعیاین   دست آمده است، بار کمانش آزاد بهدیفرانسیل ارتعاش 

 .شود می

 ارائاه شاده  در انتهای مقاله، چند نمونه مثال با اساتفاده از روش  

و در هر نمونه، هر دو بحث آنالیز پایاداری و ارتعاشای بررسای     حل

ند. با توجه باه عادم وجاود تحقیقای مشاابه در زمیناه بررسای        اشده

با مقطع متغیر نمایی و ساخته شده از ماواد   باریک شونده پایداری تیر

هاای   هاای روش حاضار باا روش    مدرج تابعی، ابتدا به مقایسه پاسخ

ای تیرهای همگن پرداختاه شاده اسات و    موجود در مراجع دیگر بر

دسات آماده حااکی از کاارآیی و دقات       بسایار خاو  باه    هماهنگی

 الگوریتم حل پیشنهاد شده است.
 

معادله دیفرانسیل ارتعاا  زااد اااکب  ار تیار     -2

 غیرمنشوری ساخته شده اا مواد مدرج تا عی

تیری ساخته شده از مواد مدرج تابعی ماد نظار    ،در این پژوهش
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. خاواص  باشد که از ترکیب فلز و سارامیک سااخته شاده اسات    می 

ماده در راستای طولی عضو به صورت پیوسته و تدریجی از خاواص  

کامط سرامیکی )زیرکونیا( در انتهای سمت چپ، باه خاواص کاامط    

کاه، جانس    در حاالی  کند. فلزی )آلومینیوم( در سمت راست تغییر می

در  نظر گرفتاه شاده اسات.   مصالح تیر در راستای ضخامت ثابت در 

این مقاله، فرض شده است که توزیع خواص ماده از قاانون اخاتط    

خطی کسر حجمی مواد پیروی کرده و براساس تابع توزیع تاوانی در  

همچنین ضریب پواساون بعلات   کند.  امتداد محور طولی تیر تغییر می

تغییرات ناچیز در مواد مهندسای ثابات در نظار گرفتاه شاده اسات.       

براین، توزیع خواص ماده مدرج تابعی شاامل ضاریب ارتجااعی و    بنا

 توان به صورت زیر بیان نمود: جرم واحد حجم را می
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  
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m  که شاخص ناهمگنی مااده ناام دارد   استعددی مثبت و حقیقی .

امتاداد   در را آلومینیاوم  و حجمای سارامیک   کسر ترکیب چگونگی که

با افزایش مقدار شاخص مذکور، میازان  کند.  مشخص می طولی عضو

کند. همچنین، توصیه شاده اسات    سرامیک در ترکیب افزایش پیدا می

1کااه مقاادار آن در بااازه  
3

3
m    [. 24] در نظاار گرفتااه شااود

به ترتیاب باه خاواص فلاز و سارامیک اشااره        Z و Aهای  نویسزیر

کنند و مقادیر مرتبط با ضریب یان  و چگالی هریک باه صاورت    می

 :استزیر 
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فارم   پاژوهش در ایان   گونه که در ابتدا توضایح داده شاد،  همان

باه صاورت    و مساحت مقطع عضو مد نظار  دوم سطحتغییرات لنگر 

 ه است:زیر در نظر گرفته شد شکلبه  نمایی وتابع 

(0 )                     / /
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x L x L
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                                                             

  طااول عضااو، L، مثباات یبیضاار aن کااه در آ
0

I  و
0

A  بااه

 ساتون  در ابتادای  ترتیب مماان اینرسای و مسااحت مقطاع بزرگتار     

برناولی و همچناین باا    -لار یبر اساس تهوری حاکم بار تیار او   هستند.

صر  نظر نمودن از تغییر شکل برشی، معادله دیفرانسیل مرتبه چهاار  

 :استحاکم بر ارتعاش آزاد تیر مذکور به صورت زیر 

(4  )          
2 2
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بر مبنای روش بسط سری توانی، کلیه جمطت متغیر در معادله 

نی نظر گرفته شوند. بنابراین، ضرایب به فرم سری توا ددیفرانسیل بای

)معادله حرکت عضو ییرمنشوری شامل لنگر دوم سطح  )I x ،

)رخ تیر  مساحت نیم )A x  ضریب یان ،( )E x  و جرم حجمی

)مصالح  )x  :بایستی به فرم سری توانی زیر در نظر گرفته شوند 
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 تیر ییرمنشوری ساخته شده از مواد تابعی مدرج .1شکل 

 
Fig. 1. Non-prismatic beam made of axially functionally graded 

materials 

 
بنابراین لازم است تا توابع حاکم بار مماان اینرسای و مسااحت     

در  و سطح مقطع که در طول عضو به صورت تابع نمایی ارائاه شاده  

، به فرم بسط سری تاوانی تبادیل شاوند.    اند نشان داده شده( 0رابطه )

    :ع مذکور به صورت یک سری متناهی به فرم زیربرای تبدیل تواب
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}، متغیر مستقل و xکه در آن  }
n

a    دنباله ای از اعاداد حقیقای

 لورن مطابق با رابطه زیر استفاده نمود:   از بسط سری مک د، بایاست
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با توجه به رابطه فوب، بسط مک لاورن تواباع حااکم بار مماان      

           رخ تیر برابر است با:                                                                                                                                                                اینرسی و مساحت نیم
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 با: خواهد شدبع فوب برابر رم سری توانی توابنابراین ف
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x/بعاد محلای جدیاد     با معرفی یک مختصاات بای   L   ،

 وند:  شبه صورت زیر نوشته می (9و  9روابط )
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بعاد معرفای شاده در     فوب و متغیر بادون   عباراتبا جایگذاری 

 گردد: ( رابطه زیر حاصل می4معادله دیفرانسیل خطی حاکم بر تیر )
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باا اساتفاده از    11معادله دیفرانسیل مرتبه چهار حاصل شده در رابطه 

. در اسات قابال حال    ی ها سری توانی متناهی برحسب توان بسط

صادب   11نتیجه، جوا  عمومی برای فرم تغییر شکل که در معادلاه  

 کند به صورت زیر در نظر گرفته شده است: می
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w b
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زیار   عباارت ، 11در رابطاه   12و 13و با جایگاذاری معاادلات   

 ود:شحاصل می
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 به طوری که:
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* *
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 با ضر  جمله به جمله هر دو سری و با توجه به قاانون حااکم  

، رابطاه فاوب باه صاورت زیار      ها بر جمع و ضر  پارامتریک سری

 :شوداصطح می
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ضارایب   تاوان  مای  رابطه فاوب  با استفاده از 4 5 6
, , , ...b b b  را

مشخص است، جوا  معادله دیفرانسایل ارائاه    همچنین. تعیین نمود

( شااامل چهااار ضااریب نااامعین بااه ترتیااب    4شااده در رابطااه ) 

0 1 2 3
, , ,b b b b     است، که با جایگذاری شرایط مرزی مرباو  باه هار

اشاند. در نتیجاه، جاوا  عماومی معادلاه      بدهانه از تیر قابل تعیین می

ر حااکم بار تغییار شاکل     دیفرانسیل مرتبه چهار خطی با ضرایب متغی

تیرهای ییرمنشوری در مختصات محلای باه صاورت زیار حاصال      

 گردد:   می
 

(11       )
0 0 1 1 2 2 3 3

( ) ( ) ( ) ( )w b w b w b w b w          

)چند جمله ابتدایی از نتایج تعیین شده برای  0 ,1, 2 , 3)
i

w i  

نشان داده شده اسات. هماواره    1به وسیله نرم افزار متلب در پیوست 

هاا باه شارایط     معادلات دیفرانسیل و تعیین جوا  دقیق آنبرای حل 

است. از آنجاا کاه معادلاه    نیازمعادله  همرزی در ابتدا و انتهای محدود

های ییرمنشوری از مرتبه چهار است، باه   حاکم بر ارتعاش آزاد ستون

های طبیعای ارتعااش نیااز     چهار شر  مرزی به منظور تعیین فرکانس

حاکم بر تغییر شاکل خمشای تیار، شارایط     . مطابق با فرضیات است

مرزی برای هر دو انتهای اعضای تحلیل شده به صورت زیر تعریاف  

 گردد: می

(11           )
2

2
0

d w

d x
          0وw           انتهای مفصالی:

(18          )  0
d w

d x
          0وw            انتهای گیردار: 

(19            )
3

3
0

d w

d x
      و

2

2
0

d w

d x
              انتهای آزاد: 

صال،  در این مطالعه، سه نوع ستون با شرایط مارزی: دو سار مف  

یاک سار مفصال در    -آزاد و یک سر گیاردار سریک -یک سر گیردار

نظر گرفته شده است. با اعمال شرایط مرزی اساسی و طبیعای شاامل   

گااه و تشاکیل مااتریس     تغییر مکان، شیب، لنگر و برش در هر تکیاه 

 .شود مقادیر ویژه، مقدار فرکانس ارتعاشی تیر تعیین می

همانگونه که در ابتدا توضیح داده شد، مقدار بار کمانشی در ایان  

. بارای نیال باه ایان     شود می محاسبه ژیانرمطالعه با استفاده از روش 

ریبای  قهد  و براساس تهوری حاکم بر روش عددی مذکور به فرم ت

تغییر شکل عضو که شرایط مرزی مسهله را ارضا نمایاد، نیااز اسات.    

دانیم که فرم تغییار شاکل ارتعاشای و کمانشای اعضاای       همچنین می

شاکل در   الاستیک مشابه یکدیگر هستند و تنهاا مقادار دامناه تغییار    
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ها متفاوت است. بنابراین در ادامه، مقدار دقیاق فرکاانس ارتعاشای     آن

که با استفاده از روش حل مقادیر ویژه و مطابق باا توضایحات فاوب    

تاا فارم   ، ( جایگاذاری نماود  11عبارت ) د دربایتعیین گشته است را 

سپس، شرایط مرزی بارای هار    .شودتغییر شکل نظیر مد اول حاصل 

 .  شود نه تعریف میمسهله جداگا

 

 اعمال شرایط مرای اساسی -3
برناولی  -هر عضو ارتجاعی مطابق با فرضیات حاکم بر تیر اویلر

دو درجه آزادی در هر گره دارد: انتقال در راستای عمودی در جهات  

(. درجاات آزادی در  2و دوران حول محور ماذکور )شاکل    yمحور 

های ابتدا و انتهای هر المان بدین قرار هساتند:   نظر گرفته شده در گره

2 1
,    تغییر مکان عمودی در جهات (z  و )

2 1
,  (w   مطاابق .)

شارایط  با شکل رسم شده و با استفاده از سیستم مختصاات محلای،   

( باه صاورت   x=Lو  x=0مرزی برای نقا  ابتدایی و انتهایی عضاو ) 

 وند:شزیر بیان می
 

 برنولی -شرایط مرزی و درجات آزادی حاکم بر تیر اویلر. 2شکل 

 
Fig. 2. Boundary conditions and degrees of freedom for Euler-

Bernoulli beam 
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افازار متلاب بارای     دسات آماده توساط نارم     با توجه به توابع به

 ( 0 ,1, 2 , 3)
i

w i   تاوان   اناد، مای   نشان داده شاده  1که در پیوست

گیااااااری نمااااااود کااااااه  نتیجااااااه
0 1

(0 ) (0 ) 1w w    و

1 2 3 0 2 3
(0) (0) (0) (0) (0) (0) 0w w w w w w        .

درنتیجه، باا حال دساتگاه چهاار معادلاه و مجهاول فاوب، ضارایب         

0 1 2 3
, , ,b b b b آیند: دست می به صورت ذیل به 
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 به طوری که:  

3 2 2 3
(1) (1) (1) (1)B w w w w   

اعضااای ییرمنشااوری بااا سااه نااوع شاارایط   پااژوهشدر ایاان 

یاک سار   -گاهی: دوسر مفصل، یک سر گیردار و یک سرگیردار تکیه

اناد. بناابراین، فارم تغییار شاکل تقریبای        مفصل در نظر گرفته شاده 

اعضای مد نظر تحت ارتعاش آزاد برای هریک از شرایط ماذکور باه   

 شود: صورت زیر اصطح می

 عضو دوسر مفصل: -

یر مکان عمودی ابتدا و انتهای عضو برابر صفر در این حالت تغی

 .هستند

(22               )




 
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L
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 

  

  

  

 

 

 

عطوه بر شرایط مذکور، مقدار لنگر خمشی در هردو تکیاه گااه   

، فرم تغییار شاکل عضاو دوسار مفصال      بنابراینمساوی صفر است. 

 آید: دست می تحت تحلیل ارتعاشی به صورت زیر به

(20        )
 





 

3

1

3 3

3 3 2 2 2 3

3 2 2 3 2

(1)
( ) ( )

(1) (1)

( (1) (1)) ( ) ( (1) (1)) ( )

(1) ( ) (1) ( )

wL
w B w

B w w

w w w w w w
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 

 

  


 



   

 

 

 عضو یک سر گیردار: -

گااه   در این حالت تغییر مکاان و شایب )دوران( در محال تکیاه    

 گیردار )ابتدای عضو( مساوی صفر هستند.
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(24               )
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در  همچنین مقدار لنگر در انتهاای آزاد تیار برابار صافر اسات.     

 -تغییر شکل تقریبی تیر با شرایط مارزی یاک سارگیردار    نتیجه، تابع

 گردد: یک سر آزاد به فرم زیر تعیین می

(29            )
 

2 3 3 2

3 2 2 3 2

1
( )

(1) (1) (1) (1)

           (1) ( ) (1) ( )

w
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 یک سر مفصل: -عضو یک سرگیردار -

گااه گیاردار از    در این حالت در ابتدای عضاو و در محال تکیاه   

و در سامت   تغییر مکان عمودی و دوران عضو جلوگیری شده است

دیگر و محل تکیه گاه مفصلی، مقدار تغییر مکان نیاز مسااوی صافر    

است. در نهایت تابع تعریف کننده تغییر شکل ارتعاشی تیر با شارایط  

 آید: دست می مرزی مذکور در مد اول ارتعاشی به شکل زیر به

(21               )     
1 1 2

3 2 2 3 2

0

   ( ) ( (1) ( ) (1) ( ) )
L

w w w w w
B

  

   

   

 
 

با مراحال توضایح داده شاده، فارم تغییار      بدین ترتیب و مطابق 

 تاابعی  شکل ارتعاشی عضو ییرمنشوری ساخته شده از مصالح مدرج

 آید.   متناظر با شرایط مرزی مدنظر بدست می
 

 رو  انرژی -4
اصل مینیمم انرژی پتانسیل  ریتز بر مبنای-روش عددی رایلی

است. طبق این اصل، از میان تمام حالات تغییر شکل یافته سازه که 

کنند، فرم تغییر شکلی  سازگاری و شرایط مرزی را برآورده می

که به ازای آن انرژی پتانسیل کل  ،کند ایجا  میشرایط تعادل را 

تابع انرژی بنابراین با مساوی صفر قرار دادن مشتق اول حداقل باشد. 

توان  یافته می های تعمیم پتانسیل کل نسبت به هر کدام از تغییر مکان

شر  حداقل شدن انرژی شرایط بحرانی سیستم را تعیین نمود. 

 توان به صورت زیر نوشت: پتانسیل را می

(21                     )     0
( ) 0

l e
U U W     

نشاان دهناده انارژی پتانسایل کال سیساتم        در رابطه فوب 

باشد. این انرژی برابر مجموع انارژی کرنشای کلای کاه      الاستیک می

خود شامل انرژی کرنشای خطای الاساتیک    
l

U     و انارژی کرنشای

هاای اولیاه کال ساازه      ناشی از تانش 
0

U  ر ایان ماورد باه    اسات. د

خصااوص )تحلیاال پایااداری( عضااو ییرمنشااوری ماادنظر تحاات   

هیچگونه بارگذاری عرضی خارجی قرار ندارد. در نتیجه، مقادار کاار   

خارجی ناشی از بارهای موثر وارد بر عضو )
e

W   .برابر صافر اسات )

ثای  نسابت باه تاار خن   برناولی  -جایی حاکم بر تیار اویلار   میدان جابه

( به صاورت زیار تعریاف    0رخ تیر )شکل  گذرنده از مرکز سطح نیم

 شده است:

(28         ) 
( )

( , ) ;         ( , ) ( )
d w x

U x z z W x z w x
d x

   

باه ترتیاب در راساتای طاول و در      zو  xدر روابط فاوب، دو محاور   

نشان دهناده تغییار    Wو  Uهای  جهت ضخامت تیر هستند. مولفه

( هستند. روابط حااکم  zو  xهای محوری و عمودی )در جهت  مکان

بر هریک از پارامترهای موجود در انرژی پتانسایل کلای باه صاورت     

 شوند:   عبارات زیر تعریف می

(29                                     )
21

( )
2

l

l x x

L A

U E d A d x     

(03)    0 0 *

0
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L L

U d A d x d A d x           

 
 جایی حاکم بر تیر شامل تغییر شکل محوری و عرضی میدان جابه .3شکل 

 
Fig. 3. The displacement field for a beam element including 

longitudinal and transverse deformations 
 

به ترتیب معر  ساطح مقطاع و    Lو Aدر روابط ارائه شده،

0طول عضو هستند. همچناین،  

x x
      بیاانگر تانش عماودی وارده بار

lاسات.   Nسطح مقطع، ناشی از نیروی محوری فشااری  

x x
  و*

x x
 

  هاای نرماال خطای و ییرخطای متناساب باا مولفاه        به ترتیب کرنش

غییرمکان عرضی هستند کاه مطاابق باا فرضایات کارنش گاریین و       ت

 شوند: جایی تیر اویلر به صورت ذیل تعریف می میدان جابه

(01            )       
* 21

;              
2

l

x x x x
z w w        

( در N/Aجاایی و تانش اولیاه )    جابه-با جایگذاری روابط کرنش

ساطح مقطاع    معادلات حاکم بر انرژی کرنشی و انتگرال گیری روی

عضو نسبت به محور اصلی خمش، معادله انارژی پتانسایل کلای در    

 آید: دست می مختصات بدون بعد محلی به صورت زیر به
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 دست آمده برای تغییر شکل ارتعاشای ساتون   مطابق با عبارات به

تاابعی   توان انرژی پتانسیل را به صورت می (،21 و 24، 20 )معادلات

از متغیر 
2

   ( باه صاورت زیار سااده     21نوشت. بناابراین، رابطاه )

 شود: می

(00                                   )              0
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




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 با توجه به اختیاری بودن
2

      تغییار مکاان مجاازی( رابطاه(

 گردد: زیر حاصل می
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
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 نتایج عددی -5

روش عاددی معرفای    درساتی در این قسمت به منظور بررسی 

اصال حاداقل انارژی    شده بر مبناای ترکیاب بساط ساری تاوانی و      

مثاال عاددی جاامع، شاامل هاردو تحلیال پایاداری و        ، یک پتانسیل

سااخته شاده از مصاالح همگان      ای نماایی  ماهیچاه عضاو   ارتعاشی

ارتجاعی همچنین مصالح ییرهمگن با شرایط مارزی مختلاف، ارائاه    

گردیده است. در تمام مراحل محاسبه بار کمانش بحرانی و فرکاانس  

[ اساتفاده  27]طبیعی ارتعاش اعضای ییرمنشوری از نرم افزار متلاب  

روش ترکیبی اساتفاده شاده در ایان     درستیبررسی  برایشده است. 

از بساط   حاصال ، در ابتدا مسهله همگن تحلیل شده و نتاایج  پژوهش

ای عددی و تحلیلای  های توانی با مقادیر بدست آمده از روشهسری

عاددی از اعضاای    مثاال در اداماه، چناد    .شدندموجود دیگر مقایسه 

 . ئه شده استارا FGییرمنشوری 

گونه که توضیح داده شد در این مقاله، تغییارات لنگار دوم   همان

رخ ساتون ییرمنشاوری    سطح نسبت به محور ضعیف و مساحت نیم

( در نظار گرفتاه   0به صورت تابع نمایی و مطابق رابطه ) Lبه طول 

 پاژوهش شده است. همچنین، سه نوع شرایط مرزی متفاوت در ایان  

یاک سار    -شامل: دو سرمفصل، یک سر گیردار و یاک سار گیاردار   

 است.    مفصل در نظر گرفته شده

در مرحله نخست، مقدار توان تابع نمایی ارائه شاده برابار صافر    

در نظر گرفته شده است که منطبق بر حاالتی اسات کاه عضاو دارای     

 باشد. در این قسمت سعی بر آن اسات کاه   مقطع ثابت در طول خود 

مشخص شود با به کار بردن چه تعداد از جماطت ساری تاوانی در    

وان باه یاک جاوا  همگارا در تعیاین مقادار       تمراحل محاسبات می

فرکانس ارتعاشی و بار کمانشی ستون با مقطع ثابت و مصالح همگان  

ای هرسید. همچنین، کفایت و دقت روش موجود نسابت باه جاوا    

شاود.   نشاان داده مای   Ansysبدست آمده از نرم افزار اجزای محدود 

دست آمده از روش عاددی   مقادیر بار بحرانی و فرکانس ارتعاشی  به

بعاد   ( بای 09ارائه شده برای ستون با مقطع ثابت که مطابق با رابطاه ) 

  به همراه اثر تعداد جمطت در نظر گرفته شده در بساط ساری   شدند

 ند.ا( نشان داده شده1توانی در جدول )

(09)                       
42

0

0 0

  
Z

n o r c r n o r

Z Z

A LL
P P ;

E I E I


      

، 1مطابق با توضایحات ارائاه شاده در بخاش     
0

I  و
0

A   باه

عضاو   در ابتادای  ترتیب مماان اینرسای و مسااحت مقطاع بزرگتار     

ییرمنشااوری هسااتند. همچنااین، 
Z

E  و
Z

  ماادول الاستیساایته و

دانسیته اکسید زیرکونیوم هستند که مقادیر دقیق در نظار گرفتاه شاده    

 ( ارائه شده است.2در این پژوهش در رابطه )

دسات آماده از روش    نتایج فرکانس طبیعی ارتعاش بدون بعد به

اول ارتعاشای عضاو دوسار     ارائه شده در این پژوهش برای ساه ماد  

باه   1و  3دو ضریب مختلف از توان تاابع نماایی یعنای     مفصل برای

[ در جادول  25] ذاکری و همکاراندست آمده توسط  همراه مقادیر به

گیاری   تاوان نتیجاه   ، مای (2)اند. با توجه به جدول  نشان داده شده (2)

نمود که روش عددی ارائه شده قابلیت کااربرد در تحلیال ارتعاشای    

جملاه در بساط    43مدهای بالاتر را نیز دارد و تنها کافی است کاه از  

سری توانی استفاده نمود تا نتایج به مقادیر ارائاه شاده توساط دیگار     

 همگرا شود. پژوهشگران

شای بادون بعاد بارای چناد      در ادامه نتایج مربو  باه باار کمان  

اناد.   ارائاه شاده  ( 0)ضریب مختلف از توان تاابع نماایی در جادول    

مجددا در این جدول تاثیر افازایش تعاداد جماطت در بساط ساری      

توانی در جهت همگرایی نتایج حاصل از تحلیل پایاداری باا مقاادیر    

[ نشاان داده شاده   26] مرجاع  دست آمده از حل دقیق ارائه شده در به

هاای پایاداری و ارتعاشای روی     تحلیال  (،0تاا   1) در جداولاست. 

مصالح همگن از جنس زیرکونیا انجام گرفته است. باا توجاه باه هار     

 03سه جدول مذکور، مشخص است که با افزایش تعداد جمطت تاا  

ها به سرعت به جوا  حاصله از روش ارائاه شاده باه     جمله، جوا 

ا ارتعااش آزاد همگارا   مقادیر حل دقیق بارای ماد اول کماانش و یا    

ند. بناابراین، در تماام مساائل بعادی، بارای تعیاین مقادار باار         اشده
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در نظار   03ت سری بارای بساط دادن برابار باا    کمانشی تعداد جمط

شاود کاه باا    ، مشااهده مای  (0ته خواهد شد. با توجه به جادول) گرف

کاهش مقدار ضریب در توان تابع نماایی و در نتیجاه کااهش ساطح     

ی عضو با شیب تغییرات شدیدتر، باار کماانش بحرانای و    مقطع انتهای

یابد. همچنین با ثابت ماندن توان تاابع   میزان پایداری ستون کاهش می

نمایی، افزایش شرایط گیرداری و به تبع آن افزایش درجاات ناامعینی   

 مانش بحرانای و پایاداری خواهاد شاد.    ستون، منجر به افزایش بار ک

مطلوبی بین حل تحلیلی ارائاه شاده    نگیهماهدهد که  نتایج نشان می

ذاکری و [، روش اجزای محدود معرفی شده توسط 26توسط ون  ]

[ و روش حاضر در تحلیل پایاداری و ارتعاشای عضاو    25] همکاران

تاوان باا اطمیناان از ایان روش      ییرمنشوری وجود دارد. بنابراین مای 

عضاای  برای محاسبه بار کمانش بحرانی و فرکانس طبیعی ارتعااش ا 

ییرمنشوری ناهمگن نیز استفاده نمود و تاثیر توان مااده تاابعی را بار    

در رفتار ارتعاشی و پایداری اعضای ماذکور ماورد مطالعاه قارار داد.     

ادامه، مقدار باار کمانشای و فرکاانس ارتعاشای باا اساتفاده از روش       

عددی معرفی شده برای عضو ییرمنشوری مد نظر در شرایطی کاه از  

( ساخته شاده  1تابعی با خصوصیات ارائه شده در رابطه )مواد مدرج 

 دست آمده است.    است، به
 

تغییرات ضریب الاستیسیته حاکم بر مصالح همگن و مدرج تابعی با  .4شکل 

 شاخص کسر حجمی متفاوت در مختصات محلی عضو

 
Fig. 4. Variation of Young’s modulus along the beam axis with 

respect to different m values 
 

هاای   لازم به ذکر است که بعلت اصول حااکم بار روش ساری   

توانی، یعنی تبدیل تمامی ضرایب متغیر موجود در معادله دیفرانسایل  

ای متناهی حاصل از بسط مک لاورن    ارتعاش آزاد به یک چند جمله

بایستی برابر یاک، دو و ساه در     (mاخص کسر حجمی ماده تابعی)ش

تغییارات مادول الاستیسایته در امتاداد عضاو بارای        نظر گرفته شود.

های مختلف در طاول   مصالح همگن )زیرکونیا( و مدرج تابعی با توان

 اند. ( نشان داده شده4عضو در نمودارهای شکل )

( کامط مشخص است که با افزایش شااخص  4) شکلباتوجه به 

درصد حضور اکسید زیرکاونیم در طارح اخاتط      (m) کسر حجمی

یابد و این منجر به افزایش وزن و ساختی مااده    ماده تابعی افزایش می

 ارتعااش آزاد  دست آمده از هر دو تحلیل نتایج به شود. سازنده تیر می

 هاای شاکل اوت در پایداری برای هر سه عضو با شرایط مرزی متف و

تاوان   مای  ماذکور  هاای شاکل اند. با توجه به  نشان داده شده( 1و  9)

گیری نمود که با افزایش مقدارشاخص کسار حجمای اخاتط      نتیجه

بار کمانشای و در نتیجاه پایاداری عضاو بعلات افازایش         (،mمواد )

 هاا شاکل همچناین در ایان   یابد.  ضریب ارتجاعی سیستم افزایش می

، باار کمانشای   -2از مقادار   شود که با افزایش ضاریب   مشاهده می

بارخط  آنچاه در نموادهاای     یاباد.  به صورت ییرخطی افزایش می

مرتبط با تحلیل پایداری مشاهده شد، رفتار عضاو و مقادار فرکاانس    

ارتعاشی سیستم با افزایش مقدار توان ماده تابعی قابل پیشبینی نیسات  

به صورت همزمان به هار دو پاارامتر جارم و    چون فرکانس ارتعاشی 

 ضریب یان  وابسته است.
 

( برحسب مقادیر متفاوت norتغییرات فرکانس ارتعاشی نرمال شده ) .5شکل 

(برای ستون ) های متفاوت ماده تابعی، الف: یک  های همگن و ناهمگن با توان

 یک سر مفصل–سرگیردار،  : دوسر مفصل، ج: یک سرگیردار 

 

 

 
Fig. 5. Variations of the non-dimensional free transverse frequency parameter 

(nor) of AFG exponentially tapered beam with respect to non-uniformity 

parameter (): (a) Cantilever, (b) Simply supported, (c) Clamped-Pinned 
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 روند همگرایی بار کمانشی و فرکانس ارتعاشی نرمالایز شده حاصل از روش عددی ارائه شده برای ستون با مقطع ثابت به مقدار دقیق .1جدول

Ansys  
[28] 

Number of terms of power series (PSM) 
Analysis Boundary Conditions 

N=50 N=40 N=30 N=20 N=10 

9.798 9.869 9.869 9.869 9.869 9.673 Vibration 
Hinged-Hinged 

9.870 9.869 9.869 9.869 9.869 9.882 Stability 
3.504 3.516 3.516 3.516 3.516 3.507 Vibration 

Fixed-Free 
2.467 2.465 2.467 2.467 2.467 2.467 Stability 

15.148 15.418 15.418 15.418 15.418 13.676 Vibration 
Fixed-Hinged 

20.190 20.191 20.191 20.191 20.191 15.519 Stability 
Table 1. Convergence of the proposed numerical technique in determination of the non-dimensional transverse frequencies 

and normalized buckling loads for homogenous uniform beam with different end conditions 

  
  نمایی سطح مقطع با تغییراتدوسر مفصل  تیر همگن بعد شده فرکانس طبیعی ارتعاش بی .2جدول 

Exact Solution  
[25] 

Number of terms of power series (PSM) 
Vibration Mode  

N=50 N=40 N=30 N=20 N=10 

9.8696 9.8696 9.8696 9.8696 9.8696 9.6730 1 

0 39.4784 39.4784 39.4784 39.4784 39.4169 - 2 

88.8266 88.8264 88.8264 88.8107 149.0075 - 3 

9.7729 9.7729 9.7729 9.7729 9.7729 9.6532 1 

1 39.5704 39.5704 39.5704 39.5704 39.6464 - 2 

88.9707 88.9705 88.9705 88.9738 77.7059 - 3 
Table 2. Natural frequencies comparison of power series method and finite element results for simply supported beam     

 

   با مقدار دقیق با شرایط مرزی متفاوت همگن ای نمایی ماهیچهتیر  ستون بعد شده بی مقایسه بار کمانش بحرانی .3جدول    

Exact Solution 
[26] 

Number of terms of power series (PSM) 
 End 

Conditions N=50 N=40 N=30 N=20 N=10 

9.380 9.386 9.386 9.386 9.386 9.085 -0.1 

Hinged-

Hinged 

7.634 7.6345 7.634 7.634 7.635 8.191 -0.5 

5.827 5.827 5.827 5.827 5.827 5.721 -1.0 

4.389 4.389 4.389 4.389 4.387 3.707 -1.5 

3.264 3.264 3.267 3.264 3.262 2.692 -2.0 

2.394 2.395 2.395 2.395 2.395 2.397 -0.1 

Fixed-Free 
2.110 2.112 2.112 2.112 2.112 2.097 -0.5 

1.782 1.782 1.782 1.782 1.782 1.798 -1.0 

1.480 1.480 1.480 1.480 1.480 1.719 -1.5 

1.209 1.209 1.209 1.209 1.209 1.8681 -2.0 

19.200 19.202 19.202 19.202 19.202 17.894 -0.1 

Fixed-

Hinged 

15.640 15.640 15.640 15.640 15.639 14.230 -0.5 

11.990 11.988 11.988 11.988 11.998 8.899 -1.0 

9.098 9.098 9.098 9.098 9.044 5.752 -1.5 

6.839 6.840 6.840 6.840 6.794 4.972 -2.0 
Table 3. The effect of number of power series terms on precision of normalized critical axial load parameter for homogenous 

exponentially tapered beams with different boundary conditions 

 

 گیرینتیجه -6
 کمیناه اصال  هاای تاوانی و    در این مقاله، از ترکیب روش ساری 

باا هاد  تحلیال پایاداری و      نوینیک روش عددی  انرژی پتانسیل،

از جانس ماواد    با مقطاع متغیار نماایی و    ای ماهیچهارتعاشی اعضای 

در مطالعاه انجاام شاده، جانس تیار در      تابعی ارائه شده است. مدرج 

امتداد طولی عضو بر اساس قانون توزیع تاوانی متغیار و در راساتای    

در ابتادا، باا اساتفاده از    ضخامت آن ثابت در نظر گرفته شاده اسات.   

ت حااکم بار   های توانی، معادلاه دیفرانسایل حرکا    روش بسط سری

در اداماه، باا اعماال     .شاد حال   باریک شونده نماییارتعاش آزاد تیر 

شرایط مرزی حاکم بر هار دهاناه عضاو فارم تقریبای تغییار شاکل        

 ،و با استفاده از روش حال مساهله مقادار ویاژه     شدارتعاشی حاصل 

در پایان، با اساتفاده از تاابع   . شدفرکانس ارتعاشی عضو مدنظر تعیین 

صل شده از تحلیل ارتعاش آزاد و باا اساتفاده از اصال    تغییر شکل حا

هاای پایادار، مقادار باار کمانشای       نمودن انرژی پتانسیل ساازه  کمینه
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 .شدتعیین 
( ( برحسب مقادیر متفاوت )Pnorتغییرات بار کمانشی نرمال شده ) .6شکل 

(، الف: یک mهای متفاوت ماده تابعی ) های همگن و ناهمگن با توان برای ستون

یک سر مفصل-سرگیردار،  : دوسر مفصل، ج: یک سرگیردار

 

 

 
Fig. 6. Variations of the non-dimensional buckling load parameter 

(Pnor) of AFG exponentially tapered beam with respect to non-

uniformity parameter (): (a) Cantilever, (b) Simply supported, (c) 

Clamped-Pinned 

 
در انتها تاثیر عواملی مختلفی همچون شارایط مارزی، تاوان مااده     

و فرکاانس   تابعی و شدت تغییارات ساطح مقطاع بار باار کمانشای      

مورد بررسی قرار گرفته است. لازم به ذکر است کاه بعلات    ارتعاشی

های توانی، شاخص ناهمگنی ماده تاابعی   ش سریاصول حاکم بر رو

نتاایج   بررسای  پاس از  برابر یک، دو و سه در نظر گرفته شده اسات. 

 ارائه شده، ذکر موارد زیر ضروری است:

جمله از بسط سری تاوانی، مقاادیر باار     03تنها با به کاربردن حداقل -

تاوان باا    کمانشی و فرکانس ارتعاشی برای اعضاای منشاوری را مای   

 دست آورد.   به % 1میزان خطای کمتر از 

تطابق قابل قبولی میان نتایج محاسابه شاده بارای بارهاای کمانشای      -

روش عاددی ارائاه    بحرانی و فرکانس طبیعی ارتعاش باا اساتفاده از  

های عاددی و تحلیلای دیگار وجاود      شده و آنچه با استفاده از روش

 دارد.
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Abstract: 

Owing to efficiency, rising stability of structures, reduction in structural weight and cost, and the 

improvements in fabrication process, tapered beams are extensively adopted in civil and mechanical 

structures. Furthermore, the use of functionally graded (FG) materials has been increasing in many 

mechanical components due to their conspicuous characteristics such as high strength, thermal resistance and 

optimal distribution of weight. In the present paper, a numerical model combining the power series 

expansions and the energy method is adopted for stability and free vibration analyses of axially functionally 

graded (FG) columns with exponentially varying cross-section. The main purpose of this paper is also 

calculating the critical buckling loads and natural frequencies concurrently for AFG members with 

exponentially-varying geometrical properties. For this, a mixed power series expansions and the principle of 

stationary total potential energy as a first endeavor is presented. In this study, the material properties of the 

non-prismatic beam including Young’s modulus of elasticity and density of material are assumed to be 

graded smoothly along the beam axis by a power-law distribution of volume fractions of metal and ceramic. 

Moreover, the cross-sectional area and moment of inertia vary exponentially over the member’s length. In 

this regard, the power series approximation is applied to solve the fourth order differential equation of 

motion, since in the presence of variable cross-section and axially non-homogeneous material, stiffness 

quantities are not constant. All geometrical and material properties and displacement component are 

developed based on power series of an identified degree. The natural frequencies of the AFG beam with 

variable cross-section are derived by imposing the boundary conditions and solving the eigenvalue problem. 

The explicit expression of vibrational shape function is then derived based on this rigorous numerical 

method. The vibrational mode shapes of an elastic member are similar to the buckling ones. Therefore, the 

obtained deflected shapes of the considered non-prismatic beams can be used as deformation shape of 

member for the linear buckling analysis. The critical buckling load of exponentially tapered beam made of 

AFGMs can be then estimated by adopting the principle of stationary total potential energy. According to the 

steps mentioned above, for measuring the accuracy and competency of the proposed numerical procedure, 

two numerical examples including axially non-homogeneous and homogeneous column with non-uniform 

section are represented. Numerical results of the critical buckling loads and natural frequencies for various 

boundary conditions, different gradient index and cross-section variation are represented. Due to lack of 

similar research for the stability and free vibration analyses of elastic AFG beams with exponential variation 

of the cross-sectional area and moment of inertia, outcomes of homogeneous members are compared with 

the results presented in other available numerical and analytical references and those related to tapered 

beams with material variation are then reported. The accuracy of the method is then remarked. This method 

has many positive points consisting of efficiency, accuracy and simplicity contrasted with more complex 

numerical methods. It has to be noticed that the present novel numerical technique can be applied to 

determine the critical buckling loads and natural frequencies of axially functionally graded (FG) prismatic 

beams as well as non-prismatic ones. 

 

Keywords:  Stability Analysis, Axially functionally graded material, Exponentially tapered beam, Power 

series expansions, Principle of stationary total potential energy 
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