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 [11/11/49]تاریخ پذیرش:            [11/11/49]تاریخ دریافت: 
 

 چکیده
 یکیناام ید یهاها و کرنشتنش روی یمتعدد یهایکه بازنگر یبه طور افته،ی یریگیچشم شیافزا هینقل طیجرم، سرعت و شتاب وسا امروزه 

 یبارا  یاریبس پژوهشگراناست.  رفتهیمتحرک صورت پذ یرویبه روش ن لیو تحل یکیاستات لیتحل یمیقد یها با روش هامحاسبه شده در پل

و ساازه   جارم  نیاندرکنش با  آثاراند. در مدل جرم متحرک، روش جرم را به کار بسته ،یو محاسبات یکیزیمدل ف هماهنگیحصول دقت بالاتر 

در چناد ساال    پا  . شاود یمدل م نیا لیتحل یبرا یمحاسبات یدگیچیپ شیدقت و البته افزا شیباعث افزا نیشود که ایم یمدل محاسباتوارد 

 ینماوده و باه ملالعاه پاارامتر     ینازک تحت اثر جرم متحرک معادل ساز ریمساله را با در نظر گرفتن ارتعاش ت نیا یپژوهشگران متعدد ر،یاخ

سازه تحت اثار   یکینامیمقدار پاسخ د بیشینه یشکل به منظور بررس ریت یها اند. به طور معمول در سازهپرداخته ریت یکینامیپاسخ د بیشینه یرو

پاساخ   ممیاست که لزوماً محل رخاداد مقادار مااکز    یدرحال نیشود. ایمتحرک، نقله وسط دهانه به عنوان نقله مرجع در نظر گرفته م یبارها

مختلا    یهابا درنظر داشتن نسبتدهانه در اثر عبور جرم متحرک  کی ریت کیپژوهش، ارتعاش  نیدر ا پ . نیستدر وسط دهانه  یکینامید

 یرسا برتحت اثر عبور جسم متحرک شاتابدار   ریت یکینامیمللق پاسخ د ممی. ماکزشودیم لیسرعت تحل یهااز نسبت یعیوس  یجرم و در ط

 داشته باشد. رینسبت به وسط دهانه ت یتوجه انیتواند تفاوت شایم ریت یکینامیمللق پاسخ د بیشینهدهند که ینشان م جیاست. نتا شده
 

 شده. زینرمالا یکینامیپاسخ د بیشینه ،یکینامیپاسخ د ،یبرنول-لریاو ریجرم متحرک، ت :کلیدی واژگان

 

 

 مقدمه -1
به گام بوده که در گام نخسات  ها فرایندی گامطراحی سازه

مستلزم دانستن مقدار بیشینه باری است که قارار اسات توساط    

باار   به واساله سازه در سازه تحمل شود و سپ  اندرکنشی که 

رو طراحی صحیح زمانی . از اینشودآن وارد میتحمیل شده بر 

پاسخ سازه به بار اعماال  شود که بتوان مقدار ماکزیمم انجام می

شده بر آن و نیز محل ایان رخاداد را باه شاکل کااملاً دقیقای       

مشخص نمود. پاسخ دیناامیکی ناشای از ارتعاشاات حاصال از     

های باه وجاود آماده    ها و کرنشبارهای متحرک که شامل تنش

هاای صانعتی، صانایع نظاامی،     ، در طی  وسیعی از ساازه است

-آلات مکاانیکی و صانایع زیار   های کامپیوتری، ماشاین دستگاه

-پاژوهش  رواز اینبوده است.  پژوهشگرانساختی مورد توجه 

عملکرد دینامیکی یاک محایط    بررسیای در زمینه های گسترده

هاای  هاای متحارک باا دیادگاه    پیوسته تحت اثر بارهاا و جارم  

پژوهشی –مجله علمی   

 مهندسی عمران مدرس

1141، سال 9دوره هفدهم، شماره   
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 .متفاوت و بنا به اقتضا سازه مورد استفاده، صورت گرفته است

هایی که بیشترین توجه به مساله بار بخش بارزترینیکی از 

متحرک شده است، مهندسی عمران و موضوع انادرکنش ساازه   

یاابیم در قارن   با نگاهی به گذشته در مای . استوسیله نقلیه  پل

آهن مساله بار راه خلوط ابنیه نوزدهم میلادی و با آغاز ساخت

در زمیناه   پژوهشاگران ها و متحرک مدنظر مهندسین ساخت پل

 بارای  [1دیناامیکی قارار گرفتاه اسات. ویلای  ]      بارهاای  آثار

 تیار  فرض را با حرکت معادله ارتعاشی بندیفرمول بار نخستین

 متحارک  ساازی جارم  آهن و با مدلراه پل یک برای جرم بدون

در دنباله پژوهش ویلی ،  مورد ملالعه قرار داد. سرعت ثابت با

 گساترش  از اساتفاده  [، باا 2دیگری به نام استوک  ] پژوهشگر

 حل ویلی  را پژوهشبه دست آمده از  توانی معادله هایسری

یعی از مسایل مارتبط  به بررسی دامنه وس [3نموده است. فرایبا ]

با موضوع بار متحرک پرداخته و تعداد زیاادی از مساا ل سااده    

هاا را ارا اه داده اسات و    هاای تحلیلای آن  حلبار متحرک و راه

نتایج پژوهش خود را با تمرکز بر تیر برنولی در کتابی با عناوان  

منتشار   ها تحت اثار بارهاای متحارک،   ارتعاش جامدات و سازه

 نموده است.  

تواباع ویاژه،    گساترش [ باا اساتفاده از روش   4موشنکو ]تی

باا   متحارک  یهای مفصلی کاه تحات اثار باار    گاهتیری با تکیه

سرعت ثابت را بررسی نموده و پ  از آن پژوهش خاود را باه   

بار متحرک هارمونیک توسعه داد. در پژوهشی گسترده، اویانگ 

بارهااای ای از مسااا ل شااامل ارتعاشااات ناشاای از زنجیااره [5]

-های پیوسته ازجمله دستگاهمتحرک در حوزه وسیعی از محیط

-های سقفی، تاور کرینکاری با سرعت بالا، جرثقیلهای ماشین

هاای  هاا، دیساک  کابینهای نگهدارنده تلههای ساختمانی، کابل

 کردهها و موارد دیگر را بررسی سازی اطلاعات، سازه پلذخیره

هشای در زمیناه ارتعااش در    [ پژو6اسات. احمادی و نیکخاو ]   

تیرهای غیر یکنواخت با شرایط مختل  مرزی تحت یک جارم  

ساازی از تواوری تیار    مادل  منظاور باه متحرک را انجام دادند و 

توابع ویاژه،   گسترشو با بکار بردن  برنولی استفاده کرده -اویلر

معادله حرکت را به تعدادی از معادلات دیفرانسیل معماولی باه   

 گسترشاند. روش ی متغییر با زمان تبدیل نمودههم پیوسته خل

بارای تحلیال    OPSEM)1ای متعاماد یکاه    های چندجملهسری

هااای غیار یکنواخاات  ارتعااش در تیرهاای نااازک باا ضاخامت    

[ ارا اه شاده   7زاده و همکااران ] اباراهیم  به وسایله نخستین بار 

هاای  فرکاان   توان به تعیاین می OPSEMهای است. از قابلیت

برنااولی بااا -هااای مااودی در تیاار اویلاارارتعاااش آزاد و شااکل

های یکسره چناد  های متغییر اشاره نمود. این روش تیرضخامت

شاود.  دهانه با شرایط مرزی کلاسیک مختل  را نیز شاامل مای  

همگرایاای روش  ماورد را در  پژوهشاای[ 8دیناگ و همکااران ]  

 گالرکین برای پاساخ دیناامیکی یاک تیار ارتجااعی متکای بار       

فونداسیون غیرخلی با میراگرهای الاستیک که تحات یاک باار    

از  اناد. متحرک متمرکز، قرار گرفته اسات را باه انجاام رساانده    

هاای  سوی دیگر با لحاظ نمودن شرایط مختل  مرزی در دهانه

های مختل  میزان همگرایای و پاساخ دیناامیکی ماورد     با طول

ساتم روساازی   آهن و نیز سیخط راه رسیدگی قرار گرفته است.

برنولی تحت  -جاده تحت عبور وسیله نقلیه را با مدل تیر اویلر

ساازی نمودناد. در ایان مادل تیار روی      یک بار متحارک مادل  

فونداسیون غیرخلی قرار داشته و آن را نیز به مانند یک مکعب 

 مورد فرض قرار دادند.

[ دو روش برای تعیین رفتار دینامیکی 9مفید و همکاران ]

ای ویسکوالاستیک با شرایط مختل  مرزی که تحت هدر تیر

جرم متحرک قرار دارند، ارا ه نمودند. یک فرمولاسیون 

تواند حاکم بودن معادلات دیفرانسیل در عددی که می -تحلیلی

ای از معادلات دیفرانسیل فضا ویسکوالاستیک را به مجموعه

پ  از آن از روش المان  را ارا ه نمودند.معمولی تبدیل نماید 

-مجزا بر پایه این فرض که تیر ویسکوالاستیک سراسری می

پذیر که های صلب و اتصالات انعلافتواند با یک سیستم میله

نمود، ها وجود دارد، جایگزین مقاومت پیچشی نسبی در میله

برنولی  -رفتار دینامیکی یک تیر اویلر استفاده شده است.

 به وسیلهت اثر یک نوسانگر متحرک پیوسته چند دهانه تح

و نیز با بکار بردن  شد[ بررسی 10ابراهیمی و همکاران ]

مود طبیعی تیر، معادلات حاکم  های شکلای از مجموعه

گیری ارتعاش تیر به دامنه زمانی تبدیل شده که با روش انتگرال

                                                                                                     
1 Orthonormal Polynomial Series Expansion Method 

(OPSEM) 
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[، روش محاسباتی 11اند. نیکخو وهمکاران ]زمانی حل شده

های تیر شکل تحت اثر ی پاسخ دینامیکی سازهسریعی را برا

جرم متحرک ارا ه دادند، برای این منظور نخست پاسخ 

دینامیکی تیر تک دهانه را با کمک روشی نیمه تحلیلی بر پایه 

-و سپ  با تحلیل رگرسیون به COPS)1های قا م  ایچندجمله

جرم متحرک به عنوان نیروی متحرک را  آثارصورت خودکار 

-تحلیل پژوهشی[ در 12اند. سیمسک و همکاران ]نموده اتخاذ

بندی شده تابعی محوری های دینامیکی خلی از یک تیر طبقه

 AFG)2 های ساده کناری به سبب بار متحرک گاهبا تکیه

ه برنولی را ارا  -هارمونیک با استفاده از تووری تیر اویلر

پاسخ دینامیکی سازه پل  آثار [11نمودند. وانگ و مینگ یانگ ]

های مختل  از روی آن عبور که وسایط نقلیه متحرک با سرعت

[، تحلیل 14. رجبی و همکاران ]کردندکنند را بررسی می

های گاهبندی شده با تکیهبرنولی لایه -دینامیکی یک تیر اویلر

ساده تحت اثر نوسانگر متحرک را مورد رسیدگی قرار دادند و 

اصل هامیلتون معادله حاکم را استخراج نموده و  با استفاده از

گالرکین سیستم معادلات دیفرانسیل -به کمک روش پتروف

جز ی مرتبه چهارم حرکت را به معادلات دیفرانسیل معمولی 

کوتا معادلات -مرتبه دوم کاهش دادند و با روش عددی رانگ

 حاصل را حل نمودند.

شی نیماه تحلیلای   با استفاده از رو [15نیکخو و همکاران ]

 روناد جرم متحرک را با پیشنهاد پایه متعامدی از  -اندرکنش تیر

سازی فضایی پاسخ دینامیکی در تیرهاای باا تغییرشاکل    گسسته

برشی ارا ه نمودند و نیز معادلات دیفرانسیل مقادیر مرزی اولیه 

هاای تیار تیموشانکو و    متناظر با حرکت را با تمرکز بر تواوری 

دگی نمودناد. تحلیال دیناامیکی یاک تیار      بکفورد، رسای -ردی

-درتیموشنکو شیبدار به هندسه غیرخلی که تحت اثر عبور پای 

مامنادی و   باه وسایله  های متحرک قارار دارد  پی نیروها و جرم

 [17انجام شده است. پیرمرادیاان و همکااران ]   [16کارگرنوین ]

-یک تیر تیموشنکو تحریک شده به وسیله دنباله متوالی از جرم

ی متحرک یکسان، به عنوان یک مساله متغییر زماان را ماورد   ها

هاای کوریاولی  و جاناب مرکاز     شتاب آثارملالعه قرار دادند. 

                                                                                                     
1 Characteristic Orthogonal Polynomials 

2 Axially Functionally Graded    

علاوه بر اجزا قا م شتاب در جرم متحرک مورد رسایدگی قارار   

گرفت و نیز با استفاده از روش گاالرکین معاادلات دیفرانسایل    

ده، باه  جز ی حرکت که از طریاق اصال هاامیلتون حاصال شا     

دل و همکاران د. روشنشدنمعادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل 

پاسخ دینامیکی در یک تیار تیموشانکو غیریکنواخات کاه     [ 18]

تحت یک جرم متحرک قرار گرفته را به صورت جامع بررسای  

توابع ویژه با بکاارگیری   گسترش. برای این منظور روش کردند

 شاده های طبیعی در تیر تیموشنکو یکنواخت استفاده مود شکل

است و سپ  شکل برداری خواص تعامد در مودهای ارتعااش  

آزاد تیر تیموشنکو برای روش بسط توابع ویژه بکار گرفته شده 

های برداری و ضرب داخلی مناسب در و نیز مفهوم شکل سری

های مودی بارای یاک تیار باا شارایط مختلا        ترکیب با شکل

 [20[. کیانی و همکاران ]19ی مورد توجه قرار گرفته است ]مرز

ای پاسخ دینامیکی در تیرهای پروالاستیک که روی آنها بار نقله

متحرک با احتساب تغییرشکل برشی اثر کرده، را مورد رسیدگی 

قرار دادند. تخلخل متوسط، کااملاً اشاباع شاده و فقاط انتشاار      

ر اسااس تواوری تحکایم    طولی مجاز بوده و برای این منظور با 

بایوت و مدل تیر تیموشنکو، معادلات حرکت عرضی در ساازه  

مانند  -مانند پروالاستیک، حاصل شده و نیز برای سازه تیر -تیر

گاه ساده، عبارات صریحی از تغییرمکان عرضی و فشاار  با تکیه

[ پژوهشی در 21اند. کارگرنوین و همکاران ]منفذی بدست آمده

لایه شدگی واحاد کاه   موشنکو کامپوزیت با لایهمورد یک تیر تی

ه کناد، با  دامنه ثابتی از نیاروی متحارک بار روی آن عباور مای     

سازی نمودند تا اثر پواسون، تغییرشاکل  صورت محاسباتی مدل

[ بار پایاه   22برشی و اینرسی دورانی را بررسی نمایند. انگوین ]

در یاک   های بازشوندههای باز و ترکمقایسه بین شناسایی ترک

نقلیه تحت اثر یاک وسایله نقلیاه متحارک،      وسیله -سیستم پل

روش طی  موجک را برای شناسایی پدیده ترک بازشونده ارا ه 

 داد.

در پژوهشی ارتعاش ناشای از   [23] آبادی و همکارانحسن

-ای شکل با روش بهینهجرم متحرک در یک صفحه نازک دایره

پارامتری توزیاع شاده را   نهی مودال در سیستم سازی شده برهم

سازی دامنه فضایی توسط یاک ساری از تواباع    با کمک گسسته

شکل طبیعی صافحه بررسای نماوده و حرکات یاک نوساانگر       
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متحرک و ارتعاشات ایجاد شده توسط آن بر روی یاک صافحه   

هاای صافحه را باا    مستلیلی با شارایط مختلا  مارزی در لباه    

. کردناد ارزیاابی   ار[ 24تواباع ویاژه ]   گسترشاستفاده از روش 

[ تغییرشااکل دینااامیکی یااک صاافحه   25انشااا یان و رفااو ی ] 

های ساده تحت اثار جارم متحارک    گاهغیرخلی هندسی با تکیه

مودی بررسی نمودناد   گسترشتوده شده را با استفاده از روش 

هاای بازر    و معادله دیفرانسیل حاکم حرکت برای تغییرشاکل 

توابع مکانی مناسب خارج صفحه با کمک روش لاگرانژ بر پایه 

منظور ارضاای شارایط مختلا  مارزی حال شاده       از صفحه به

[ تحلیاال ارتعاااش یااک صاافحه 26اساات. امیااری و همکاااران ]

الاستیک میندلین نامیرا با شرایط دلخواه مرزی تحات اثار جارم    

اند. توابع ویژه انجام داده گسترشمتحرک را با استفاده از روش 

[ پاسخ رزوناان  در صافحات   27ز ]مارتینز رودریگو و موسرو

وسایله بارهاای متحارک و کااربرد عملای       عبور داده شاده باه  

سارعت را ماورد   آهان باا قلارهاای پر   هاای راه دینامیک در پل

[ در پژوهشای یاک   28یاوزال و سااکمن ]   رسیدگی قرار دادند.

حل تحلیلی برای پاسخ دینامیکی در یک صفحه ناازک  سری راه

تحت یک بار متحرک را ارا ه نمودناد کاه   ای ایزوتروپیک دایره

شاده اسات. پاساخ     پوشای  چشام از مقدار جرم در اعمال نیرو 

حل، شامل نیرو متحارک روی  صفحه محاسبه شده دو مورد راه

-خط مستقیم روی صفحه و نیز بار متحرک بر روی مسیر دایره

دهد. رزونان  یک صفحه مستلیلی ای روی صفحه را نشان می

-رم متحرک که بر روی خط مستقیم در جهات تحت اثر چند ج

های مخال  و موازی هم در حال عبور بوده توساط نیکخاو و   

تواند حالتی از ارتعااش  بررسی شده است که می [29همکاران ]

های دالی مدنظر قرار گیرد. نقاط بحرانی های دوطرفه در پلدال

لنگرخمشای مللاق کاه در ساازه      بیشینهخیز مللق و یا  بیشینه

توان بعاد  افتد را میمل کننده بار دینامیکی متحرک اتفاق میتح

 از اعمال بار روی سازه و انجام تحلیل دینامیکی مشخص نمود.

توان کنون میجام شده تاهای انبا نگاهی اجمالی به پژوهش

در مسااله باار متحارک     پژوهشگراندریافت که عمده ملالعات 

حرکات جارم بار    معلوف بر تیرها و صفحاتی بوده که سرعت 

هاای  روی سازه ثابت بوده است و از ساوی دیگار در پاژوهش   

ساپ   و  حرکات  متغییار  سرعت با در نظر داشتن محدودی که

پاسخ دینامیکی را در وسط دهانه تیار   فقطبا فرضی ساده کننده 

 دقیاق و واقعای   از این رو، به منظور ارزیاابی  .اندررسی نمودهب

پاژوهش  ایان  با رویکردی فراگیرتر، در سازه تیر مساله ارتعاش 

تغییار سارعت و شاتابدار باودن      آثاار علاوه بر درنظار گارفتن   

شود که محل دقیق رخداد مااکزیمم  حرکت جرم، نشان داده می

افتاد کاه   مللق پاسخ دینامیکی لزوماً در وسط دهانه اتفاق نمای 

این موضوع مهم از دید سایر پژوهشاگران ماورد غفلات واقاع     

 شده است.  

 

 اهفرمول انیمساله و ب فیتعر -2
یک تیر نازک تک دهانه یکنواخت کاه تحات ارتعااش    

واداشته توسط بار متحرک  جرم متحرک( قرار گرفته، سابب  

 (1 و در شکل  شدهدر تیر  (    ) ایجاد تغییر مکان قا م 

نمایش داده شده است. به وسیله یک سیستم مختصاات کاه   

محور افقی آن بر روی تار خنثی تیر قرار گرفته و محور قا م 

هاای تیار را در   توان میزان تغییر مکاان آن رو به بالاست، می

 شاده نظر گرفت. نمودار جسم آزاد برای جرم متحرک رسم 

روی  (ف موقعیت بار متحرک  جرم متحرکمعر ( )  و نیز 

 .استمحور افقی تیر در هر لحظه از زمان 
 

 آزاد جسم نمودار مدل جرم متحرک بر روی تیر تک دهانه و .1شکل 

 تیر و جرم بین اندرکنشی نیروی

 
Fig. 1. The moving mass model on single-span beam and 

free-body diagram of the interaction force between the 

mass and beam 
 

معارف   A یکنواخت فرض شاده و  ،(L  طول تیر نازک
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سلح مقلع تیر و خیز قا م هر نقله از تیر به سابب اعماال   

. در اسات  (    ) بار متحرک در هر لحظه از زماان برابار   

ماادول  Eمعاارف سااختی خمشاای اساات کااه   EIایاان تیاار 

نشان  𝜌مممان اینرسی بوده و جرم حجمی با  Iالاستیسیته و 

-با درنظر گرفتن تغییرمکان تار خنثی تیر اویلرشود. داده می

متغیار   tمتغییار مکاان و     که در آن  ،(   ) برنولی معادل 

هاای  هاا و تانش  توان با کمک روابط کارنش زمان است، می

عااش تیار   ایجاد شده در تیر معادله دیفرانسیل حااکم بار ارت  

 [؛30به دست آورد ] (1نازک را ملابق رابله  
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) (، عبارت 1در رابله   همان دلتا دیراک بوده کاه    (

به لحاظ ریاضی معرف یک بار متمرکاز باا موقعیات متغیار     

حرکات،   نیمتحرک در ح بار شود که. فرض میاست ( )  

پدیاده جداشادگی از   و  ماناد یم یباق تیردر تماس کامل با 

شاود کاه در آغااز    همچنین فرض مای  .افتدسلح اتفاق نمی

تحلیل، سازه تیر دارای شرط اولیه صفر باشد، یعنی تیر تغییر 

 (   ) شکل و سرعت اولیه نداشته باشاد. در رابلاه فاوق    

نیروی متحرک خارجی اثر کننده بر سلح تیر ناشی از جارم  

، برای جرم متحرک (1 رو ملابق شکل ، از ایناستمتحرک 

 ( را چنین نوشت:2 توان رابله می
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عبااارت معارف ناشاای از اینرسای بااار     (، 2در رابلاه   

که در مدل جرم متحارک نسابت باه     استمتحرک روی تیر 

-نیروی متحرک تا حد بسیار زیادی بر پیچیدگی مسااله مای  

شود افزاید و از طرفی موجب بالاتر رفتن دقت محاسبات می

 شود:ای زیر حاصل میعبارت مشتق زنجیرهو از 
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-( در معادله حاکم تیر برنولی مای 1و2با جایگذاری روابط  

 را چنین نوشت: (9توان رابله  
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تابع تغییر مکان قا م را  (9توان با استفاده از رابله  اکنون می

 (1جایگزین نمود و رابله تغییر یافته آن به صورت رابلاه   
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تاوان  (، مای 1با تعری  ضرب داخلی دو تابع ملابق رابله  

 فرآیند آن را چنین نوشت:
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به منظور بیان متعامد بودن دو تابع نشان داده شده در رابلاه  
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توان رابلاه  (، می7در طرفین رابله   ( )  با ضرب داخلی 
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و باا    ( بار حساب   11گیاری از طارفین رابلاه     با انتگرال

ساازی در رواباط را در   توان خلاصهمی (1استفاده از رابله  
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به عبارت دیگر معادله دینامیکی آن به صاورت زیار نوشاته    
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ضرایب ملرح شده در عبارت فوق به صاورت رواباط زیار    

 آیند:بدست می

 11) 
 

     

2

4 2

2

2

1 1

d

b e a m

j i

L A x x

E I x x x x
x



 




 

 

 
 

K

  

 

170 

mailto:nikbin@iaurasht.ac.ir
mailto:mojtaba.ghadimi1986@yahoo.com


 1141سال/  9شماره / دوره هفدهم                                                                        پژوهشی مهندسی عمران مدرس –مجله علمی  
 

 

 19) 
  

  0

0

i j i

M g
x t

A x t L



 F   

 

 19)   

     

0

0 0

L

i j

M

A x t L

x t x t



 

 M

 

 

 11)   

     
 

0

0

0 0

2

d

d

L

i j

M

A x t L

x t
x t x t

x t



 

 





C

  

 

 17) 

  

  

  
 

  
 

0

2
2

0

02

0
2

0

0 2

d

d

d

d

L

j

i

j

M

A x t L

x t
x t

x t
x t

x t
x t

x t









 

  
  
  

 
 

 
 

K

  

 

 های عددینمونه -3
تر موضاوع یاک تیار تاک     به منظور درک بهتر و بیان ساده

 -اویلار گااهی سااده کاه از تواوری     دهانه نازک با شرایط تکیاه 

تاوان باا مشخصاات     کند را در این بخش مای برنولی پیروی می

𝜌، جاارم حجماای        طااول دهانااه              ،

و سلح مقلعی منشاوری              مدول الاستیسیته 

کاه   گوناه مدنظر قرار داد. همان             و با رابله 

و جسم متحارک   استبیان شد سازه تیر دارای شرط اولیه صفر 

کناد. در زماانی کاه جارم     از سمت چپ روی تیر حرکات مای  

ای تاوان موقعیات لحظاه   کناد، مای  متحرک روی تیر حرکت می

 ( مشخص نمود:11جرم را با استفاده از رابله  

 11)  0
x t v t   

تر نتایج حاصل از محاسبات پاساخ  ملالعه جامع و دقیق

دینامیکی تاثیر جرم متحرک روی تیر و حفا  کلیات نتاایج    

توان از پارامترهای نرمالایز شده که قابلیت میکه ارا ه شده، 

رو ، استفاده نماود. از ایان  دارندبیان نتایج در شرایط کلی را 

شوند. نسبت جرمی در ادامه ملالب، این پارامترها معرفی می

نشان داده شده و برابر نسبت مقادار جارم متحارک باه      Γبا 

 :  استجرم تیر 

 14) Γ
M

A l
   

تاوان نشاان داد کاه معارف نسابت      مای  𝜗نسبت سرعت را باا  

و از رابله  استسرعت حرکت جرم متحرک به سرعت مبنا تیر 

 :است( قابل محاسبه 21 

 21) v

u
    

سرعت مبنا   سرعت حرکت جرم متحرک و   (، 21رابله  در 

 آید:دست میکه از رابله زیر به است

 21) 
1

l
u

T
   

طاول دهاناه تیار      دوره تناوب اولیاه تیار و      در رابله فوق 

( 22توان با استفاده از رابلاه   . دوره تناوب اولیه تیر را میاست

 چنین نوشت:

 22) 
1

0

2
T




   

فرکان  اولیه    شود، ( مشاهده می22در رابله   گونه کههمان

و با توجه به ارتعاش آزاد تیر فرکان  اولیاه از رابلاه    استتیر 

 قابل محاسبه است:   (21 

 21) 
2

0

E I

l A






 
  
 

  

مبناا را  توان رابله سارعت  می (21و  22های  با توجه به رابله

 نوشت: (29به صورت رابله  

 29) 
2

E I
u

l A




   

تاوان نشاان داد   می   پاسخ دینامیکی نرمالایز شده را با رابله 

 :استقابل محاسبه  (29و با استفاده از رابله  

 29) 
N

s ta t

W
W

W
   

معرف خیز دینامیکی تیار در اثار عباور جارم       در رابله فوق 

خیاز اساتاتیکی در وساط     بیشینهنشان دهنده       متحرک و 

 شود:محاسبه می (21که از رابله   استدهانه تیر 

171 



 شیما جوادی پروانه و  ایمان محمد پور نیک بین                                ...        تک دهانه تحت اثر ریت یکینامیمللق پاسخ د ممیماکز یابیارز 
 

 

 21) 
3

4 8
s ta t

M g l
W

E I
   

شاده  اساتفاده   𝛼 به منظور معرفای شاتاب از پاارامتر   همچنین 

شاتاب      حرکت افقی نوسانگر و معرف شتاب  𝛼است. که 

 شود:صورت زیر تعری  می و به استمبنا 

 27) 1


 
u

  

 21) 
 

2

1

l
u

T

   

شاود پاساخ   مشااهده مای   (2 کاه در شاکل    گونههمان 

دینامیکی نرمالایز شده در وسط دهانه تیر یک دهاناه تحات   

های مختل  جرمی نشان داده نسبتاثر عبور جرم متحرک با 

توان دریافت با افزایش نسابت جرمای مقادار    شده است. می

 یابد.نیز افزایش می   
 

پاسخ دینامیکی در وسط دهانه تیر یک دهانه به تناسب  .2شکل 

 𝚪موقعیت جرم متحرک و تغییر نسبت جرمی 

 
Fig. 2. Dynamic response at midspan of a single-span beam 

In accordance with the position of the moving mass and 

change in the mass ratio (r) 

 

مقادار لنگار خمشای در وساط      بیشینهبه منظور بررسی 

دهانه و مقدار لنگر خمشی ماکزیمم مللقی که در طول تیار  

کاه   𝜇افتاد، پاارامتر   به سبب عبور جرم متحارک اتفااق مای   

، باه صاورت رابلاه    اسات معرف لنگر خمشی نرمالایز شده 

 شود:تعری  می (24 

 24)   /
b

M M    

عبور اعمال بار لنگر به وجود آمده ناشی از    (، 24در رابله  

-محاسابه مای   (11و ملابق رابله   استروی تیر  جرم متحرک

 شود:

 11)  

2

02

0 .5

,
b s ta t

x

M E I W x x
x



 
  

 

  

 

ای بین مقدار لنگر ایجااد شاده در   مقایسه (1 در شکل 

محل وسط دهانه تیر و مقدار ماکزیمم مللق لنگار در طاول   

های مختل  جرمای  تیر به سبب عبور جرم متحرک با نسبت

 به نمایش درآمده است.

 
لنگر خمشی  بیشینهلنگر خمشی ماکزیمم مللق در طول تیر و  .3شکل 

های در محل وسط دهانه در تیر نازک تک دهانه با نسبت سرعت

 هایمختل  به ازای عبور جرم متحرک با نسبت جرمی
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Fig. 3. The absolute maximum bending moment along the 

beam and the maximum bending moment at midspan thin 

single-span beam with different speed ratio for moving 

mass transit with the mass ratio of 

 

 (1 :)Γ     ، (2 :)Γ      ، (3 :)Γ     ، (4 :)Γ      ، (5 :)
Γ     ، (6 :)Γ      ، (7 :)Γ     . 

 

توان دریافت که با افزایش می (1با مشاهده دقیق شکل  

روی تیر، میزان پاسخ دیناامیکی   نسبت سرعت حرکت جرم

یابد و از طرفی به طور متوسط گیری میتیر نیز افزایش چشم

𝜗تا حدود نسبت سرعت  تقریباً مقدار لنگر ماکزیمم       

و اختلاف  استمللق و مقدار لنگر در وسط دهانه برابر هم 

چندان زیادی با هم ندارند ولای تاا حادود نسابت سارعت      

𝜗 زایش اختلاف بین مقدار لنگر مااکزیمم  اف با وجود،     

چندان  𝜇مللق و مقدار لنگر در وسط دهانه، همچنان نسبت 

دهد ولی با افازایش نسابت سارعت از    افزایش را نشان نمی

𝜗 بیند. ای را به خود میصعود قابل ملاحظه 𝜇، نسبت     

تاوان  (، می7-1تا  1-1  هایاز سوی دیگر با توجه به شکل

Γبه این نکته پی برد که فقط در حالت نسابت جارم         

، میزان لنگر ایجااد شاده   استکه معادل مدل نیروی متحرک 

در تیر به سبب عبور بار متحارک در وساط دهاناه بیشاتر از     

ولی با افزایش نسبت جارم   .استمقدار لنگر ماکزیمم مللق 

Γ زان نسبت نماید، میاینرسی جرم را وارد مساله می آثار، که

𝜇 یاباد باا ایان تفااوت کاه      طور محسوسی افزایش مینیز به

ها بیشتر از مقدار لنگر ماکزیمم مللق در کلیه نسبت سرعت

و این موضوع اهمیات   استلنگر ایجاد شده در وسط دهانه 

بررسی دقیق مقدار ماکزیمم مللق لنگر ایجاد شده در تیر را 

مهندساین طاراح   نمایاد و همچناین توجاه    کاملاً مشهود می

های مختل  تحت اثر بارهای متحرک و به شکل ویاژه  سازه

 نماید.ها را به خود جلب میطراحان سازه پل

تغییرات پارامتر شتاب روی پاسخ دیناامیکی ساازه    آثار

(، مشاهده 9توان در شکل  تیر تحت اثر جرم متحرک را می

 DAF 1نماایی دیناامیکی   نمود. در این قسمت ضریب بزر 

پاسخ دینامیکی نرمالایز شده در طاول   بیشینهدهنده ه نشانک

دهانه تیر بر اثر ارتعاش ناشی از عبور جرم متحرک بر روی 

 شود.، معرفی میاست های مختل به ازای نسبت سرعت تیر

تاوان  (، به خوبی مای c-9، تا a-9های  با توجه به شکل

پاسخ دینامیکی نرمالایز شده در طاول   بیشینهدریافت مقدار 

دهانه تیر تحت اثر ارتعاش ناشی از عبور جارم متحارک باا    

هاای پاایین   افزایش مقدار نسابت جارم، در نسابت سارعت    

-تغییرات زیادی نسبت به هم نداشته ولی در نسبت سارعت 

را ناشی  DAFهای متوسط و بالا به شکل محسوسی افزایش 

فزایش میزان پاارامتر شاتاب از   شده است. از سوی دیگر با ا

                                                                                                     
1 Dynamic Amplification Factor 
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α αتا     را ایجااد   DAFتغییرات زیاادی در مقادار      

αای که با افزایش پارامتر شتاب از نموده است، به گونه    

αبه  پاساخ دیناامیکی نرماالایز شاده در      بیشاینه مقدار    

𝜗نساابت ساارعت   % افاازایش را در 29، در حاادود     

این در حاالی اسات    های مختل  جرم ایجاد نموده ونسبت

αکه با تغییر پارامتر شتاب از  αبه     مقدار حاداکثر     

𝜗پاسخ دینامیکی نرمالایز شده در نسبت سرعت  ، در     

های جرمای مختلا  را سابب    % افزایش در نسبت11حدود 

های رو ملالعه دقیق و خاص در مورد سازهشده است. از این

حاصل شادن اطلاعاات لازم    برایتحت اثر بارهای متحرک 

 ای ایمن، لازم و ضروری است.برای طراحی سازه
 

Γتغییرات نسبت جرمی از . 4شکل  Γتا        واثر میزان شتاب      

a :)αپاسخ دینامیکی نرمالایز شده؛   بیشینهبر      ،b :)α     ،c :)

α   . 

 

 

 
Fig. 4. changes in the mass ratio of r=0.1 to r=0.4 and 

effect of acceleration on the maximum dynamic response 

has been normalized 

 

 گیرینتیجه -4
ارتعاشات یک تیر تک دهانه تحت اثار   پژوهشدر این 

 شاده های مختل  جرمی ارزیابی یک جرم متحرک با نسبت

شده وجود آمده در تیر، تحلیل و بررسی و پاسخ دینامیکی به

است. معادلات حاکم بر تیر نازک مورد نظر بر پایاه تواوری   

برنولی و با استفاده از اصل هامیلتون و روش حساب  -اویلر

تغییرات حاصل شده و پ  از حل معادله حاکم باا در نظار   

اند. لختی بار، پارامترهای مورد نظر به دست آمده آثارداشتن 

لازم، ابعاد مختل  سپ  با تعری  پارامترهای نرمالایز شده 

است. پاساخ   شدههای متنوع رسیدگی نمونهموضوع با ارا ه 

دینامیکی نرمالایز شده در وسط دهانه تیر یک دهاناه تحات   

-ای از نسبتاثر عبور جرم متحرک در دامنه وسیع و پیوسته

باا افازایش    شدهای مختل  جرمی بررسی شده و مشخص 

ابد. همچنین حداکثر ینیز افزایش می   نسبت جرمی مقدار 

مقدار لنگر خمشی در وساط دهاناه و مقادار لنگار خمشای      

ماکزیمم مللقی که در طول تیر به سبب عبور جرم متحارک  

هاای مختلا  نسابت جرمای باا      آید در حالات به وجود می

یکدیگر مقایسه شده و اهمیت بالای تفاوت در این دو مقدار 

صحیح ساازه  و در نظر داشتن این موضوع در انجام طراحی 

های پایین، . این تفاوت مقدار در نست سرعتشدتیر، تبیین 

هاای میاانی و باالا    بسیار ناچیز بوده ولی در نسابت سارعت  

و بااا افاازایش نساابت جاارم، مقاادار  اسااتکاااملاً محسااوس 

وجود آماده و تفااوت دو مقادار لنگار خمشای      لنگرهای به

مقدار لنگر خمشی در وساط دهاناه    بیشینهماکزیمم مللق و 

پاسخ  بیشینهیابد. تغییرات پارامتر شتاب روی نیز افزایش می

هااای دینااامیکی نرمااالایز شااده در طیاا  وساایعی از نساابت

سرعت مورد ارزیابی قرار گرفته و نشان داه شده است که با 

افزایش مقدار شتاب حرکت جرم متحرک روی تیار، مقادار   

DAF یابد.ی افزایش میتوجهبه شکل قابل 
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Abstract: 

In structural dynamics, loads having varying positions have been broadly studied. Such loads are so called 

moving loads which appear in various applications in industry. High speed machining systems, overhead 

cranes, cable ways, pavements, computer disc memories and robot arms are a few examples of vehicles with 

moving load dynamic. Vibration of bridge structures subject to moving vehicles is often referred to as an 

application of moving load problems. A great number of researchers proposed numerical and analytical 

methods to deal with the vibration of solids and structures under travelling loads. A famous classic approach 

in the simulation of moving loads is the moving force. In moving force model, a constant traveling force is 

assumed to act upon the base structure. However, this assumption yields to reasonable structural analysis if 

the mass of the moving object is negligible. Nowadays, with ongoing advances of transportation technology, 

the mass, speed and acceleration of moving vehicles are notably increased. In this regard, during the last few 

decades, many researchers showed that the moving force is no longer valid for large moving masses. 

Therefore, simulation of the moving mass has been proved to be closer to the physical model of vehicle 

bridge interaction. As a common practice, bridges carrying moving vehicles have been assumed as vibrating 

beams excited by point moving masses. It has been very customary to consider the mid-span or center point 

of the base beam as the reference point in order to assess the maximum dynamic response of the structure 

under moving mass; therefore, most of the existing computed design envelopes are related to the values 

occurring at the midpoint of the structure. However, the location of the maximum values is not necessarily at 

mid-span. To shed light on this issue, in this research an analytical-numerical method is established to 

capture dynamic response of an Euler-Bernoulli beam traversed by a moving mass. Most of the available 

literature on moving load problem is concerned with the travelling loads having constant speeds. To remove 

this restrictive presumption, in this paper, the considered moving mass is assumed to move at non-zero 

constant acceleration. The beam is considered to be undamped and initially at rest. The moving mass is 

assumed to maintain full contact condition with the base beam while sliding on it. By exploiting a series of 

continuous shape functions having time varying amplitude factors, a norm space is provided by which the 

beam spatial domain is discretized. The problem is then transformed into time domain for which a time 

integration method is utilized. Absolute maximum dynamic response of the supporting beam under the 

passage of accelerated moving mass is extensively sought over the beam length. In this manner, whole beam 

length is being monitored for the maximum values at each time step of time integration procedure. The beam 

absolute maximum dynamic response is comprehensively computed considering different mass ratios and 

extensive range of linearly time varying velocities. Parametric studies are carried out on the absolute 

maximum values of dynamic flexural moments and deflections and compared to those captured at mid-span. 

Finally, it highlighted that the mid-span of the beam cannot be a valid reference to obtain the true maximum 

deflections and flexural moments of the base beam. 
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