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 چکيده

صورت به. بسیاری از مسائل الاستواستاتیک ن مسائل مربوط به مهندسی در مکانیک جامدات، مسائل الاستواستاتیک استییکی از پرکاربردتر

مقاله به بررسی یک روش این است.  شدههای عددی به یکی از مسائل مهم تبدیل رو، حل این مسائل با روشتحلیلی قابل حل نیستند؛ از این

تحلیلی با ماتریس ضرایب قطری پردازد. روش معادلات مجزا یک روش نیمهنام روش معادلات مجزا در مسائل الاستواستاتیک میجدید به

. در این روش، با استفاده شودسازی میدر این روش، تنها مرز مسئله با استفاده از توابع شکل مرتبه بالا و توابع نگاشت چبیشفی گسسته است.

و در ادامه با تعریف  شودصورت مجزا ایجاد مییلری بهکورتیز، معادلات دیفرانسیل او-دار و روش انتگرالی کلینشاهای وزناز روش باقیمانده

های جدیدی از بردار نیروهای  مقاله با تعریف فرماین در  گیرد. ای، فرایند حل با استفاده از مفهوم بازتوزیع تنش صورت می بردار نیروهای گره

بر در براعددی، روش معادلات مجزا  نمونهو در نهایت، با حل دو  شود ای، معادله دیفرانسیل حاکم بر مسئله الاستواستاتیک استخراج میگره

دهد که در روش معادلات مجزا پاسخ مسائل سنجی قرار گرفته است. نتایج نشان می مورد حساسیتفرم توزیع تنش در فضای مسئله 

ر مسئله یک فرم خاص از بردار و بسته به نوع مسئله، در ه استای  الاستواستاتیک کاملاً وابسته به فرم توابع جدید بردار نیروهای گره

 ارای دقت بهینه است.ای د های گرهنیرو

 .دوبعدی مسائلبازتوزیع تنش،  ای، مسائل الاستواستاتیک، بردار نیروهای گره مجزا، معادلات روش واژگان کليدی:
 

مقدمه -1
بشر همواره در پی پرده برداشتن از رازهای آفرینش بوده و 

خود را با استفاده از سعی و خطاا و   های پژوهشدر آغاز، تمام 

ای در طبیعات   امکانات آزمایشگاهی انجام داده است. هر پدیده

حسب معادلات جبری، دیفرانسیل  با قوانین فیزیک بر توانرا می

و یا انتگرالی توصیف کرد. بنابراین هر مهندس دارای دو وظیفه 

عمده تشکیل روابط ریاضی فرایند فیزیکی و حل مدل ریاضای  

با وجود اینکه اساتخراج معاادلات حااکم بار مساائل در       است.

-له روشبیشتر موارد کار چندان مشکلی نیست، حل آن به وسی

های فیزیکای  های تحلیلی کاری بسیار دشوار است و برای مدل

رو . از ایان نیسات پاییر   تر در بسایاری از ماوارد، امکاان   پیچیده

هاای  های جدیدی برای حل مدلمهندسان و ریاضیدانان، روش

صاورت تقریبای ایان مساائل را حال       فیزیکی ابداع کردند و به

هاای عاددی معارو     های جدید به روش نمودند که این روش

به عناوان روش تفاضال محادود،     بیشترشدند و در ادبیات فنی 

های وردشی به کاار گرفتاه    دار و روش های باقیمانده وزن روش

 [.1اند ]شده

ن مسائل مربوط به مهندسی در مکانیک یکی از پرکاربردتری

دساته از   جامدات، مسائل الاستواستاتیک است. برای حال ایان  

-ددی گونااگونی مانناد روش الماان   هاای عا  نیاز، روش  مسائل

 پژوهشی –مجله علمی 

 مهندسی عمران مدرس
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-مقیااس  مرزی محدود مرزی، روش المان محدود، روش المان

ده قارار گرفتاه   مش تا کنون مورد اساتفا های بدونشده و روش

 دارای به عنوان یاک روش کلاسایک   محدود است. روش المان

که باه طاور    است مسائلهای خوبی در حل این دسته از  قابلیت

 [ به آن پرداخته شده است.4-2] مراجع مفصل در

مارزی باه    روش المان از با استفاده پژوهشگران بسیاری از

-الاستواستاتیک پرداختاه  مسائلحل مسائل گوناگونی در حوزه 

مشاهده [ 14-5] مراجع توان درها را میهایی از ایناند که نمونه

هاای  هاای مببات روش  [ از ترکیب ویژگای 15. در مرجع ]نمود

ان مرزی و المان محدود و کااهش نقاایآ آنهاا روشای باا      الم

شاده را ایجااد کارده    مقیااس  مارزی  عنوان روش المان محدود

است؛ در این روش مانند روش المان مرزی فقاط مارز مسائله    

ولی بر خالا  روش الماان مارزی نیااز باه       شودبندی میمش

 مساائل یافتن حل اساسی ندارد. از ایان روش نیاز بارای حال     

[. 19-16اسات ]  شدهصورت گسترده استفاده   واستاتیک بهالاست

نیاز   پژوهشگرانهای ارائه شده در بالا، برخی از علاوه بر روش

های تحلیلی و نیمه تحلیلی گوناگون به حال  با استفاده از روش

توان باه   می به عنوان نمونه اند کهمسائل الاستواستاتیک پرداخته

 .[ اشاره کرد22-20مراجع ]

های نسبتاً جدید، روش معاادلات مجازا   از این روشیکی 

خاجی و همکاران پیشانهاد شاده اسات، و     ی به وسیلهاست که 

-است. از مهمترین دست شدهبرای حل مسائل مختلفی بررسی 

[، 23تاوان باه حال مساائل پتانسایل ]     آوردهای روش مزبور می

[، انتشااار امااواج 26[، الاسااتودینامیک ]25-24الاستواسااتاتیک ]

[ اشاره کرد. با توجاه باه   28[ و مکانیک شکست ]27ارتجاعی ]

، بررسی اثار فارم   مقاله این اهمیت مسائل الاستواستاتیک، هد 

بردار نیروهای گرهی بر پاسخ فضای مرباوط باه مسائله اسات.     

-ای از روش نیمهبرای این منظور در بخش بعدی مقاله خلاصه

م مرباوط باه   . بخاش ساو  شاود تحلیلی معادلات مجزا ارائه می

فرم جدیادی از   است. در بخش چهارم روش حاضر فرایند حل

 در روش معاادلات مجازا   توابع مختلف بردار نیروهاای گرهای  

عاددی   نموناه با استفاده از دو . در بخش پنجم شود پیشنهاد می

و سارانجام در   گیارد  سنجی قرار مای  روش مورد حساسیتاین 

 .شودآوردهای مقاله بیان میدست ششمبخش 

 مبانی روش معادلات مجزا -2
-استفاده مای یدی از چهار ابزار کل معادلات مجزا روشدر 

و دساتگاه   شده،قطری  تا ماتریس ضرایب معادلات حاکم دوش

. ه شاود نوشات مجزا و مساتقل از هام   صورت معادلات حاکم به

 ،مرتباه باالا   تواباع شاکل  ( 6)رسیدن به این هد  با استفاده از 

-کلینشاا گیاری  روش انتگارال ( 3)توابع نگاشت چبیشف، ( 2)

همچنین روند تولید فرم انتگرالی معادله حاکم بر ( 4)و  ،کورتیز

دساه و  ساازی هن به منظور مادل  مهیا شده است. ه مربوطه،مسئل

عناوان  ، ابتدا یک نقطاه باه  همچنین فیزیک مسئله در این روش

 های ویژگی و تمامشده، انتخاب  (LCO) مرجع مختصات محلی

. در شودهندسی و فیزیکی مسئله نسبت به این نقطه ارزیابی می

باا یاک    یهاای فقط مرزهای مسئله با استفاده از المان ،عین حال

 . مطابق شاکل شودمی بندیالمانعد فضای مسئله تر از بُعد کمبُ

مشخصات یک هندسه دلخواه در دستگاه مختصات اصالی   ،(6)

 و دستگاه مختصات مقیاس شده نشان داده شده است.
 

سازی مسائل دو بعدی؛ )الف( هندسه مسئله در مدل چگونگی .1شکل 

 [24مختصات کلی، )ب( هندسه مسئله دو بعدی در مختصات محلی ]
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Fig. 1. Modeling of 2D bounded domain, in which the LCO is 

represented in (a) global and (b) local coordinates systems. 
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طور به با توجه به انتخاب محورهای محلی، مرزهای مسئله

هاا از  ؛ مرزهاایی کاه امتاداد آن   شاود  دسته تقسیم میکلی به دو 

LCO گیرناد، و   قارار مای     شاعاعی  گیرناد و روی محاور  می

گیرناد )مرزهاایی کاه    نمای   LCOهاا از مرزهایی که امتاداد آن 

هستند(. در این روش، فقط باید مرزهای ناوع دوم را     موازی

 صاورت باه    بندی نمود. محدوده تغییرات محور مماسای المان

است. در مسائل محدود، تغییرات محور شعاعی         

 .  است( و یک )بر روی مرزها( LCOبین صفر )در   

، مختصات هر نقطاه درون حاوزه مسائله در    روشاین در 

که مختصاات  ، درحالیشودمشخآ می  ̂  ̂   مختصات کلی با

. به منظاور  شود تعیین می       هر نقطه از مرزهای مسئله نیز با

 به مختصات محلی  ̂  ̂   انتقال هندسه مسئله از مختصات کلی

های مرتبه باالای  ای، از توابع نگاشت که از نوع چندجمله     

. بنابراین مختصاات هار   شود، استفاده میاست [    ] چبیشف

صاورت  نقطه روی مرزهای مسئله با استفاده از توابع نگاشت به

 های زیر قابل محاسبه خواهد بود:رابطه

(۲)       ∑        

    

   

 

(۱)       ∑        

    

   

 

مختصاات نقااط روی مارز در     yو  xکه در رواباط فاو ،   

هاای   ی المانانقاط گره تعداد    و استدستگاه مختصات کلی 

مختصات هر نقطه درون حوزه روی مرز هستند. در این روش، 

 :شودمسئله با استفاده از روابط زیر محاسبه می

(۰)   ̂             ∑        

    

   

 

(۹)   ̂             ∑        

    

   

 

ی، باا اساتفاده از   اگره      تابع نگاشت برای یک المان

 :شودصورت زیر تعیین میهای چبیشف بهایچندجمله

(۹)        
 

  
∑

 

        
             

  

   

 

 

 nای چبیشف نوع اول از مرتبه چندجمله       که در آن،

بوده، و       مقدار        . همچنین برای مقادیراست

باشد. به این ترتیب،  می      مقدار        برای مقادیر

توابع نگاشت به دست آمده، دارای خاصیت دلتای کرونیکر در 

 ، یعنی:استها هر یک از گره

(6)    (  )      

است، نقاط           که در آنها    اینقاط گره

 :آینددست میاز رابطه زیر به چبیشفی هستند که با استفاده

(7)          (
  

  
) 

که با  است گره      که در این رابطه، هر المان دارای

یابی  برای درون    هایی از درجهایاستفاده از آنها چندجمله

 .شوندهندسه تولید می

محلی، به به منظور استخراج روابط حاکم در مختصات 

برخی از روابط پایه نیاز است. جزء سطح المان در مختصات 

        با جزء سطح المان در مختصات محلی  ̂  ̂    کلی

 ای به صورت زیر دارد:رابطه
(8)      ̂  ̂  | ̂     |      |    |     

 باشد:انتقال میماتریس ژاکوبی       ̂ ن که در آ

(۰)   ̂      [
 ̂        ̂       

 ̂        ̂       
] 

( و 3ماتریس ژاکوبی روی مرزها نیز با استفاده از روابط )

 :شودصورت زیر محاسبه می( به4)

(۲۹)      [
        
            

] 

 صورتبه [ ] در مسائل دو بعدی ماتریس اپراتور مشتق

 شود:تعریف می زیر

(۲۲) [ ]  

[
 
 
 
 
 

  ̂
 

 

  ̂

 
 

  ̂

 

  ̂]
 
 
 
 
 

 

های بردار میکور در دو دستگاه بنابراین، رابطه مشتق

 :استمختصات کلی و محلی با استفاده از رابطه زیر قابل بیان 

(۲۱) [ ]  [     ]
 

  
 [     ]

 

 

 

  
 

 که در آن،

(۲۰)  [     ]  
 

|    |
[

       

        
             

] 

(۲۹)  [     ]  
 

|    |
[

      

     
         

] 
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به منظور محاسبه ترکشن در هر امتداد، نیاز به دانستن بردار 

بر  { } . بردار نرمال عمود بر سطحاستنرمال در آن امتداد 

 :شود روی مرزهای مسئله به صورت زیر تعریف می

(۲۹) { }  
 

|  ⃗|
  ⃗ 

را   و   ( برای دو امتداد  61و  4 ، 3) ابطوبا استفاده از ر

 صورت زیرنوشت:توان بهمی

(۲6)  [     ]  
 

|{
      
       

}|

[

       

        
             

] 

(۲7)  [     ]  
 

|{
     

    
}|

[

      

     
         

] 

های خاصی استفاده در این روش، از توابع شکل با ویژگی

-شوند. درون نشان داده می [    ] که در حالت کلی با شودمی

یابی توابع بر روی مرزها با استفاده از این توابع شکل انجام 

گیرد که دارای دو ویژگی مهم هستند؛ یکی اینکه در نقاط می

، و دیگری استها دارای خاصیت دلتای کرونیکر المان ایگره

ها نسبت به محورهای محلی مماسی در آنکه مشتق اول این

 ها برابر صفر است:تمام گره

(۲8)    (  )      

(۲۰)      (  )      

ی، یک اگره     توابع شکل پیشنهادی برای یک المان 

که  استصورت رابطه زیر به       ای از مرتبهچندجمله

 پارامتر مجهول است.     دارای

      ∑     

     

   

           
     

    

(۱۹)                      
      

( 63( و )61های )ضرایب ثابت فو  با اعمال شرایط رابطه

تغییرمکان در هر نقطه از فضای مسئله های . مولفهشودتعیین می

 صورتکه به       به مختصات

{      } ، با استفاده از شودمیتعریف   [              ] 

های روی های واقع بر المانحسب تغییرمکان گرهتوابع شکل بر

 مرز با استفاده از رابطه زیر قابل محاسبه هستند:
(۱۲)  {      }  [    ]{    }[          ]

 
 

 های کرنش در نقطهمولفه (،64و  63با استفاده از روابط )

 :شودصورت زیر بیان میدر فضای مسئله به      
{      }  [    ̂  ̂     ̂  ̂      ̂  ̂ ]

 
 

(۱۱)                   [     ]{    }   
 

 
[     ]{    } 

 در آنکه 
(۱۰)  [     ]  [     ][    ] 

(۱۹)  [     ]  [     ][    ]   

های تنش همچنین با استفاده از قانون هوک، در مورد مولفه

 توان گفت:می       در هر نقطه به مختصات
(۱۹)  {      }  [ ]{      } 

{      }  [ ] ([  
   ] [    ]{    }   

(۱6)                    
 

 
[     ] [    ]  {    }) 

گر ماتریس خواص مصالح بیان [ ]های فو ، که در رابطه

 باشد.می

-معادله تعادل حاکم بر مسائل الاستواستاتیک دو بعدی به

 :شودصورت زیر بیان می
(۱7)         

 
   

تانسور تنش دوبعدی  ءگر اجزابیان     که در این رابطه

اعمال شده بر فضای  کالبدیهای نیروهای نیز مولفه   بوده و 

است که در حالت دو بعدی مسائل  گفتنمسئله هستند. لازم به 

( را 22حاکم ) . معادلهاست ̂  ̂    و ̂  ̂    الاستواستاتیک،

های تحلیلی، یا به فرم توان به فرم قوی و با استفاده از روشمی

صورت عددی حل نمود. مبنای روش  دار و بهباقیمانده وزن

، استدار های وزنارائه شده برای حل مسائل، روش باقیمانده

 :بنابراین

(۱8) ∫ (       
 
)    

 

 

 

دار های وزنحل انتگرال فو  با استفاده از روش باقیمانده با

( 23صورت رابطه )معادله تعادل در روش معادلات مجزا به

 [.24] شوداستخراج می
(۱۰)   [  ]{    }    [  ]{    }    {     }    

های ضرایب و بردار موجود در رابطه بالا، به که ماتریس

 :شودمیصورت زیر تعریف 

(۰۹)  [  ]  ∫ [     ] [ ][     ]|    |
  

  

   

(۰۲)  [  ]  ∫ [     ] [ ][     ]  |    |
  

  

   

(۰۱)  {     }  ∫ [    ] {     }|    |
  

  

   

{     } که در رابطه اخیر،  [  
   

 ]
بردار نیروهای   

های  ( ماتریس23. در معادله دیفرانسیل )استها در گره کالبدی
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کورتیس -گیری کلنشاضرایب ثابت با استفاده از روش انتگرل

گیری به همراه است. استفاده از این روش انتگرال شدهمحاسبه 

-ویژه معرفی شده سبب تولید ماتریس و نگاشت توابع شکل

 ؛ یعنی:[28-23] شودهای ضرایب قطری می
(۰۰)     

      [ 
     ]

 [ ][      ]|     | 

(۰۹)     
      [ 

     ]
 [ ][      ]  |     | 

. بنابراین استدلتای کرونیکر      های فو ،که در رابطه

 مجزا وصورت  توان به( را می23دستگاه معادلات درگیر رابطه )

 نوشت: iبه ازای هر درجه آزادی 
(۰۹)      

             
            

       

 

 فرایند حل مسئله -3
 (31حاکم در رابطه ) معادله دیفرانسیلحال باید پاسخ 

که در حالت کلی معادله دیفرانسیل ؛ با توجه به اینشودتعیین 

، بنابراین پاسخ کلی معادله استحاکم بر مسائل دوبعدی ثابت 

ام را با استفاده از تابع i( به ازای درجه آزادی 31دیفرانسیل )

  
لات مجزا روش معاد مبانیتوان محاسبه کرد. در می     

شود که تابع نیروهای  برای حل مسائل الاستواستاتیک فرض می

صورت خطی از نقطه مرجع تا مرز مسئله تغییر  کالبدی به

 توان نوشت: کند. بدین ترتیب می می
(۰6)    

            

رابطه معادله دیفرانسیل ( در 31اعمال رابطه )بنابراین با 

 :شود ( استخراج می32رابطه ) ،(31)

      
   

(
   

     
 

   
 )

   
     

     
   

 (   
      

 )
   

(۰7)              
   

 (   
      

 )
   

با اعمال شرایط مرزی    و    (، مقادیر 32در رابطه )

آید. در گام نخست، رابطه بدست می iمرتبط با درجه آزادی 

هایی که تحت بارگیاری قرار دارند محاسبه فو  فقط برای گره

و سپس، رابطه تغییرات تنش برای هریک از درجات آزادی 

-( تعیین می21با استفاده از رابطه )  در امتداد محور  گفته شده

های  استفاده از روابط تعادل، مقدار مولفه. سپس، با شود

و   نیروهای داخلی متمرکز مرتبط با هر گره در امتداد محور 

برای گره  ( را      ) LCOهمچنین میزان تنش داخلی در نقطه 

iکه نقطه مشترک تمام توان محاسبه نمود. با توجه به اینام می

رمکان، این نقطه و از نقطه نظر تغیی است LCOها، نقطه گره

، استها یکسان برای تمام گره یهای تغییرمکان دارای مولفه

های توان تصور نمود که تعدادی فنر با سختیبنابراین، می

اند و  صورت موازی به هم متصل شده به LCOمشخآ در نقطه 

های روی مرز مسئله متصل است  سر دیگر این فنرها به گره

(؛ به عبارت دیگر، مقدار تنش داخلی در نقطه 2مطابق شکل )

LCO های رسیده به این نقطه از طر  تمام برابر با مجموع تنش

 .استدرجات آزادی که تحت بارگیاری قرار دارند 

گام بعدی بر اساس توضیحات ارائه شده، محاسبه برآیند 

 برابر خواهد بود با:که  است LCOتنش داخلی در 

(۰8)  {    }  ∑{     }

 

   

 

تنش در  بازتوزیعها با توجه به همچنین سهم هریک از گره

( محاسبه 33از رابطه ) LCOنقطه مرجع در این تنش داخلی در 

 شود: می

(۰۰)  {     }  
   

 

∑    
  

   

{    } 

 مفهوم فیزیکی بازتوزیع تنش در مسائل الاستواستاتیک .2شکل 
LCO

Fig. 2. The physical concept of the solution procedure of 

the problem. 
 

در گام بعدی معادله حاکم را بر اساس تنش  دحال بای

( به 33رابطه )  در امتداد  نیروی کالبدیبه عنوان  LCOداخلی 

های ازای هر درجه آزادی دوباره محاسبه نمود تا مولفه

، شودمحاسبه    تغییرمکان مربوط به هر گره در امتداد محور 

 :بنابراین

(۹۹)  {  
    }  [  ] {     } 

های تغییرمکان در گام پایانی و با مشخآ شدن تابع مولفه

، پاسخ برای سایر نقاط، با  برای هر گره در امتداد محور 

شوند، همچنین میزان تنش یابی میاستفاده از توابع شکل درون
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( تعیین 21در هر نقطه از حوزه مسئله نیز با استفاده از رابطه )

 .شودمی

 

 تابع نيروهای کالبدی -4
با توجه به اینکه در روش معادلات مجزا پاسخ برای هر 

، برای ارتباط بین شود صورت مجزا محاسبه می درجه آزادی به

. این شود درجات آزادی از مفهوم بازتوزیع تنش استفاده می

هایی که  مفهوم بر این اساس ارائه شده است که در آن گره

اند، با استفاده از فرایند بازتوزیع  رفتهتحت اثر بارگیاری قرار نگ

حت اثر بارگیاری قرار دارند، سهم خود هایی که ت تنش از گره

. در فرایند بازتوزیع تنش با محاسبه تنش در را دریافت نمایند

صورت نیروی کالبدی در فضای مسئله   نقطه مرجع، تنش به

شود و بنابراین پاسخ هر درجه آزادی محاسبه  توزیع می

صورت خطی، تاکنون   ای به . با فرض تابع نیروهای گرهشود می

است و نتایج  شدهمسائل مختلفی با روش معادلات مجزا حل 

این اند. هد   دست آمده نیز از دقت مناسبی برخوردار بودهه ب

توزیع تنش در فضای مسئله و  برایمقاله ارائه توابع مختلف 

پاسخ مسائل  ای بر بررسی اثر فرم تابع نیروهای گره

الاستواستاتیک است. برای این منظور علاوه بر فرم خطی 

  
بیان  برایهای پیشنهاد شده در روابط زیر  ، فرم         

لاستواستاتیک در نظر ای برای حل مسائل ا تابع نیروهای گره

 شود: گرفته می

(۹۲)    
           

(۹۱)    
           

(۹۰)    
      √    

(۹۹)    
     

 

 
      

(، 31( در رابطه )44تا  46در ادامه با جایگیاری روابط )

معادله حاکم برای هر یک از توابع پیشنهاد شده استخراج شده 

دست آمده، پاسخ مسئله برای هر درجه ه ب روابطو با حل 

آزادی مطابق با فرایند ارائه شده در بخش سوم محاسبه خواهد 

 شد.

 

 ای عددیه نمونه -5

ای بر پاسخ مسئله،  برای بررسی اثر فرم تابع نیروهای گره

 در این بخش ارائه خواهد شد. نمونهدو 

 اول نمونه -5-1

که در  گونه ای است. همان اول مربوط به یک تیر طره نمونه

متر، ارتفاع  621ای به طول ، تیر طرهشود( مشاهده می3شکل )

متر تحت بار برشی در انتهای آزاد خود در  6متر و ضخامت  2

شرایط تنش مسطح قرار گرفته است. ضریب کشسانی و 

به ترتیب برابر  نمونهضریب پواسون مصالح در این 

υو  ⁄           در نظر گرفته شده است. حل      

 [ ارائه شده است.24تحلیلی این مسئله در مرجع ]
 

 اول نمونهای  هندسه تیر طره .3شکل 

120 m

Y

X
P = 1N

  
2
 m

  

 
Fig. 3. Geometry and boundary conditions in global Cartesian 

coordinates of first example. 
 

که در  گونهسازی هندسه این مسئله، همانبه منظور مدل

( LCO( نشان داده شده است، مرکز مختصات محلی )4شکل )

انتخاب شده است و مرزهای مسئله با استفاده  ( 1,1)در نقطه 

درجه آزادی  611المان سه گرهی و در مجموع  22از 

 بندی شده است. المان
 

 بندی مربوط به نمونه اول المان .4شکل 

 
Fig. 4. The LCO and proposed mesh using three-node 

elements. of first example. 
 

از توابع دلخواه پیشنهاد شده در بخش چهارم و با استفاده 

 و سوم استفاده از مبانی روش معادلات مجزا که در بخش دوم

( 31بیان شد، ابتدا فرم جدید معادله دیفرانسیل مطابق رابطه )

. در ادامه با حل معادله دیفرانسیل مربوطه با شود میاستخراج 

جایی  ن جابهاستفاده از توابع مختلف نیروهای کالبدی، میدا

شود. برای مقایسه نتایج  برای هر درجه آزادی محاسبه می

y


x




28
LCO

1 11 21

3343
53


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جایی،  حاصل از اثر توابع نیروهای کالبدی بر میدان جابه

( با 1جایی در وسط تیر و در جهت قائم مطابق شکل ) جابه

که مشخآ است،  گونه نتایج تحلیلی مقایسه شده است. همان

  تابع 
ی کامل مرتبه اول ا که یک چندجمله          

 تری است.  است، از سایر توابع دارای دقت مناسب
 

      جایی قائم تیر یک سر گیردار در وسط تیر جابه .5شکل 

 
Fig. 5. The numerical results and the analytical solution of 

the vertical displacement of the beam of example 1, along the 

X-axis at (Y=0). 

 

 دوم نمونه -5-2

سازی مسائل  به منظور ارزیابی روش پیشنهاد شده در مدل

دار که مانند شکل ای سوارخدارای تمرکز تنش، مسئله صفحه

های خود قرار گرفته الف(، تحت تنش عمود بر یکی از لبه 1)

. به دلیل متقارن بودن مسئله، فقط ربع فضای مسئله شودحل می

( نشان داده شده است(، با اعمال 1چه که در شکل ))مانند آن

. در این مسئله، لبه است شده شرایط مرزی اضافی بررسی

تند. این راست و لبه داخل سوراخ دایروی بدون تنش هس

⁄            صفحه از مصالحی با مدول الاستیسیته  و   

υضریب پوآسون  -شود. بر اساس آندر نظر گرفته می      

ب( نشان داده شده است، محل مرکز  1چه در شکل )

( انتخاب شده است. 61،61( در نقطه )LCOمختصات محلی )

اند، گرفتهدو لبه مسقیم صفحه که در پایین و سمت راست قرار 

گرهی و لبه دایروی شکل  3هر کدام با استفاده از چهار المان 

شده است و به طور کلی  بندی المانالمان سه گرهی  3نیز با 

 .شوددرجه آزادی حل می 41این مسئله با استفاده از 

های مختلف تنش درون این صفحه با استفاده از مولفه

شده است. در شکل  [ ارائه24های حل تحلیلی در مرجع ]روش

( تغییرات تنش افقی در امتداد محور قائم که با استفاده از 2)

است، در مقابل نتایج روش  شدهروش معادلات مجزا محاسبه 

نتایج  شودکه ملاحظه می گونهتحلیلی ارائه شده است. همان

ای به  روش با در نظر گرفتن تابع نیروهای گرهاین حاصل از 

  فرم 
بسیار خوبی با نتایج تحلیلی  هماهنگی    √      

مسئله وجود سوراخ در یک صفحه که تحت تنش این دارد. در 

-قرار دارد باعث ایجاد تمرکز تنش در اطرا  آن سوراخ می

در روش معادلات مجزا شده ، بنابراین تابع خطی استفاده شود

توزیع تنش در فضای مسئله دقت تابع  برایکلاسیک 

  
را ندارد. استفاده از توابع مختلف بردار     √      

ای در روش حاضر، میزان افزایش تنش در دهانه  نیروهای گره

 ( محاسبه شده است.6سوراخ، مطابق جدول )

توان گفت در برخی از مسائل مکانیک جامدات  بنابراین می

در  ر بر دارند، برای حصول نتایج بهینه،که شرایط خاصی را د

توزیع تنش در  برایت یک تابع مناسب گام نخست بهتر اس

 .شودفضای مسئله پیشنهاد 
 

نمونه دوم الاستواستاتیک؛ )الف( هندسه و بارگیاری و )ب(  .6شکل 

 بندی مرزهای مسئله المان

R=1m

1YY

X

Y

10 m

1
0

 m

 
 )الف(

x


LCO

y




 
 )ب(

Fig. 6. The second example: (a) geometry and boundary 

conditions in global Cartesian coordinates and (b) the LCO 

and proposed mesh including. 
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برای مبال شماره   =1Xدر  Yتغییرات تنش افقی نسبت به محور  .7شکل 

 دوم

 
Fig. 7. Distribution of normal stresses along the boundary lines 

of the domain modeled in the second example (X=0). 

 

 میزان افزایش تنش در دهانه سوراخ .1 جدول

Error (%) Stress Factor Proposed 
Function 

--- 3 Analytical 
Solution 

2.7 3.08   
     

9 3.27   
     

16.3 3.49   
     

0.7 3.02   
     

24 2.72   
     

Table 1. the stress intensity of hole in second example. 

 

 گيرینتيجه -6
ن مسائل مربوط به مهندسی در مکانیک یکی از پرکاربردتری

دسته از  جامدات، مسائل الاستواستاتیک است. برای حل این

به است.  شدههای عددی گوناگونی استفاده مسائل نیز، روش

جدیدی به نام روش معادلات مجزا نیمه تحلیلی روش  تازگی

و  دینامیکالاستو ،استاتیک برای حل مسائل پتانسیل، الاستو

مقاله با بررسی این در  توسعه داده شده است. مکانیک شکست

اثر فرم بردار نیروهای گرهی بر پاسخ فضای مربوط به مسئله، 

در نهایت با حل  سنجی قرار گرفت. روش مورد حساسیتاین 

جایی و تنش در مسائل  که در آن میدان جابه عددی نمونهدو 

روش پیشنهادی مورد  ،شدالاستواستاتیک بررسی 

قرار گرفت. نتایج حاکی از آن است که روش  سنجی حساسیت

 ای است، که کاملاً وابسته به بردار نیروهای گرهمعادلات مجزا 

ای در روش  در آن برای مسائل متداول فرم بردار نیروهای گره

معادلات مجزا کلاسیک از دقت مناسبی برخوردار است. این در 

دار، پیشنهاد  حالی است که در مسائل خاص مانند ور  سوراخ

ب با فیزیک مسئله برای بردار نیروهای سیک تابع مناسب متنا

ضروری به نظر  هبهیننتایج  برای به دست آوردنای  گره

 رسد. می
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Abstract: 

The elastostatic problems are significant subjects in the analysis and design of solids and structures. As most 

of the complicated elastostatic problems do not have closed-form solutions, numerical methods such as finite 

element method (FEM), boundary element method (BEM), discrete element method (DEM), meshless 

methods, scaled boundary finite element method (SBFEM), and hybrid methods are the current approaches 

dealing with these types of engineering problems. This study presents a novel application of the decoupled 

equations method (DEM) to assess elastostatic issues. In the present method, the so-called local coordinate's 

origin (LCO) is selected at a point, from which the entire domain boundary may be observed. For the 

bounded domains, the LCO may be chosen on the boundary or inside the domain. Furthermore, only the 

boundaries which are visible from the LCO need to be discretized, while other remaining boundaries passing 

through the LCO are not required to be discretized. In this method, only the boundaries of problems are 

discretized using specific higher-order sub-parametric elements and higher-order Chebyshev mapping 

functions. Implementing the weighted residual method and using Clenshaw-Curtis quadrature result in 

diagonal Euler’s differential equations. So, the coefficient matrices are diagonal, which provide a system of 

single Euler’s differential equations for the i
th
 degree of freedom (DOF). If n indicates the number of DOFs 

of the problem assumed to be analyzed by the proposed method, only n Euler’s differential equations (with 

only one unknown differential equation for each DOF) should be solved. In the proposed method, the LCO is 

the same for all nodes, for which the LCO has the same displacement components. Therefore, the physical 

concept of this fact may be considered as some semi-parallel springs adjoining each other at the LCO. 

Therefore, the proposed procedure is called “redistribution” of the stresses in the present method. At the final 

step, using the calculated displacement field along  , the displacement at any point of the problem’s domain 

is interpolated by using the proposed special shape functions. Although the governing equation of each DOF 

is decoupled from those of other DOFs, the “redistribution” of the stresses at the LCO and resolving the 

problem for each DOF represent the connection between all DOFs of the domain. In the solution procedure, 

the order of displacement function      depends on nodal force function      . To analyze the elastostatic 

problems in the classical Decoupled Equations Method,       varies in an undertaken domain like a body 

force. Therefore,       is defined as a linear function. In this study by proposing new forms of force 

function, the response of elastostatic problems is assessed. In the following, sensitivity of this method via 

proposed nodal force functions is fully demonstrated through two benchmark problems. The results show 

that stress and displacement fields totally depend on the form of force function. Also, the results show that in 

order to get optimum results, it is necessary to propose an appropriate nodal force function corresponding to 

physical concept. For example in the cantilever beam - which is subjected to a shear force at its free end - 

minimum error occurs if the nodal force function is presented by linear form. On the other hands, in the 

Kirsch’s problem - with a central small circular hole - considering the nonlinear form for nodal force 

function leads to minimum error. 
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