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 [11/4/1333]تاريخ پذيرش:     [11/1/1333]تاريخ دريافت: 
 

بهبود شبکه مسائل متقارن محوری در و  به حل تطبیقی ،مبتنی بر بازیافت تنش یاستفاده از برآورد خطابا  ،پژوهشروش ابداعی این  -چکیده

نوان گرادیان حرارتی به ع تخمینی خطا در مجاورت نقاط کنترلی، مقادیر نرم خطای انرژی محاسبهبعد از  ،بدین منظور .زدپردا می تحلیل ایزوژئومتریک

و  یاز نقاط کنترل یدیجد شیاند آرا دما شده رییکه دچار تغ یفرض یها المانشبکه  لیپس از تحل .یابد اختصاص می رابط بین این نقاط های المان به

 عیتوز منجر به مسائل متقارن محوری کیزوژئومتریا لیدر تحل کلیروند در چند س نیا یریکارگ بهرود  انتظار می؛ که شودیحاصل م یگره یبردارها

مسائل در نتایج تحلیل  دقت شیافزا نشان دادنو  ییکارا یبررس براید. وشها  انتگرال محاسبه یبرا نهیبه یا حصول شبکه جهیبهتر خطا در دامنه و در نت

دست آمده   هنتایج ب .استشده پرداخته الاستیسیته با شرایط تقارن محوری، که دارای حل تحلیلی هستند،  مسئله دو ی عددیساز به مدل یمتقارن محور

مسائل متقارن  افزایش دقت نتایج تحلیل ایزوژئومتریک برایتواند  در کاهش میزان خطا موثر بوده و می شده  ارائهدهد که روش بهبود شبکه  نشان می

 مورد استفاده قرار گیرد. محوری

 

 .نرم خطا ،محوریمتقارن  نقاط کنترلی، حل تطبیقی، ک،یزوژئومتریا لیتحل: یدیواژگان کل
 

 مقدمه -1
حلل معلادلات    برایهای اخیر  های مختلف عددی در دهه روش

 انلد  افتهیدیفرانسیل حاکم بر مسائل مهندسی توسعه چشمگیری 

هلای تفاضلل    تلوان بله  روش   هلا ملی   آن نیتلر  مهمکه از جمله 

هلای موسلوم بله     محدود، روش اجزای محلدود و دسلته روش  

، روش هلا  شروهای بدون مش اشاره کلرد. از میلان ایلن     روش

اجزای محدود به عنوان روشلی قدرتمنلد در بسلیاری از عللوم     

اسلت. ایلن روش در دهله     و توسعه یافته شده شناختهمهندسی 

شللکل گرفللت و امللروزه بللا کللاهش عیللو  و اد للام بللا  1591

بسلیاری از مشلکلات    ،های تفاضل محدود و بدون ملش  روش

ا بل سلاخته اسلت. املا     برطرفدانشمندان مکانیک محاسباتی را 

را  یروشل  شلود  یهنوز هم نم، ملاحظه  قابلاین پیشرفت  وجود

 نیل . از جملله ا دیل کامل و بدون نقل  نام  آن راکه بتوان  افتی

بله ضلعف در تولیلد دقیلل شلکل       توان ینواق  و مشکلات م

مسلائل   لیدق یساز مدلهندسه پیچیده، ضعف در  یل دارائمسا

مکلرر   لیلد با تغییرات شدید در خواص مصالح و نیز نیاز بله تو 

مسائلی کله در چلارچو    مانند ها در برخی مسائل،  شبکه المان

سلازی شلکل سلازه،     شوند و یا مسلائل بهینله   لاگرانژی حل می

 پژوهشی –مجله علمی 

 عمران مدرس

 1334، پايیز سهدوره پانزدهم، شماره 
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 .اشاره نمود

های طراحی بله کملک رایانله بله      برای اولین بار، ورود تکنیک

صلورت  کیگلان   ی بله وسلیله   1551 لدر ساحوزه تحلیل سازه 

در  ملورد اسلتفاده   شلکل  توابلع  جلای  که در آن به؛ [1] پذیرفت

 در ساللاین استفاده شده بود. یاسپ پایه از توابعمحدود،  یاجزا

لاین نسللبی یاسللپ -بللی از توابللع اسللتفاده بللا ایللن ایللده 2119

(NURBS کنواختیری 
1

دست  هب لاینیاسپ توابع از توسعه که )

 روش و یافلت  تکامل [2]هیوز و همکارانش ی به وسیلهآیند  می

در این روش ضمن استفاده از  گرفت. نام ایزوژئومتریک تحلیل

، هلا  منحنلی لاین و نربز در تعریف دقیلل  یخواص توابع پایه اسپ

و احجام، همانند توابع شکل در روش اجلزای محلدود،    سطوح

طلور خلاصله از   به شود. میم استفاده ه یابی برای درونها  از آن

هللای مزایللای روش ایزوژئومتریللک در مقایسلله بللا دیگللر روش

تر، دقلت   سازی دقیل امکان مدل به مواردی چون توان یمعددی 

بنلدی   مرزی، علدم نیلاز بله شلبکه     طیشرادر اقناع  ملاحظه قابل

مجدد در مسائلی که مدل هندسلی در حلین حلل دچلار تغییلر      

دسللتگاه معللادلات، انللدازه  ملاحظلله قابلللشللود، کللاهش  مللی

پللذیری و سللادگی در مسللائل بهبللود شللبکه و قابلیللت  انعطللاف

 بیضلرا استفاده از این روش در حل معادلات دیفرانسلیلی کله   

در چند سلال   .[1] باشند، اشاره کرد ابعی متغیر میوها خود ت آن

های مختلفلی   ، روش ایزوژئومتریک به سرعت در زمینهنیز اخیر

و یا الکترومغنلاطیس   ها، دینامیک سیالات مکانیک سازه همچون

 توسعه داده شده است.  

ابتدا هندسه با دقلت  ، کیزوژئومتریابرای انجام تحلیل به روش 

استاندارد  یورافن کی که( NURBSسطوح نربز ) لهیبه وسبالا 

شلبکه   کیل و سلپس   جادشدهیا، است CAD2یها ستمیس یبرا

نربلز سلاخته    یهلا  المان ی به وسیلهدرشت  یها المان با چشمه

به ارتباط با  ازین ها الماندر اصلاح شبکه  بیترت نیبه ا. شود می

هلا را   شلبکه الملان   یتوان بله سلادگ   ی، و میستن CADستمیس

 فیل کله در تعر  ییرهلا یروش از هملان متغ  این اصلاح کرد. در

هندسله ملدل    فیل تعر یهندسه مسئله استفاده شده اسلت، بلرا  

 .شود یماستفاده  لیتحل نیو همچن یلیتحل

                                                                                                     
1- NURBS (NonUniform Rational B-Spline) 
2- Computer Aided Design 

هلای   همچلون سلایر روش   یزوژئومتریلک اتحلیلل  پس از انجام 

بله  عددی نیازمند سنجش خطای تحلیل هستیم. در برآورد خطا 

ی دو رویکرد وجود دارد. تخمین خطا بر اسلا   روش استنتاج

باشلد و روش   ملی  3های باقیمانده که ادامله کلار بابوشلکا    روش

4های خود تعادلی صلهواستفاده از 
که املروزه بلر اسلتفاده از آن     

های برآورد خطلا مبتنلی بلر بازیافلت      روش .[3] شود تأکید می

در دسلته   شلود  یمل اسلتفاده   پژوهشاین تنش )گرادیان( که در 

استفاده از روش بازیافلت تلنش در تحلیلل     .گیرند دوم قرار می

حسلنی و همکلاران ملورد     ی به وسیلهاولین بار  کیزوژئومتریا

برگرفتله از دقلت    هلا  آن. اسلا  روش  [4]قرار گرفلت استفاده 

در این روش بلا   .گوسی است یریگ انتگرالبیشتر تنش در نقاط 

تنش در حاللت دو   مؤلفهاستفاده از نقاط نمونه گوسی برای هر 

تشلکیل   افتله یبهبودو کلرنش مسلطح، یلک سلطح     بعدی تنش 

برآورد خطلای ایزوژئومتریلک ملورد اسلتفاده      برایشود که  می

 [.9و  6] گیرد قرار می

 برای یاصلاحاتدر مرحله بعد از تحلیل و تخمین خطا نوبت به 

یابی بله تحلیللی بلا یکنلواختی بهتلر در       کاهش خطا و یا دست

نامیم. هلر   که این فرآیند را تظریف تطبیقی می استتوزیع خطا 

فرآیند تظریف تطبیقی شامل دو بخش اصلی است: بخلش اول  

از این اشاره شلد و دیگلری ابلزاری    خطا که پیش  برآورد کننده

خطلا مقلدار خطلا را در هلر      برآورد کننده .برای فرآیند تظریف

بلرآورد  نقطه تخمین زده و فرآیند تظریف بر اسلا  اطلاعلات   

 هلایی از حلوزه   تنمایلد کله چله قسلم     خطا مشخ  می کننده

روش در  نیتوسعه ا پژوهش این درمسئله نیاز به تظریف دارد. 

دنبلال   یمسلائل متقلارن محلور    یتنش و برآورد خطا افتیباز

 .شود یم

تلللاکنون  کیلللزوژئومتریادر زمینللله بهبلللود شلللبکه در روش 

ها بلر اسلتفاده از توابلع     آن بیشتر که تکیه شده انجامهایی  تلاش

افزایش نقاط کنترلی در نواحی با خطای  برای T-Spline  پایه 

برای اولین بار تحلیل تطبیقی به ایلن   9انسنج است. بالاتر بوده

بهبلود   2111و همکلاران در   6دورفلل  [، 7] سبک را ارائله کلرد  

                                                                                                     
3- Babuska 

4-self-equilibrating patches 

5- Johannessen   
6- Dörfel 
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 -ده از تلی محلی شلبکه بلا افلزایش نقلاط کنترللی و بلا اسلتفا       

با  2111و همکاران در  1نگو .[1] ها را پیشنهاد کردند لاینیاسپ

هلای   لاینیاسلپ   -یلا تلی   Rational PHT-Splinesاستفاده از 

در مجملوع همله    [.5نوعی بهبود محلی را ارائه دادند ] یا مرتبه

با افزایش تعداد نقاط و حجلم محاسلبات    شدهگفته های  روش

 است.  همراه بوده

در این پژوهش بلرای اوللین بلار روشلی بلر پایله اسلتفاده از        

بهبللود شللبکه نقللاط کنترلللی تحلیللل   بللرایگرادیللان حرارتللی 

ارائه شده است. ویژگی  جایی نقاط هایزوژئومتریک مبتنی بر جاب

بارز این روش عدم افزایش حجلم محاسلبات بله دلیلل اضلافه      

در  نشدن نقاط کنترلی جدیلد و همچنلین امکلان بهبلود شلبکه     

 .استچندین چرخه مختلف 

آشللنایی بیشللتر بللا مفللاهیم اولیلله تحلیللل      بللرایدر اداملله 

و تحلیل مسائل متقلارن   یساز مدل چگونگیبه  ،ایزوژئومتریک

مربوط به  مسو. بخش شده استدر این روش پرداخته  محوری

معرفی روش برآورد خطلا مبتنلی بلر بازیافلت تلنش در روش      

بهبود شبکه با استفاده تولیلد   . تشریح روشاستایزوژئومتریک 

این روش بلا   یسنج صحتو  مچهارگرادیان حرارتی در بخش 

 از این پژوهش ارائه شده است. مپنجدر بخش  نمونهحل دو 
 

بندی تحلیل ایزوژئومتریک در مسائل فرمول-2

 متقارن محوری
تقارن محوری دارند و بلار   ها آنهندسه تحلیل اجسامی که 

ز متقلارن محلوری اسلت در بسلیاری از     نیل  هلا  آناعمالی به 

ایلن نلوع    یاز کاربردهانیاز است.  های مهندسی مورد پروژه

اعملالی بله یلک     هلای  توان بررسی تنش و کرنش یل میتحل

روی  قرارگرفتله ای  های استوانه مخزن بزرگ تحت فشار، پی

بلرد.    هلا را نلام   در لولله  بستر خاکی و تحلیل جریلان سلیال  

که از نظر هندسه،  استهایی حوری سازههای متقارن م سازه

خواص ماده، شرایط مرزی و بارگذاری در دستگاه مختصات 

 هلا  آن( و در 1)شلکل   اسلت مستقل  نسبت به  یا استوانه

در وجلود نلدارد.    هیچ نوع تغییر مکانی در امتداد زاویله  

                                                                                                     
1- Wang 

بعدی در مختصات مسئله سه نتیجه یک , ,r z  به مسئله دو

 .کند یم دایپکاهش  rzبعدی در صفحه

 
 

 یمحور  در حالت تقارن یدوبعد لیتحل -1شکل 

 

مقللدار مجهللول مسللئله در حالللت     در روش ایزوژئومتریللک

شلود کله    به عنوان یک سطح نربز، طوری تعیلین ملی  ، دوبعدی

از تلراز مبنلا در هلر نقطله از دامنله،       شلده  لیتشکارتفاع سطح 

کننده مقدار مجهول مسلئله در آن مکلان باشلد. در مسلائل      بیان

ای انتخا  کنیم کله  متقارن محوری، اگر نقاط کنترلی را به گونه

,)نقلاط،  اول و دوم مختصلات ایلن    یها مؤلفه
r z

P P)  بتواننلد ،

بلرآورد کننلد، در ایلن صلورت      rzهندسه مسئله را در صلفحه  

کنلیم کله    سوم مختصات این نقاط را طوری محاسبه ملی  مؤلفه

دهنلده   ای نربز نشانبین این نقاط به وسیله توابع پایه یابی درون

ای تشلکیل  توان رویله  تغییر مکان آن نقطه باشد. در حقیقت می

هندسه مسلئله و   دهنده نشان rzکه تصویر آن روی صفحهداد 

دهنده تغییلر   نشان rzارتفاع رویه در هر نقطه نسبت به صفحه

هلای شلعاعی )در   مکان آن نقطه باشد. بنابراین اگر تغییر شلکل 

 u( هر نقطه را به ترتیب با z( و محوری )در جهتrجهت

توان تغییر مکان هلر نقطله در داخلل زیلر      نشان دهیم، می vو

صلورت زیلر از روی نقلاط کنترللی مربللوط       دامنله نربلز را بله   

 یابی کرد. درون
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ی بالادر رابطه

,i j
Pسوم مختصات  یها مؤلفهگر بردار  انها نمای

نقاط کنترلی نربز، 
,i j

R ای نربز وتوابع پایهm   وn    تعلداد نقلاط

 .است zو  rهای جهت در یکنترل

کنلد بلرای    که بیان می ،توابع نربز ریتأثخاصیت بازه  با توجه به
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,هر       اسلت فقط تعداد محدودی از این توابلع  یلر صلفر ،

( را بله  1کلردن هزینله محاسلبات، معادلله )     توان بلرای کلم   می

,صورت زیر تغییر داد. بدین منظور اگلر فلرک کنلیم        بله

اُم قللرار دارنللد )یعنللی  jاُم و  i یگرهللهللای  ترتیللب در دهانلله

 1
,

i i
  


  و1

,
j j

  





ای در (، و درجلله توابللع پایلله 

 H ،q یگرهل و در جهلت بلردار     ،p یگرهل جهت بردار 

فقط حداکثر  آنگاهباشند،    1 1p q  ای  یر صفر تابع پایه

( را بله  1لله ) توان معاد داشت. در این صورت می  وجود خواهد

 .[11]( کاهش داد 2معادله )

( 3ماتریسی معادلله )  ( را به صورت2توان معادله ) نین میهمچ

 نوشت.
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 زیر است: به صورتها  ماتریس ستونی تغییر مکان uکه 
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 ملاتریس  Pای نسلبی نربلز و  ماتریس توابلع پایله   Rهمچنین 

 :استزیر  ستونی مختصات نقاط کنترلی به صورت
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هلا دارای چهلار    در مسائل دارای تقارن محوری بلردار کلرنش  

؛ که به صورت زیر تعریلف  )6شکل ( استمستقل از هم  مؤلفه

 شود: می
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 محوری  ائل تقارندر مس جادشدهیاهای  ها و کرنش تنش -2شکل 

 

 یمتوان می ،دامنه ریزمکان در نقاط داخل هر  رییبا معلوم بودن تغ

 :مطابل رابطه زیر بنویسیمها را در هر نقطه  کرنش
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u وها  بردار تغییر مکانL  یک عملگر دیفرانسیلی است که

 زیر است:صورت محوری به  برای مسائل متقارن
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هلا را   تلوان کلرنش   ( ملی 1( در رابطله ) 3) رابطله  گلذاری با جلا 

 صورت زیر تقریب زد: به

(11) ε B P 
بلرای   Bملاتریس   Lگیلری  که با توجه به ماتریس دیفرانسلیل 

( خواهلد بلود. هلم   11صورت رابطله ) مسائل تقارن محوری به

تنش را بله  مؤلفهتوان چهار  چنین در مسائل متقارن محوری می

 ها در نظر گرفت. ( برای بردار تنش12صورت رابطه )
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هلا و   بلین تلنش   کشسلان، رابطله   یخطل با فرک وجلود رفتلار   

 صورت زیر خواهد بود:ها خطی و به کرنش
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 :همسان گردکه برای مصالح  استمصالح 
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 یارز سلاز  همهای عددی برای  هایی که در تحلیل یکی از روش

های مرزی و بارهلای گسلترده    با تنش یگرهاستاتیکی نیروهای 

 کلار بلردن  ه شود، بل  و نهایتاً محاسبه ماتریس سختی استفاده می

تلوان بلرای    . از همین طریل ملی استروش تغییر مکان مجازی 

محاسبه ماتریس ضرایب در روش ایزوژئومتریلک نیلز اسلتفاده    

 به صورت رابطه زیر خواهیم داشت:در نهایت  کهکرد؛ 

(19) 
K P F 

مجهلولات مسلئله )مختصل      P،ماتریس سختی Kکه در آن

 دامنله  ریل زنیروهای خارجی وارد بلر   Fسوم نقاط کنترلی( و 

 شوند: صورت زیر تعریف میکه به است

(16) T

V

d v K B D B
 

(17) T T

V

d V d


   F R b R t
 

توان  میPو مشخ  شدن بردار (19) رابطه و در نهایت با حل

 :جستجو کردکرنش و تنش را به صورت زیر  یها مؤلفه

(11) ; ε B P σ D ε 
 

 محاسبه توزیع خطا چگونگی -3
تنش در هر  مؤلفهبرای هر  افتهی بهبوددر این روش، میدان تنش 

شود. این  ناحیه به صورت یک سطح فرضی در نظر گرفته می

سطح فرضی با استفاده از توابع شکل نربزی که برای تخمین 

 آید.  دست می ه، باند شده  استفادهجایی(  هتابع مجهول )جاب

دست خواهد آمد که مختصات نقاط  هیک سطح نربز زمانی ب

با متقارن محوری در مسائل کنترلی آن مشخ  شده باشد. 

کاربر، تنها  ی به وسیلههر نقطه کنترلی  z و  rتعریف مختصات 

سوم  مؤلفهتنش،  افتهیبهبودمجهول جهت تعیین سطح  مؤلفه

رلی باشد. نحوه محاسبه مختصات سوم نقاط کنت نقطه کنترلی می

قبلی  سطح تنشنسبت به به نحوی است که سطح تنش جدید 

دست آمده است، به یک سطح  هکه از تحلیل ایزوژئومتریک ب

شود. اسا  محاسبه مختصات نقاط  تبدیل می افتهیبهبودتنش 

برگرفته  افتهیبهبوددست آوردن سطح تنش  هکنترلی و در نتیجه ب

دست آمده از  هتنش ب ها آناز خاصیت نقاطی است که در 

بیشتری برخوردار  تحلیل تقریبی نسبت به سایر نقاط از دقت

در این نقاط مرتبه همگرایی گرادیان یک تابع، یک  باشد. می
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مرتبه از مقداری که از تقریب تابع شکل مربوط به حل تقریبی 

رود، بالاتر است.  به همین دلیل به این نقاط، نقاط  انتظار می

شود که اولین بار توسط بارلو مطرح شده  فوق همگرا گفته می

ایزوژئومتریک مسائل متقارن محوری این نقاط است. در تحلیل 

فوق همگرا بر حداقل تعداد نقاط گوسی مورد نیاز المان 

. مختصات نقاط کنترلی سطح بهینه هستند منطبل یچهارضلع

کردن فاصله بین این سطح فرضی و سطح تنش  نهیکمتنش با 

های هر  دست آمده از حل ایزوژئومتریک در نقاط گو  المان هب

ناحیه با استفاده از روش حداقل مجموع مربعات محاسبه 

 .[4] شود می
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شوند.  ( تعریف می6( و )9مطابل روابط ) Rو  Pکه در آن 

شود، تنها پارامتر مجهول جهت تعیین  همان طور که مشاهده می

( Pنقاط کنترلی )بردار  سومتنش، مختصات  مؤلفهسطح هر 

باشد. برای تعیین این مقادیر، مجموع مربعات اختلاف تنش  می

دست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک و تنش  هبین مقدار ب

کنیم. برای این منظور تابع می نهیکمرا در نقاط گو   افتهیبهبود

( )F P  کنیم: تنش به صورت زیر تعریف می مؤلفهرا برای هر 
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دست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک و  هتنش ب مؤلفه σکه در آن 

K باشد.در نهایت با  تعداد نقاط گو  موجود در هر ناحیه می

)از تابع یریگ مشتل )F P مجهول بردار های  نسبت به مؤلفهP 

و مساوی صفر قرار دادن آن مختصات نقاط کنترلی صفحه 

به طور مثال  آید. دست می هب ها مؤلفههر یک از  افتهیبهبود تنش
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تنش،  یها مؤلفهبا داشتن مختصات نقاط کنترلی هر یک از 

گونه که در ادامه  آید. همان دست می هسطح مربوط به آن نیز ب

تنش خواهیم دید، این میدان مؤلفه تنش نسبت به سطح 

باشد و از  تر می دست آمده از روش ایزوژئومتریک دقیل هب

تواند به عنوان یک تخمین کننده بالقوه خطا برای  رو می این

 کننده نیتخمکار رود. روش کار این  تحلیل ایزوژئومتریک به

خطا بدین صورت است که با در نظر گرفتن اختلاف بین سطح 

ز تحلیل دست آمده ا هتنش بازیافتی و سطح تنش ب

معیاری  ی هر المان، به صورت تقریبی بهایزوژئومتریک برا

 کند جهت تعیین میزان خطای موجود در آن المان دست پیدا می

[4]. 

استفاده از معیارهای مختلفی برای تعیین میزان خطا متداول 

ترین معیارهای بیان خطا، معیار خطای  است. یکی از معروف

خطای انرژی دقیل تنش برای انرژی است. طبل تعریف، نرم 

 :]11[ شود یک المان به صورت زیر بیان می

(26) 
 

1

2

1
( ) ( )

T
e d





 
    

 
 σ σ D σ σ

 

دست آمده  هتنش ب σمقدار دقیل بردار تنش،  σدر این رابطه

دامنه المان  ماتریس الاستیسیته و  Dاز حل تقریبی، 

باشد. با توجه به اینکه در حالت کلی، جز در مواردی خاص  می

حل ، باشد که حل تئوری بعضی از مسائل الاستیسیته موجود می

جای استفاده از میزان  دقیل مسئله در دستر  نیست، لذا به

آن جهت محاسبه نرم خطای  افتهیبهبوددقیل تنش از میزان 

صورت نرم خطای انرژی تقریبی شود. در این  انرژی استفاده می

 شود:  به صورت زیر تعریف می

(27) 
1

2

* 1 *
( ) ( )

T
e e d





 
     

 
 σ σ D σ σ

 

1

,

( )
0

rr

rr rr rr rr

i j

F

P




    


P
A P B P A B

110 



 1354/ پاییز  3دوره پانزدهم / شماره                                                                                         پژوهشی عمران مدر  –مجله علمی  
 

 

*جا که در این
σ  تنش بازیافتی وσ از تحلیل  دست آمده هتنش ب

در نهایت مجموع نرم خطای انرژی  باشد. ایزوژئومتریک می

 دهد.  ها، نرم خطای انرژی کل دامنه را تشکیل می المان

 

 اصلاح وفقی-4
اصلاح  یها روشاز  یکیکه دهی شبکه،  در فرآیند حرکت

ماند ولی محل نقاط  است، تعداد کل نقاط ثابت باقی می یوفق

روش در مقابل  نیکند. ا های به دست آمده تغییر می طبل خطا

 یای، مزا یساز ی ن ایو   pهمچون اصلاح شبکه  ها روش ریسا

محدود با  یاجزاروش در  با این وجود .دارد یتوجه قابل

نقاط  ییجا هجابدر زمان  رایز .همراه است ییها تیمحدود

ها  از المان یبخورد و بعض به همممکن است اتصال  اجزا 

 ها صفر شود از المان یمساحت بعض ایو  داکردهیپ یهمپوشان

ترین روش برای  بناسدلیل در اجزای محدود م نیبه هم[. 12]

کردن شبکه است  ی ن وشتظریف تطبیقی استفاده از همان ر

طور  به که ییآنجااست. ولی از  نهیهز پر یکه از لحاظ محاسبات

 لیتحلروش  نیبدون شبکه و همچن یها روشکلی در 

وجود ندارد،  یآن، المان بند یپارامتر یدر فضا کیزوژئومتریا

است.  ریپذ امکان یبه راحتنقاط  ییجا هاستفاده از روش جاب

 لیبرای روش تحل شده ارائهبنابراین در فرآیند تظریف 

 نقاط به کار گرفته شده است. ییجا هایده جاب ،کیزوژئومتریا

مقاله با معرفی یک فرآیند جدید تظریف تطبیقی، در  نیدر ا

دهی شبکه  های حرکت ، که از جمله روشکیزوژئومتریاتحلیل 

شود، حل تطبیقی برای حل مسائل حوزه مکانیک  محسو  می

 جامدات نشان داده شده است. 

جایی نقاط شبکه در اجزای  ههای متعددی برای جاب روش

کار گرفته شده  و برای مسائل مختلف به شنهادشدهیپمحدود 

-Trans یها نامها چهار روش به  است از میان این روش

Finite-Interpolation(TFI) [13 ،]Isoparametric 

Mapping  [14 ،]elastic analogy [19و سیستم فنرها ،]1 

 [ بیشتر مورد توجه بوده است.16]

TFI  وIsoparametric Mapping های ریاضی  الگوریتم

. از اند مناسبساختار یافته  های برای مسائل شبکه هستند و

                                                                                                     
1-Spring Analogy 

مسائل و سیستم فنرها برای elastic analogy طرف دیگر 

دارای شبکه ساختار یافته و ساختار نیافته کاربرد دارند ولی این 

دارای ها نیز در حل تطبیقی مسائل اجزاء محدود  روش

 .اند بودههایی  محدودیت

ابتدا حوزه همسایگی هر نقطه کنترلی ، شده ارائهدر روش 

فرضی به نقاطی که  ییها لهیم لهیبه وس هر نقطهو  شده ییشناسا

 شود. در همسایگی آن قرار دارد متصل می

 
جهت شناسایی حوزه همسایگی هر نقطه Voronoiدیاگرام  - 3شکل 

 کنترلی

 

استفاده شده  Voronoiبرای یافتن نقاط همسایه از دیاگرام 

از ست که اشکل محدبی ، Voronoiام یاگرد .(3)شکل است

حاصل  ها گرهخط بین ره بر پاوارد  یها منصفد تقاطع عمو

-. این حوزه همسایگی طبل رابطه زیر تعریف میشود یم

 [:17]شود

(21)     ijXXdXXdxT
jii

 ,,:

 

که در آن  ,
i

d x x  فاصله )اقلیدسی( بینXi  وX  .است

 Voronoiبالا این است که نقاط متعلل به سلول  معنی رابطه

 ها در مقایسه با سایر گره نقاطی هستند که به این گره iگره 

  ترند. نزدیک

متصل کرده و  ای سازهوسیله اعضای  هها را ب گرهدر این مرحله 

ایم به عنوان  روش بازیافت تنش تخمین زده که بهخطاهایی را 

؛ در میده یمدرجه حرارت منفی )برودت( به اعضاء اختصاص 

واقع چون میانگین خطای سطوح مجاور هر عضو و در مسائل 

سه بعدی احجام مجاور هر عضو را به عنوان خطا یا به تعبیر 
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گیریم، اعضایی که  این روش، اختلاف درجه حرارت در نظر می

واحی با خطای بیشتر قرار دارند اختلاف حرارت بیشتری در ن

تغییر  برای هر عضو مطابل رابطه زیر و شوند یمرا متحمل 

 :شود های فرضی محاسبه میطول عضو

(25)           

 که در آن:

ضریب انتقال حرارت   ، طول اولیه عضو  ،تغییر طول عضو  

 است. اختلاف حرارت موجود   و  ماده

 رابطه زیرصورت  و بهدست آمده  هبتغییر طول اعضای فرضی، 

 شود. به نیرو تبدیل می

(31   ) 
  

  

  
 

 که در آن: 

نیروی حاصل از اختلاف حرارت   ،تغییر طول عضو  

سطح    و ضریب الاستیسیته  طول اولیه عضو،     ،)خطا(

آمده در  به وجودنیروی  از آنجا که باشد. می مقطع اعضا

مختصات محلی است با نگاشت زیر در مختصات کلی تعریف 

 .(4)شکل  شود می

 
(31) 

 
 

 

 
 تبدیل نیروها به مختصات کلی –4شکل

 

فرضی  کننده متصلسازه متشکل از نقاط کنترلی و اعضای لذا 

 را تحت نیروهای حاصل از گرادیان حرارتی تحلیل کرده

ها  جایی هجابیزوژئومتریک ابرای انجام مجدد تحلیل ( و 9)شکل

را در نقاط کنترلی و با نسبتی معین در بردارهای گرهی اعمال 

رسیدن به دقت کافی، قابلیت  تا ،شده ارائهدر الگوریتم  کنیم. می

جایی نقاط کنترلی، به  هانجام مراحل تحلیل، تخمین خطا و جاب

 های متعدد وجود دارد. عنوان حل تطبیقی، در سیکل

 
تحلیل یک سازه دو بعدی نمونه تحت نیروهای حاصل از  -1شکل

 گرادیان حرارتی

 

ها چنین است که  اط گرهی و المانشرایط مرزی مجموعه نق

جا  هتوانند در راستای مرز جابنقاط روی مرزهای حوزه تنها می

به عبارت دیگر در جهت عمود بر مرز  .(6شوند شکل )

طبیعی این شرط این است که  ها صفر است. نتیجهجایی آن هجاب

نقاط گرهی واقع بر محل برخورد دو مرز که زاویه  یر صفر 

ای مانند. همچنین با این شرایط هیچ نقطهمی حرکت یبدارند، 

 از یک مرز وارد مرز دیگر نخواهد شد.

 
 حالت کلی برای شرایط مرزی - 1شکل 

 

 در زیر روابط مربوط به شرط مرزی آورده شده است. 

 
 

(32) 

      [      ]
⌈  
 ⌉

⌊  
 ⌋

 

 [(     ̅)(     ̅)]
⌈  
 ⌉

⌊  
 ⌋
   

که در آن 
i

 بردار تغییر مکان نقطه i ام و
i

n گرای  بردار برون

 باشد. عمود بر مرز در این نقطه می

با ضر  کردن دو بردار
i

 و 
i

n بالا داریم:                                 در رابطه 

(33) 
ii

sxwy 
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 اند: چنین sو  wکه در آن 

(34) 

ii

y

i

x

i
y

n

n
xw 

 

(39) 

i

y

i

x

n

n
s 

 
یکی از محورهای  روابط فوق برای حالتی که مرز عمود بر

 شود: صورت زیر ساده می  مختصات باشد به

(36)  xnnifyy
i

xii
 0

 

(37     )  ynnifxx
i

yii
 0

 

 xمفهوم این دو رابطه این است که اگر مرز موازی بر محور 

و جا شود  هجاب xتواند در جهت باشد، نقطه واقع بر آن تنها می

همچنین اگر مرزی  ؛صفر است yمکان آن در جهت  رییتغ

تواند در واقع بر آن تنها می باشد، نقطه yموازی بر محور 

صفر است.  xمکان آن در جهت  رییو تغجا شود  هجاب yجهت 

)تغییر مکانی(  این دو شرط مرزی همانند شرایط مرزی دریشله

 هستند.محدود  ء روش اجزا در

تحلیل طور که اشاره شد پس از اعمال شرایط مرزی و  همان

، مختصات جدید نقاط کنترلی آمده به وجودسازه خرپایی 

 ،متناسب با تغییر مختصات نقاط کنترلی و آیددست می هب

 شود.   فواصل نقاط بردار گرهی هم اصلاح می

 خطاها وسازی و تحلیل  انجام اصلاح وفقی، به مدل بادر ادامه 

الاستیسیته که دارای حل  مسئله تنش دو یها مؤلفهتغییرات 

شود که این  تحلیلی بوده پرداخته شده است و نشان داده می

 و مؤثر است. ریپذ انعطاففرآیند بسیار 
 

 مسائل نمونه -5

 ای متقارن محوری‌صفحه دایره -5-1

متقارن محوری   در این قسمت به طرح و حل یک سازه

ای شکل به شعاع خارجی  صفحه دایره (7) پردازیم. در شکل می

شود که در لبه داخلی به  مشاهده می 11و شعاع داخلی  21

 گیردار مقید شده است. گاه هیتکوسیله 

 

 
گیردار در لبه  گاه هیتکای شکل، دارای  شکل اولیه صفحه دایره -7شکل 

 داخلی.
 

بار  ریتأثتحت و  شده نظر گرفتهدر  1ارتفاع این صفحه برابر 

10Fخطی عمودی در لبه خارجی خود به شدت    بر واحد

باشد. مدل این مسئله با توجه به دارا بودن تقارن  طول می

 باشد. می 1و ارتفاع  11محوری، به شکل مستطیلی به طول 

 رشهفک صفحه  لمد کفر با مسئله ینا قیلد یها تنش

 .[11] ستا هشد ئهارا زیر بطروا رتبهصو

 

(31) 
 

3

1 2
, 1 lo g

4

r

r r

M Z P R
M

h r
 


   

(35) 
3

1 2 M Z

h




  

(41) 
 1 lo g 1

4

P R
M

r


 


 
   

 
 

 

(41) 0 , 0
z zr

   
 

نقطه  215این جسم در ایزوژئومتریک از  یساز مدلبرای 

که تعداد نقاط کنترلی در جهت  یبه طور، شده استفادهکنترلی 

)شکل  باشد می 11و در جهت ارتفاعی برابر  21شعاعی برابر 

1.) 
 

 
  ای شکل صفحه دایرهشبکه اولیه نقاط کنترلی :  8شکل 
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مختصات جدید نقاط کنترلی در سیکل اول حل تطبیقی  :3شکل 

 ای شکل صفحه دایره

 
مختصات جدید نقاط کنترلی در سیکل دوم حل تطبیقی : 11شکل 

 ای شکل صفحه دایره

 
مختصات جدید نقاط کنترلی در سیکل سوم حل تطبیقی : 11شکل 

 ای شکل صفحه دایره

 

کل مختصات جدید نقاط کنترلی در سی 11تا  5های  در شکل

 .است شده  دادهاول و دو سیکل دیگر حل تطبیقی نشان 

 
 نرم خطای انرژی در اولین سیکل از تحلیل تطبیقی  -12شکل 

 

 
 ومین سیکل از تحلیل تطبیقی دنرم خطای انرژی در  -13شکل 

 

 
 نرم خطای انرژی در سومین سیکل از تحلیل تطبیقی  -14شکل 

 

دست آمده از  هنرم خطای انرژی دقیل ب 14تا  12های  در شکل

های مختلف بهبود شبکه نشان داده شده  حل این مثال در سیکل

 15/1به  1خطا از  نهیشیبشود که مشاهده می همان طوراست. 

کاهش یافته است که حاکی از عملکرد مناسب روش بهبود 

همچنین در  .باشد شبکه در کاهش خطا با طی چند سیکل می

تنش در  یها مؤلفه، با رسم تغییرات 11تا  19های شکل

بهبود شبکه بر افزایش دقت  ریتأث، R=0.5و  Z=0.25مسیر

 .است شده  دادهنش در هر سیکل نشان ت
 

 
 Z=0.25در مسیر ای  صفحه دایره    تنش :  11شکل 

 

 
 Z=0.25در مسیر ای  صفحه دایره    تنش  : 11شکل 

R in Z = 0 .2 5

S
r

r
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 Z=0.25در مسیر ای  صفحه دایره      تنش  : 17شکل 

 

 
 R=0.5در مسیر  یا رهیداصفحه     تنش  : 18شکل 

 

 

 ای متقارن محوری: لوله استوانه -5-2

 یو خارج یفشار داخل تحت جدارضخیم لوله 15در شکل 

 رنتقا یطاشر شتندا بر وهعلا مسئله ینادر  شود. مشاهده می

 لطو دنبو بلند لیلد  به نیز z رمحو جهتدر  کرنش ری،محو

 با مسئله نیا قیلد یها تنش .شود یم نظر گرفتهدر  صفر لوله

 ستا هشد ئهارا زیر بطروا رتصو بهآن  تحلیلی حل به توجه

[11]. 
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نقطه کنترلی  41سازی این جسم در ایزوژئومتریک از  برای مدل

که تعداد نقاط کنترلی در جهت  یبه طور، است شده استفاده

باشد)شکل  می 2و در جهت ارتفاعی برابر  21شعاعی برابر 

21.) 

 
 یو خارج داخلی فشار تحت ضخیم جدار لوله -13شکل 

 
 میجدار ضخ لولهمختصات اولیه نقاط کنترلی  -21شکل 

 
 بعد از یک سیکل  لولهمختصات نقاط کنترلی  -21شکل 

 
 بعدی سیکل فشار در تحت مختصات نقاط کنترلی لوله -22شکل 

 تحلیل تطبیقی

R in Z = 0 .2 5
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در دو  ینقاط کنترل دیمختصات جد 22و  21 یها در شکل

 نشان داده شده است. کیزوژئومتریا یقیحل تطب کلیس

 
 نرم خطای انرژی در اولین سیکل از تحلیل تطبیقی  -23کلش

 

 
 نرم خطای انرژی در دومین سیکل از تحلیل تطبیقی  -24شکل 

 

دست آمده از  هنرم خطای انرژی دقیل ب 24و  23های  در شکل

های مختلف بهبود شبکه نشان داده شده  حل این مثال در سیکل

به  142/1 خطا از  حداکثرشود طور که مشاهده می است. همان

کاهش یافته است که حاکی از عملکرد مناسب روش  131/1

همچنین باشد.  بهبود شبکه در کاهش خطا با طی چند سیکل می

، Z=0.5تنش در مسیر  یها مؤلفهبا رسم تغییرات  ،29در شکل 

سیکل نشان داده  بهبود شبکه بر افزایش دقت تنش در هر ریتأث

شود،  بعد از انجام تحلیل  که مشاهده میطور  همان است. شده

 تری خواهد داشت. تطبیقی در هر سیکل نرم خطا توزیع مناسب
 

 
 Z=0. 5مسیر  فشار در تحت لوله    : تنش 29 شکل

 یریگ جهینت -7
حرکت بر پایه  روشی ابداعی جهت بهبود شبکه نقاط کنترلی

حل در  نقاط کنترلی بر اسا  گرادیان حرارتی ناشی از خطای

در این مقاله مورد  مسائل متقارن محوری تحلیل ایزوژئومتریک

روش برآورد خطا بر مبنای  ریتأثهمچنین بحث قرار گرفت. 

در مسائل متقارن محوری جهت حل تطبیقی بازیافت تنش 

توجه به کاهش نرم خطای انرژی دقیل بعد از هر . شدبررسی 

تنش ایزوژئومتریک به  مؤلفهسیکل بهبود شبکه و نزدیک شدن 

 شده  ارائهه روش دهد ک حل دقیل در حل تطبیل یافته، نشان می

شبکه نقاط کنترلی را به سمت  یبه درستدر این پژوهش 

و روش برآورد خطا  نواحی با خطای بیشتر راهنمایی کرده

ر حل د دقت خوبی ابتواند  میمبتنی بر بازیافت تنش نیز 

به  مسائل با شرایط تقارن محوری تحلیل ایزوژئومتریک تطبیقی

 رود. کار
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