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مدل .  ابعادي بررسی شده استسازي  بهینهسازي توپولوژیک و  زمان از بهینه در این مقاله، طراحی بهینه پی با استفاده هم -چکیده
هاي فشاري بـراي اتصـال خـاك و پـی      هاي حجمی براي خاك و المان المان، پی گسترده اي براي هاي صفحه شده، از المان استفاده

با توجه به وابسـتگی  . شود بعدي تحت یک بارگذاري معین انجام می تحلیل و طراحی به صورت الاستیک و سه. تشکیل شده است
هـاي کلاسـیک در    اده از روش، اسـتف )که معمولاً زیاد اسـت (هاي محدود در فضاي طراحی  تعداد متغیرهاي طراحی به تعداد المان

شود که ایده  از این رو در این مقاله از روشی نوین براي ایجاد توپولوژي بهینه استفاده می. ست ها عملی سازي توپولوژیک سازه بهینه
هایی  الماناین الگوریتم جدید، . هاي واسط بین خاك و پی در انتقال نیروهاي فشاري به خاك است ي کارایی المان اصلی آن بر پایه

سازي  سازي توپولوژیک و بهینه سازي کلی از دو فاز مجزاي بهینه بهینه. کند از پی که تحت فشار اندك یا صفر قرار دارند را حذف می
سـازي   روند بهینـه . سازي ابعادي شامل تعیین ضخامت و درصد آرماتورهاي خمشی بهینه پی است بهینه. ابعادي تشکیل شده است

کارایی روش پیشنهادشده در این مقاله با . بوجود نیایدسازي  شود تا دیگر پیشرفتی در بهینهوژي در پی هم تکرار میابعادي و توپول
 .حل چهار نمونه عددي بررسی شده است

  

  هاي واسط فشاري سازي توپولوژیک، راستاي قابل قبول، المان طراحی پی، بهینه -کلیدي واژگان
  

  مقدمه -1
پـی آن اسـت کـه     ،هاي مهم و اساسی سازه یکی از قسمت

هـاي   ي تحمل نیروهاي وارد از سازه و کنترل نشست وظیفه
در طراحــی پــی، متغیرهــاي زیــادي . آن را بــر عهــده دارد

توانند   هاي مختلفی از این متغیرها می دخالت دارند و ترکیب
طراحی ، به بیان دیگر. و نشست را دربر گیرند ضوابط تنش

تواند چندین جواب قابل قبول داشته باشد که البته از پی می
در این صورت با اسـتفاده  . دنتسهنظر هزینه با هم متفاوت 

توان پی را چنان طرح کـرد کـه   سازي می هاي بهینه از روش

نشسـت و   هـاي  محـدودیت هم هزینه آن کمینه باشد و هم 
 .ارضاء کندیره را تنش و غ

سـازي   طراحی بهینه یک سازه به سه مرحله کلی بهینـه 
نخسـتین  . ]1[شـود   شکل و توپولوژي تقسـیم مـی   ،ابعادي

سازي ابعاد  ها روي بهینه سازي سازه ي بهینه تحقیقات درباره
براي نمونه، پیدا کردن ابعاد بهینه سطح مقطـع  . متمرکز شد

بـا  . هسـتند دسـته  عضوهاي یک خرپا یا یک قـاب از ایـن   
سـازي   سـازي بـا اسـتفاده از بهینـه     هاي بهینه پیشرفت روش

پیـدا  . شکل، سعی در یافتن مرزهاي بهینه یـک سـازه شـد   
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اي که بـا فرضـیات تـنش مسـطح      کردن مرزهاي بهینه سازه
در مسـائل  . سازي است اي از این نوع بهینه مدل شده، نمونه

ی ثابـت  سازي ابعاد و شـکل، مرزهـاي فضـاي طراح ـ    بهینه
بنـابراین  . اما توپولوژي فضاي طراحـی ثابـت اسـت    دننیست

سازي  هاي بهینه براي طرح یک سازه بهینه، استفاده از روش
ابعادي و شـکل کـافی نبـوده و لازم اسـت کـه توپولـوژي       

سـازي   از ایـن رو بهینـه  . ي فضاي طراحی معلوم باشد بهینه
ازي س ـ هاي بهینه توپولوژیک به عنوان سومین دسته از روش

پس . ها و اولین مرحله در یافتن سازه بهینه معرفی شد سازه
لازم اسـت  دست آوردن یک طـرح مهندسـی بهینـه     براي به

سـازي توپولوژیـک    ابتدا توپولوژي سازه با استفاده از بهینـه 
ســازي شــکل و ابعــاد،  مشــخص شــود و ســپس بــا بهینــه

  .مشخصات هندسی دقیق و بهینه آن تعیین شود
پـذیر بـه    هاي گسترده انعطـاف  طراحی پی در این مقاله،

شود تا در نهایت، شکل بهینه پی بـا   صورت بهینه انجام می
ابتـدا تاریخچـه   . ضخامت و آرماتورهاي بهینه یافـت شـود  

بــا سـپس   وشــده در ایـن زمینـه بررســی    تحقیقـات انجـام  
سازي توپولوژیـک و   سازي مناسب و تلفیق روش بهینه مدل

سازي پی گسـترده تهیـه شـده و در     بهینهابعادي، کد برنامه 
کـارایی آن بــا حـل چنـد نمونــه عـددي بررســی و      ،ادامـه 
  .گیري شده است نتیجه

  
  تحقیقات -2
  مدل کردن رفتار خاك -1-2

هـاي گونـاگون ماننـد     محققین، رفتار خـاك را بـه صـورت   
الاســتیک، غیرخطـــی، الاســـتو پلاســـتیک کامـــل و یـــا  

 ـ  الاستوپلاستیک بـا سـخت   . ]2[انـد   رض کـرده شـوندگی، ف
هـاي کوچـک،    اگرچه رفتـار خـاك حتـی بـه ازاي کـرنش     

تــوان رفتــار  پــذیر نیســت، ولــی مــی الاســتیک و برگشــت
ایـن  . هاي سخت را به صورت خطی در نظـر گرفـت   خاك

با بررسی نشست خاك زیـر پـی بـرج     ]3[ پهلوانمسئله را 
  .میلاد نشان داده است

نـه شـمال   دا در این مقاله، خاك زیر پی، خـاك درشـت  
تهران که خاك نسبتاً سختی است، فـرض شـده اسـت؛ در    
نتیجه، رفتار خاك به صورت خطی در نظـر گرفتـه شـده و    
مدول الاستیسیته آن با توجه به میزان سختی یا نرمی خـاك  

  .تعیین شده است
  
  مدل کردن محیط خاك -2-2

برخی از محققین، محیط خاك را به صورت فنرهاي جدا و 
گفتـه   "مـدل وینکلـر  "اند که به آن  مدل کردهمستقل از هم 

ترین نقص آن مستقل بودن فنرها از هـم   و مهم ]4[شود  می
برخی دیگر براي رفع این مشکل، مدل وینکلر را بـا  . است

هاي  مدل"ها  اند که به آن اي دیگر مدل کرده یک عنصر سازه
افراد دیگري نیز در پـژوهش  . ]5[گویند  می "چند پارامتري

محیط خاك را به صورت یک محیط پیوسـته فـرض   خود، 
با . ]7، 6[اند  کرده و آن را با روش اجزاي محدود مدل کرده

سازي خاك بـه صـورت یـک محـیط      توجه به این که مدل
بـه دسـت    تـري  و نزدیـک بـه واقعیـت    بهتـر پیوسته، نتایج 

دهد، در این پژوهش، محیط خاك به صورت یک محیط  می
  .است بعدي مدل شده پیوسته سه

هاي متعددي همانند روش  براي تحلیل سامانه نیز روش
تلفیق روش اجزاي محدود و اجزاي مرزي ، اجزاي محدود

و تلفیق روش اجزاي محـدود و اجـزاي نامحـدود وجـود     
بـه وسـیله   ) پـی + خـاك  (در این مقاله، کـل سـامانه   . دارد

  .شوند هاي محدود مدل می المان
 
  سازي پی بهینه -3-2

پــذیر نبــودن، معمــولاً پــی بــه صــورت  ریســکبـه خــاطر  
و تاکنون تحقیقات شود و از اینرو  طراحی میکارانه  محافظه

اولـین  . ها انجام نشـده اسـت   سازي پی زیادي در مورد بهینه
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در  ]8[ کـوهلی ي  وسیله شده در این زمینه، به تحقیقات انجام
در سـال   .هاي منفرد انجام شـده اسـت   روي پی 1968سال 
  آلات تحـت بارهـاي   سازي پی ماشـین  مورد بهینهدر  1993

زینکـویچ و ویلچینسـکی   ي  وسـیله  بهتحقیقاتی هارمونیک، 
سازي  در مورد بهینه ]10[ پیرو، 2001در سال . انجام شد]9[

پی نواري یک دیوار بلند، تحت اثـر بـار طـولی بـا شـدت      
 کیم و همکارانش، 2001در سال  .ثابت، تحقیقاتی انجام داد

هاي  ها براي کمینه کردن نشست نحوه چیدمان شمع بر ]11[
، 2002در سـال   .هاي گسترده کـار کردنـد   غیریکنواخت پی

هاي مرتفع  سازي پی ي بهینه درباره ]12[ آرورا و همکارانش
آلات تحت ارتعـاش تحقیقـاتی انجـام     آرمه براي ماشین بتن

 2007زمـان، در سـال    طراحی بهینه پی و سـازه، هـم   .دادند
در . انجام شد ]14-13[غیرتمند و محرمی ي آقایان  یلهوس به

پذیر  هاي نواري انعطاف این پژوهش، ایشان سعی کردند پی
پی و خـاك،   -گرفتن اندرکنش سازه  و روسازه را با در نظر

  .بهینه کنند
  
  سازي توپولوژي بهینه -4-2

سازي توپولوژیک، هدف، یـافتن بهتـرین وضـعیت     در بهینه
بـراي دربرگیـري شـرایطی خـاص هماننـد      قرارگیري ماده 
ــه اســت و ســختی بیشــینه ــراي حــل مســائل . وزن کمین ب

هـاي   تـوان از روش  هـا مـی   سـازي توپولوژیـک سـازه    بهینه
مسـائل   در. خطـی اسـتفاده کـرد    ریـزي ریاضـی غیـر    برنامه
هـا، تعـداد متغیرهـاي طراحـی      سازي توپولوژیک سازه بهینه

. نده فضاي طراحی استکن هاي تقسیم وابسته به تعداد المان
سـازي   هـا در یـک مسـئله بهینـه     از آن جا که تعـداد المـان  

ریـزي   هـاي برنامـه   توپولوژیک زیاد است، استفاده از روش
 لکش ـمهـا   سازي توپولوژیک سـازه  ریاضی در مسائل بهینه

هـاي گونـاگونی    بردن ایـن مشـکل روش   براي از بین. ستا
هـا، روش   ین آنتـر  است که بهترین و معروف  پیشنهاد شده

در این مقاله از روشی نـوین بـراي   . ]1[معیار بهینگی است 
  .سازي توپولوژیک پی استفاده شده است حل مسئله بهینه

  
  سازي و تحلیل مدل -3

سازي، لازم است آن را با یک  براي استفاده از الگوریتم بهینه
در ایـن بخـش الگـوریتم    . الگوریتم تحلیل سامانه پیوند داد

هـاي   المان+ پی + الاستیک سامانه، متشکل از خاك تحلیل 
  .شود شده در این برنامه، توضیح داده می استفاده (Gap)واسط 

  
  مدل اجزاي محدود سازه -1-3

هـاي   شـده در ایـن مقالـه، بخـش     در برنامه کامپیوتري تهیـه 
  :مختلف سازه به صورت زیر مدل شده است

 چهار ضلعی اي  هاي صفحه ي المان وسیله پی گسترده به
اي، یـک المـان همگـن و     المـان صـفحه  . مدل شده اسـت 

، یـک درجـه آزادي   1ایزوتروپیک است که مطـابق شـکل   
. انتقــالی و دو درجــه آزادي دورانــی در هــر گــره دارد    

آقاي اي بر اساس کار  سازي المان محدود المان صفحه مدل
 .انجام شده است ]15[ زینکویچ

 

  
  اي خمشی المان صفحه )1(شکل 

  

 هاي واسط  ي المان وسیله اعضاي واسط بین پی و خاك به
  فشاري با سه درجه آزادي انتقالی در هـر گـره، مـدل شـده    

 ـتوان د و تنها مـی نها ظرفیت کششی ندار این المان. است د ن
وضعیت کلـی ایـن المـان در    . دننیروي فشاري را انتقال ده
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در این . نشان داده شده است 2بعدي در شکل  مختصات سه
هاي پی متصل است  مقاله، هر المان واسط به تعدادي از المان

 .نشان داده شده است 3هاي مختلف آن در شکل  که حالت
 

 
 بعدي سه Gapوضعیت کلی المان ) 2(شکل 

  

  
) الف ؛هاي پی ها به المان هاي واسط و نحوه اتصال آن المان )3(شکل 
در اتصال  Gap Bالمان ) بیک المان پی،  در گوشه بهاتصال  Gap Aالمان 

 چهار المان پی در وسط بهاتصال   Gap Cالمان) ج دو المان پی، کنار به
  

 هاي آجري  ي المان وسیله محیط پیوسته خاك زیر پی به
گرهی که در هر گره، سه درجـه آزادي انتقـالی دارد،    هشت

 .نشان داده شده است 4این المان در شکل . مدل شده است
 

 
  المان آجري )4(شکل 

ها با عناصر خرپایی بدون ظرفیت  تحلیل سازه -2-3
  کششی

هایی که عناصر فقط فشـاري یـا کششـی دارد، بـه      سازه
خاطر رفتار دوگانه این اعضا در کشـش و فشـار، رفتـار    

هـا نیازمنـد    دهند و تحلیـل آن  غیرخطی از خود بروز می
معمـولاً  . خطـی اسـت   هاي تحلیـل غیـر   استفاده از روش

خطی سازه نیاز به اصلاح بردار بار  هاي تحلیل غیر روش
و یا ماتریس سختی سازه و سپس حل دستگاه معادلات 

بـه  . اي دارد مربوط طی یک فرایند تکراري چند مرحلـه 
آمده دقیق نیست و تـابع   دست هاي به همین دلیل، جواب

در ایـن برنامـه بـا    . ]16[تعداد تکرارهاي تحلیـل اسـت   
ریزي ریاضی کاربرد اصـل جمـع    هاي برنامه کمک روش

ي  وسـیله  هـا از روشـی کـه بـه     آثار قوا در تحلیـل سـازه  
. شود توسعه داده شده، استفاده می]16[ محرمی و ریاضی

در این روش بدون نیاز به انجام فراینـدهاي تکـراري و   
بدون تغییر در مدل اولیـه سـازه و مـاتریس سـختی آن،     

ی بـا ظرفیـت   هـایی را کـه عناصـر خرپـای     توان سازه می
محدود کششی یا فشاري دارند، در یک مرحله ارزیـابی  

در . ]16[هـاي درسـت و دقیـق رسـید      کرد و به جـواب 
شده در این مقاله، با استفاده از ایـن قابلیـت،    برنامه تهیه

سـازي   در پی، مدل شده و از آن براي بهینه upliftمسئله 
  .توپولوژیک استفاده شده است

  
  سازي طراحی براي بهینهبندي  فرمول -4
  سازي مسئله بهینه -1-4

سازي با تعریف تعدادي پارامتر طراحی، یک  هر مسئله بهینه
ع، هـدف  تابع ریاضی کـه بیشـینه یـا کمینـه کـردن آن تـاب      

در ایـن  . شـود  سازي است و تعدادي شرط، ساخته می بهینه
شـود و از روي آن،   مقاله، هدف به صورت زیر تعریف مـی 

  :شود خته میتابع هدف سا
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تعیین توپولوژي بهینـه پـی گسـترده بـه     : سازي هدف بهینه
اي که با منظور کردن سطح مقطع آرماتورهاي خمشـی   گونه

و ضخامت بهینه پی، هزینه ساخت پی تحت یک بارگذاري 
  .مشخص به کمترین مقدار برسد

  
  متغیرهاي طراحی -2-4

شـده شـامل    در این مقالـه، متغیرهـاي طراحـی اسـتفاده    
ارتفاع پی، سـطح مقطـع آرماتورهـاي خمشـی مثبـت و      

همـه  . هـاي پـی اسـت    منفی پـی و بـود یـا نبـود المـان     
 بلکـه ؛ ندهاي پـی جـزء متغیرهـاي طراحـی نیسـت      المان
کنند یـا تحـت    هایی که مرزهاي پی را مشخص می المان

گیرند جزء پارامترهـاي ثابـت مسـئله     بارگذاري قرار می
  .ندو قابل حذف شدن نیست هستند

  
 تابع هدف -3-4

ــابع هــدف مســئله بهینــه  ســازي،  در ایــن پــژوهش، ت
هاي بتن و  کمترین هزینه است که برابر مجموع هزینه

ها بـه صـورت    براي محاسبه این هزینه. آرماتور است
 .شود زیر عمل می

cC  ،هزینه واحد حجم بتنsC     هزینـه واحـد حجـم
هـاي پـی موجـود در هـر مرحلـه       تعداد المان efnفولاد،
ــه ســازي، بهین

jxA   ــاز در ــورد نی ــاي م مســاحت آرماتوره
ام،jبراي تحمل لنگـر مثبـت موجـود در المـان      xراستاي


jxA    مساحت آرماتورهاي مـورد نیـاز در جهـتx    بـراي

ام، j تحمل لنگر منفـی موجـود در المـان   
jyA  مسـاحت

براي تحمل لنگر مثبـت   yآرماتورهاي مورد نیاز در راستاي 
ام،jموجود در المان

jyA   مساحت آرماتورهاي مورد نیـاز
ام،jگر منفی موجود در المـان براي تحمل لن yدر راستاي 

jl  طول المانj،ام پیjw    عـرض المـانj ام پـی وh 
  .ارتفاع پی است

  قیدها -4-4
رسـیدن بـه تـابع    سازي، چهارچوب  قیدهاي هر مسئله بهینه

 دنترابعجا، قیود مسئله  در این. کنند هدف بهینه را تعیین می
. قیود لنگر خمشی، نیروي برشی و تنش فشاري زیر پـی  زا

اي شامل حدود بالا و پایین آرماتورهاي  همچنین قیود اندازه
نامه و مسائل اجرایی نیز  کششی و ارتفاع پی بر اساس آیین

  .دنشو رعایت می دویق ناونع هبدر مسئله 
  
  قید لنگر خمشی در پی -1-4-4

داند کـه در هـر    مبحث نهم مقررات ملی ساختمان لازم می
برقرار ) 1(مقطع از یک عضو بتنی تحت لنگر خمشی رابطه 

  :]17[باشد 
  

)1(  1
r

u

M
M

 

  

uM دار وارد بر مقطع و لنگر خمشی ضریبrM  ظرفیت
  .خمشی اسمی مقطع است

  
  قید نیروي برشی در پی -2-4-4

بر اساس مبحث نهم مقررات ملی ساختمان، در هر مقطـع از یـک   
  :]17[برقرار باشد ) 2- 4(عضو بتنی تحت نیروي برشی باید رابطه 

  

)2(  1
r

u

V
V

 

  

uV دار وارد بـر مقطـع و   نیروي برشی ضریبrV   ظرفیـت
  .برشی اسمی مقطع است

  
  قید تنش فشاري زیر پی -3-4-4

اي طراحی شود که تـنش فشـاري زیـر     گونه ابعاد پی باید به
در ایـن پـژوهش،   . پی از تـنش مجـاز خـاك بیشـتر نشـود     

هاي واسـط فقـط فشـاري بـه      هاي پی به وسیله المان المان
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هاي واسط تنها قادر  المان. است  هاي خاك وصل شده المان
و در نتیجه تنها فشـار را بـه    هستندبه تحمل نیروي فشاري 

هاي فشاري انتقالی از پی به خاك  تنش. دنکن خاك منتقل می
هاي واسط باید از تنش مجاز خـاك کمتـر    ي المان وسیله به

هاي مجـاز خـاك همـواره     در این صورت براي تنش. باشد
  :ار باشدبرقر) 3(باید رابطه 

  

)3(  1
...


a

i
a

i

qlw
F

q
lw

F  
  

w هـاي واسـط خـاك و پـی،     عرضی بین المـان  فاصله l 
نیـروي   iFهاي واسط خـاك و پـی،   طولی بین المان فاصله

تنش مجـاز خـاك    aq ام وiمحوري فشاري المان واسط 
  .]2[شود  هانسن محاسبه می است که طبق رابطه

  
  سازي شکل کلی مسئله بهینه -4-4-4

با داشتن تابع هدف، متغیرهاي طراحی و قیدهاي تنش براي 
 مرحلـه تـوان در دو   مدل مورد نظر، مسئله طرح بهینه را می

  :جداگانه تعریف کرد
هاي قابـل حـذف پـی     تشخیص و حذف المان: اول مرحله

  )سازي توپولوژیک بهینه(
سازي اسـتاندارد بـراي    تعریف یک مسئله بهینه: دوم مرحله
شـود   مانـده کـه بـه شـکل زیـر نوشـته مـی        هاي باقی المان

  ):سازي ابعادي بهینه(
  

)4(  

nef
Min. Z C (l (A A ) w (A A ))s j xj xj j yj yjj 1

        


 

k

l u
i i i

nef
C w l hc j jj 1

g(x) 1 k 1, 2 ,3 ,..., Ncon
S.T.

X X X i 1, 2,3 ,..., Ndv

 


 


  

 

  

Z  اسـت  هاي بـتن و آرمـاتور   کل پی شامل هزینههزینه ،Xi 
قیـدهاي مربـوط بـه     نمـاد  kg(x)متغیرهـاي طراحـی،  نماد 

تعـداد متغیرهـاي    Ndvتعـداد قیـدها،   Ncon .هسـتند  ها تنش
ulطراحــی و متغیرهــاي نمادهــاي حــدود بــالا و پــایین  ,

  .ندستهطراحی 
  
  سازي بهینهروش حل مسئله  -5
  سازي الگوریتم بهینه -1-5

به طور کلی مسئله طرح بهینه پی گسترده در ایـن پـژوهش   
  :تلفیقی از دو قسمت زیر است

 تعیین توپولوژي بهینه پی 

 تعیین ضخامت پی و آرماتورهاي بهینه آن 

هاي  توان در گام سازي را می مراحل حل این مسئله بهینه
  :زیر خلاصه کرد

مسئله و هندسه مدل شامل مختصـات   پارامترهاي ثابت .1
، درجـات  )هـاي واسـط   المان+ خاك + پی(ها  ها، المان گره

آزادي، شرایط مرزي، بارگذاري، مدول الاستیسیته، ضـریب  
 شود؛ پواسون و غیره تعریف می

مقادیر اولیه براي متغیرهاي طراحـی تعریـف و حـدود     .2
 .شود بیشینه و کمینه این مقادیر تعیین می

ها و متغیرهـاي موجـود تحلیـل      تفاده از المانمدل با اس .3
ها از جمله  ها و نیروهاي داخلی المان مکان  شود و تغییر می

اي پی  هاي صفحه المانو نیروهاي برشی هاي خمشی  ممان
 شود؛ محاسبه می

مقادیر آرماتورها بـا اسـتفاده از روابـط طراحـی بـراي       .4
مـده  آ دسـت  ضخامت مفروض پی و با توجه به لنگرهاي به

 شود؛ محاسبه می

سازي شامل تابع هدف، متغیرهاي  مسئله استاندارد بهینه .5
 شود؛ تعریف می... طراحی، قیود، آنالیز حساسیت و 

ضخامت پی و مقادیر آرماتورهـا بـه عنـوان متغیرهـاي      .6
شود تا با استفاده از روش،  سازي داده می اولیه به روند بهینه

هاي قابل قبول و با توجه به تابع هدف، مقادیر بهینـه   جهت
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تا این مرحله، طراحی بهینه پی . دنپیدا شومتغیرهاي ابعادي 
شود و از این مرحلـه   براي توپولوژي داده شده مشخص می

  کند؛ به بعد توپولوژي تغییر می
گرایی  نترل همسازي باشد، ک اگر دور دوم یا بالاتر بهینه .7

 :شود انجام می

 باشد i-1تابع هدف مرحله  > iتابع هدف مرحلهاگر 
 .شود گیري می پی 11گام الگوریتم از 

 باشد i-1تابع هدف مرحله  <iتابع هدف مرحله اگر 
 .شود گیري می پی 8الگوریتم از گام 

فشـار و یـا    هاي کـم  المان(هاي واسط قابل حذف  المان .8
هاي پی متصـل بـه    و به تبع آن المان) هاي بدون فشار المان

 .شود هاي واسط مشخص می این المان

هاي پی و واسـط قابـل حـذف از فراینـد مسـئله       المان .9
با تغییر توپولـوژي، مسـئله دوبـاره تحلیـل     . شود حذف می

هـاي خمشـی    شود و نیروهـاي داخلـی از جملـه ممـان     می
 کند؛ ها تغییر می المان

با توجه به تغییـر مقـادیر نیروهـاي داخلـی در مرحلـه       .10
 گردد؛ برمی 3جدید، مسئله به گام 

تـابع هــدف، توپولــوژي و متغیرهــاي طراحــی مرحلــه   .11
1i شود و به عنوان جواب مسئله انتخاب می 

 .پایان .12
 
  روش تعیین توپولوژي بهینه -1-1-5

هاي  توپولوژي بهینه بر اساس کارایی المانایده اصلی تعیین 
. باشـد  واسط در انتقال نیروها از پی بـه خـاك زیـر آن مـی    

هاي واسط، تحمل نکردن نیروي کششـی   ویژگی مهم المان
جا کـه خـاك قـادر بـه تحمـل نیروهـاي        است؛ یعنی از آن

هـاي واسـطی    کششی نیست، طی بارگذاري مشخص، المان
نشده اسـت، هـیچ نیرویـی را بـه     ها ایجاد  که نیرویی در آن
ها  در چنین شرایطی، حذف این المان. کنند خاك منتقل نمی

شده به خـاك نخواهـد    هیچ تأثیري در میزان نیروهاي منتقل

از سـوي دیگـر، هـر المـان واسـط بـه تعـدادي از        . داشت
هاي پی متصل است و حذف یک المان واسط، وابسته  المان

حـذف  . شـود  آن مـی هـاي پـی متصـل بـه      به حذف المـان 
هـاي   هاي ایجادشـده در المـان   هاي پی در میزان تنش المان
کند که این تغییـرات منجـر بـه     مانده تغییراتی ایجاد می باقی

محاسبات دوباره متغیرهاي طراحی و در نتیجه تـابع هـدف   
هـا تـا جـایی مفیـد اسـت کـه        حذف المان. شود جدید می

ه افزایش هزینه ناشی مانده منجر ب هاي باقی ها در المان تنش
از تغییـر در متغیرهـاي طراحــی از جملـه ضـخامت پــی و     

هـا منجـر بـه     اي از المـان  آرماتورها نشود؛ اگر حذف دسته
هـاي دیگـر و در نتیجـه     ها در المـان  گیر تنش افزایش چشم

افزایش تابع هدف که همان هزینـه اسـت شـود، برنامـه از     
ولـوژي بهینـه   کند؛ پس تعیین توپ ها خودداري می حذف آن

ها که سـه شـرط زیـر را دارنـد،      با حذف آن دسته از المان
  :شودانجام می

کنند یـا تحـت    هایی که هیچ نیرویی را تحمل نمی المان .1
ها موجب  هایی که حذف آن المان. 2فشار اندك قرار دارند؛ 

هایی کـه از لحـاظ مسـائل     المان. 3شود و  کاهش هزینه می
 .هستندشدنی  اي حذفنامه اجرایی و آیین

مانـده،   هـاي حـذفی و بـاقی    در نهایت، ترکیبی از المان
اي از آن در  دهنـد کـه نمونـه    توپولوژي بهینه را تشکیل مـی 

  .نشان داده شده است 5شکل 
  

  
  شکل شماتیک توپولوژي بهینه پی )5(شکل 
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  سازي استاندارد روش حل مسئله بهینه -2-1-5
سازي، تعداد مشخصـی   بهینهدر این پژوهش، در هر مرحله 

المان وجود دارد که باید ضخامت و مساحت آرماتور بهینـه  
سـازي   ها یافت شود؛ بنابراین نیاز به بیان یک مسئله بهینه آن

در بخـش قبـل در مـورد نحـوه     . استاندارد و حل آن اسـت 
در این بخش نحوه حل . تشکیل این مسئله توضیح داده شد

هاي قابـل قبـول    د با روش جهتسازي استاندار مسئله بهینه
  .شودتوضیح داده می

ایده اصلی روش، انتخاب یک نقطه ابتدایی است که در 
به سـمت  ) 5(همه قیدها صدق کرده و طبق رابطه تکراري 

  .نقطه بهینه حرکت کند
  

)5(  
iii Sxx 1  

  

ix  براي  شروعنقطهi،امین تکرارiS  ،راستاي حرکـت
  1و ) طول گام(فاصله حرکتix   نقطه نهایی اسـت

 مقـدار  . آیـد  امین تکرار به دست مـی iکه در انتهاي 
در ناحیـه   1ixشـود کـه    اي انتخاب می همواره به گونه

بـه   iSجـوي   و راسـتاي جسـت  . پذیر قـرار گیـرد   امکان
با یک حرکت کوچـک در  ) شود که الفاي پیدا می گونه

مقدار تابع هـدف  ) آن راستا هیچ قیدي نقص نشود و ب
 ـ 1ixنقطـه ابتـداي   . بتواند در آن راستا کاهش یابـد  ه ب

فراینـد   لک ـعنوان نقطه ابتداي تکرار بعدي، انتخـاب و  
تکرار فراینـد تـا رسـیدن بـه     . شودچندین بار تکرار می

اي که در آن نتـوان جهتـی را یافـت کـه دو شـرط       نقطه
به طور کلی . یابد را براورده کند، ادامه می) ب(و ) الف(

. کنداي، نقطه کمینه موضعی مسئله را ارائه می چنین نقطه
ین نقطه کمینه لزوما یک کمینه سراسري نیست مگر این ا

جهتی که . ریزي محدب باشد که مسئله یک مسئله برنامه
پذیر و  کند یک جهت امکانصدق می) الف(در خاصیت 

را بــراورده ) ب(و ) الـف (جهتـی کـه هــر دو خاصـیت    

هاي قابل  روش جهت(پذیر مفید  کند یک جهت امکان می
براي آشنایی بیشتر با این روش به . شود نامیده می) قبول
 ]18[ 1کـرش سازي از جمله کتاب آقـاي   هاي بهینه کتاب

  .مراجعه شود ]19[ 2هافتکا یا
  
  ي حل شدهها نمونه -6
  ها فرضیات اصلی در نمونه -1-6

بعدي در این  براي بررسی این برنامه، چهار نمونه سه
هـا شـکل    در همه این نمونـه . پژوهش حل شده است

پی به صورت گسترده است و تحـت یـک نـوع    اولیه 
ي نقـاط آن   ارتفـاع پـی در همـه   . بارگذاري قرار دارد

ها در نوع خاك و  تفاوت نمونه. ثابت فرض شده است
تواننـد حـذف    توانند یـا نمـی   هایی است که می المان
شـده در ایـن    مشخصات مصالح مورد اسـتفاده . شوند
  .است 1ها مطابق جدول  نمونه

 

  شده خصات مصالح مصرفمش )1(جدول 

  مصالح
  ضریب
  پواسون

  مدول الاستیسیته
MPa  

 مقاومت

MPa  
  21  200000  17/0  بتن

  *هانسن  از رابطه  متناسب با تنش مجاز خاك  35/0  خاك
  400  2000000  33/0  فولاد

  

*  
  

ها در شکل  شده در این نمونه شکل کلی پی گسترده استفاده
 12پـی تحـت نیروهـاي وارد بـر      .نشان داده شده اسـت  6

 2ها در جدول  ستون روي آن قرار گرفته است که مقادیر آن
100هاي پی،  طول و عرض المان. نشان داده شده است cm 

اختیار شده و هر چهار المان پی بـا یـک المـان واسـط بـه      
  .دنا هاي خاك متصل شده المان

   
                                                                                           
1- U.Kirsh 
2- Haftka 

SFNCNhNW cqallow /)......5.0(     



 1392بهار / نامه دوره سیزدهم، ویژه                                    پژوهشی عمران مدرس -مجله علمی  

127 

 مشخصات بارگذاري پی) 2(جدول 

  شماره
  ستون

  نیروي محوري
(kg)  

  لنگر خمشی
  امتداد در

x (kg.cm) 

  لنگر خمشی 
  امتداد در

y (kg.cm) 
1  67/7965  8403235  3553248  
2  8/92289 8651599  3821794  
3  8/95176 8771673  3977375  
4  8/98567 8673338  3440323  
5  67/7965 8403235  3553248  
6  8/92289 8651599  3821794  
7  8/95176 8771673  3977375  
8  8/98567 8673338  3440323  
9  67/7965 8403235  3553248  
10  8/92289 8651599  3821794  
11  8/95176 8771673  3977375  
12  8/98567 8673338  3440323  

  

  
  پلان پی گسترده )6(شکل 

  
  هاي حل شده شرح نمونه -2-6
  در این نمونـه فـرض بـر آن اسـت کـه پـی       ): 1(نمونه

تواند به پی نواري و یا منفرد تبدیل شود که روي  گسترده می
23.5kgخاك با تنش مجاز  / cm ضخامت اولیـه  . قرار دارد

22000kgو مدول الاستیسیته خاك  45cmپی،  / cm است. 

  قابلیت تبـدیل بـه پـی    فقط است اما  1مانند ): 2(نمونه
 .نواري را دارد

  است اما روي خاك بـا تـنش مجـاز     1مثال ): 3(نمونه
20.5kg / cm ــرار دارد ــی،  . ق ــه پ ــخامت اولی و  65cmض

21000kgمدول الاستیسیته خاك،  / cm شود فرض می. 

  قابلیت تبدیل به فقط است اما  3مانند نمونه ): 4(نمونه
 .پی نواري را دارد

 از آن جا که پی توانایی تبدیل بـه پـی   3و  1هاي  در نمونه
اما  ندها قابل حذف نیست هاي زیر ستون منفرد را دارد، تنها المان

هاي نواري نیز  هاي بالا، المان افزون بر المان 4و  2هاي  در مثال
تواننـد در طـی رونـد     میها  سایر المان. باشند مینقابل حذف 

  .سازي حذف شوند بهینه
ها طی مراحل مختلف انجام شـده و   حل هر کدام از نمونه

و بـه   انـد  هاي پـی حـذف شـده    هر مرحله تعدادي از الماندر 
مراحل مختلـف حـل و   . دنبال آن، تابع هزینه تغییر کرده است

دست آمده از آن، شامل مقدار تابع هـدف و ضـخامت    نتایج به
  .ندا نشان داده شده 4و  3پی، به ترتیب در جداول 
ها، شکل اولیه و توپولـوژي بهینـه    براي هر یک از نمونه

در ایـن  . نشان داده شده اسـت  11تا  8هاي  در شکل پی
هاي غیـر قابـل حـذف و     هاي سیاه، المان ها، المان شکل

ــد  هــاي ســفید، المــان المــان هــاي قابــل حــذف در رون
توپولوژي بهینه نیز به رنگ خاکسـتري  . سازي است بهینه

  .نشان داده شده است
  

 
  بندي پی گسترده المان )7(شکل 

  

مـوارد زیـر را    11تـا   8، يهـا  و شـکل  با توجه به جـداول 
  :توان ملاحظه نمود می

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m

1m

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12
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 ــاقی2و  1هــاي  در نمونــه ــوژي ب ــا از  ، توپول ــده تنه مان
چـون حـذف   . هاي غیر قابل حذف تشکیل شده است المان
هاي قابل حذف تا آخرین مرحله نه تنها باعث نقـض   المان

هیچ قیدي نشده بلکه تابع هـدف را کـاهش داده در نتیجـه    
ــوژ ــق    توپول ــن منطب ــایی ممک ــوژي نه ــر توپول ــه ب   ي بهین

  .شده است
  

  سازي تغییرات تابع هدف در مراحل مختلف بهینه )3(جدول 
  مرحله  شروع 1 2 3 4  5  6  7
 -  -  - 1088/1 1089/2 1085/3 10815/5 10814/8   1نمونه 

 -  -  -  - 1082/4 1084/4 10815/5 10814/8   2نمونه  
1089/4 1083/3 1088/5 10813/6 1089/6 1084/7 1088 10826/8   3نمونه  

 -  -  - 1087/7 1082/5 1087/5 10812/8 10826/8   4نمونه  
 

  سازي تغییرات ضخامت پی در مراحل مختلف بهینه )4(جدول 
  مرحله  شروع 1 2 3 4  5  6  7
 1نمونه   45 3/39 3/39 3/39 3/39 -  -  - 

  2نمونه   45 3/39 3/39 3/39 -  -  -  - 
  3نمونه   65 1/63 2/64 3/64 8/68 3/76 9/48 2/82

  4نمونه   65 2/63 7/48 2/50 4/75 -  -  - 
  

  

  
  1بندي پی نمونه  المان )الف-8(شکل               1 نمونهتوپولوژي بهینه پی ) ب-8(شکل 

  

  
  2نمونه بندي پی  المان )الف-9(شکل                 2 نمونهتوپولوژي بهینه پی ) ب-9(شکل 

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m

1m

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m

1m

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m

1m

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m

1m
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  3نمونه بندي پی  المان )الف-9(شکل             3 نمونهتوپولوژي بهینه پی ) ب-8(شکل 

  
  4نمونه بندي پی  المان )الف- 11شکل (            4 نمونهتوپولوژي بهینه پی ) ب-11(شکل 

  

 هـاي   برخـی از المـان  ، چون حذف 4و  3هاي  در نمونه
ها منجـر بـه افـزایش     نسبت به حذف نشدن آن قابل حذف

شود؛ در نتیجه، توپولوژي بهینـه پـی بـه صـورت      هزینه می
هاي قابل حذف و غیر قابل حذف اسـت و   ترکیبی از المان

 ـ   هـاي عـادي    ل بـه صـورت شـکل   بر خـلاف دو نمونـه قب
 .نیست) گسترده، نواري، منفرد(شده براي پی  استفاده

  
  ها بندي مثال جمع -6-3

هـا را   نمونه بررسـی شـد کـه نتـایج آن    چهار در این بخش 
  :بندي کرد جمع 5توان به صورت جدول  می

  :توان موارد زیر را بیان کرد می 5با توجه به جدول 
هاي  تواند به صورت یکی از شکل توپولوژي بهینه پی می. 1

  .متعارف پی مانند گسترده، نواري و یا منفرد باشد
هـاي متعـارف    لزوماً به صورت شکل توپولوژي بهینه پی. 2

  .آید پی در نمی

 ها نتایج نمونه )5(جدول 

 قید فعال
  توپولوژي

 نهایی ممکن

  توپولوژي
 بهینه

 نمونه تنش مجاز خاك

 برش پانچ

  پی منفرد،
  نواري  پی

  و پی
 گسترده

  پی
 منفرد

23.5 kg / cm 
  نمونه

1 

 برش پانچ

  پی نواري 
  و پی

 گسترده

  پی
 نواري

23.5 kg / cm 
  نمونه

2 

  تنش مجاز
 خاك

پی منفرد، 
  نواري پی

  و پی
 گسترده

  متفاوت از
  هاي شکل

 متعارف

20.5kg / cm 
  نمونه

3 

  تنش مجاز
 خاك

  پی نواري و
 پی گسترده

  متفاوت از
هاي  شکل

 متعارف

20.5kg / cm 
  مثال
4 

  

آمـده از   دسـت  هـاي بـه   علت وجود تفاوت در توپولوژي. 3

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m

1m

1m 4m 6m 4m 1m

1m

4m

4m
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1m
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هاي کاملاً یکسان امـا   که ویژگی 4و  2یا  3و  1هاي  نمونه
توان به صـورت زیـر    تنش مجاز خاك متفاوت دارند را می

  :توضیح داد
  تنش مجاز خاك، مقدار زیادي دارد2و  1هاي  نمونهدر ، .

هاي پی منجر به کاهش ابعاد پی و  از سوي دیگر حذف المان
ي  وسـیله  شده به خـاك بـه   هاي منتقل در نتیجه افزایش تنش

شده بـه خـاك    هاي منتقل اما تنش. شود هاي واسط می المان
یطی در چنین شرا. شود گاه از تنش مجاز خاك بیشتر نمی هیچ

توان ابعاد  کننده ابعاد پی نیست، می که تنش مجاز خاك تعیین
پی را بدون توجه به قید تـنش مجـاز خـاك کـاهش داد و     

در ایـن  . هاي قابل حذف را در هر مرحله حذف کـرد  المان
حالت در تعیین پی بهینه، قیود برش پانچ و لنگرهاي خمشی، 

بهینه پی،  شوند؛ چرا که در جریان تعیین توپولوژي فعال می
کاهش ضخامت و یا عرض پـی، میـزان مقاومـت آن را در    

پس کـاهش ضـخامت و   . دهد برابر قیود یادشده کاهش می
. جا ممکن است که قیود بالا نقض نشود ها تا آن حذف المان

ها تا آخرین مرحله  ، حذف المان2و  1هاي  بنابراین در نمونه
نه بر توپولوژي مشکلی ایجاد نکرده و در نتیجه توپولوژي بهی

 .نهایی ممکن منطبق شده است

 تنش مجـاز خـاك کـم بـود و در     4و  3هاي  در نمونه ،
در چنـین شـرایطی،   . آمد نتیجه قید فعال مسئله به شمار می

اي انجـام شـود کـه در هـیچ      کاهش ابعاد پی باید بـه گونـه  
حالتی تنش زیر پی از تنش مجاز خاك بیشـتر نشـود پـس    

در . با توجه به قید بـالا تعیـین شـود    لازم است که ابعاد پی
هاي پی، منجر به کاهش  اي از المان ها حذف دسته این نمونه

بیش از حد ابعاد پی شد که در نتیجه ضخامت پی افـزایش  
 .یافته و به تبع آن هزینه نسبت به مرحله قبل، بالا رفت

  
  گیري نتیجه -7

در این مقاله، روش طراحی بهینه پی به صـورت تلفیقـی از   

نشان داده شد که . سازي توپولوژیک و ابعادي ارائه شد بهینه
توان بـه طـرح بهینـه پـی      ها در کنار هم می با استفاده از آن

هاي بـدون   حذف المان رویکردبا استفاده از  و. دست یافت
را ینـه  فشار یا کم فشار واسـط خـاك و پـی، توپولـوژي به    

سازي ابعادي، ضـخامت و   و با استفاده از بهینه بدست آورد
مشاهده شد که توپولوژي . یافترا درصد آرماتورهاي بهینه 

هـاي   توانـد منجـر بـه شـکل     بهینه پی در عین حال که مـی 
شـود، همیشـه بـه    ) منفـرد، نـواري و گسـترده   (متعارف آن 

هاي متعارف نیسـت؛ بلکـه شـکل بهینـه پـی       صورت شکل
تـنش مجــاز  (عی از بارگــذاري روي آن و قیـود مســئله  تـاب 

توان آن را  می واست ) خاك، برش پانچ و لنگر خمشی پی
در . آورد دست  با استفاده از روش ارائه شده در این مقاله به 

شده، شکل بهینه پی براي یک بارگذاري بـه   هاي ارائه نمونه
چنـد  شده به راحتی قابلیت تعمیم به  روش ارائه. دست آمد

هـاي   در این صورت حذف المـان . حالت بارگذاري را دارد
هـا،   شود که در همه بارگـذاري  واسط با این فرض انجام می

هـا، صـفر یـا در حـد      مقدار نیروي محوري فشـاري در آن 
  .محدودي باشد
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Abstract: 
In this paper a methodology for optimal design of foundation of structures has been proposed. The 
structural model consists of foundation, soil and foundation-soil connectors. The 3D finite element 
model comprises three different finite elements, i.e. homogeneous and isotropic plate elements with 
three degrees of freedom for each node for mat foundation, brick elements with three degrees of 
freedom for each node for soil and some compression-only members for connection of foundation to 
soil named Gap elements which connect the foundation to the soil in three ways. To facilitate the 
optimization algorithm, a 3D analysis is performed in the elastic range under one design loading. Due 
to numerous finite elements and accordingly considerable number of design variables, the classical 
topology optimization algorithms become inefficient for solution of the problem. Therefore in this 
paper an innovative topology optimization algorithm, which does work based on efficiency of 
foundation elements, is proposed. This new algorithm cuts out the foundation elements that do not 
bear (or bear low value) compression under design load(s). The overall optimization methodology 
consists of two phase optimization: namely topology optimization and size optimization which are 
carried out in 12 steps. Objective function is determined as minimizing the cost of the foundation 
consisiting of concrete and reinforcement costs. Design variables are existence or nonexistence of the 
foundation elements, thickness of the foundation and the percentage of the reinforcement. Some of the 
foundation elements are indicated as constant elements during the elimination process. Each of the 
other foundation elements should be removed if the gap element connecting the element to soil is 
recognized as nonbearing element under the design loading. Constraints of the optimization problem 
are bending moment and shear force in foundation and compression stress of the soil. After every 
topology optimization, an analysis is done and a size optimization algorithm is used to proportion the 
thickness of the foundation and corresponding reinforcement. The consequent topology and size 
optimization processes are repeated until no enhancement is obtained in the design. The capabilities of 
the proposed method have been shown by four design examples. Results show that, depending on the 
constraints of the optimization problem, the optimal topology of the initial mat foundation varies from 
common topologies such as strip foundation to unusual topology of foundation. Based on the results, 
the optimal topology of the foundation depends on the design loading(s) and constraints of the 
optimization problem. 
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