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 چکیده

های مکانیکی و عمرانی دارند. رفتار کمانشی این  تیرهنا شناما بنار و      ای از سازه سازی بخش عمده ای در شبیه تیرهای قرار گرفته روی بستر الاستیک، کاربرد گسترده

باشند، متفاوت با تیرهای معمولی هستند. ای  نوع تیرها به دلیا ماهیت عملکنردی   ی وارد از سوی بستر الاستیک که متناسب با خیز تیر میشکا مود کمانشی، به دلیا بارها

هایی ماننند تنر     ها و خطوط لوله مدفون( قرار داشته و مستعد بروز آسیب خود عموما تحت بارهای تکرارشونده )مانند خطوط ریلی( و شرایط محیطی شدید )مانند شمع

دیده شود. بنرای اطمیننان از ایمننی     ای به دلیا بروز کمانش در محا آسیب های سازه تواند باعث خرابی زود هنگام ای  المان ها در طول عضو می باشند. وجود ای  نقص می

بسنته   همی  راستا، مقاله حاضر روش جدیدی را برای محاسبه پاسخ فرم باشد. در ای حائز اهمیت می های سازه هایی، بررسی پایداری آنها با در نظر گرفت  نقص چنی  سازه

دهد. در روش پیشنهادی از یک لنگر متمرکز به منظور مدلسازی تر  و ایجاد تفاوت شنیب ناشنی از تنر  در محنا      کمانش تیر تر  خورده روی بستر الاستیک ارائه می

گاهی ساده استخراج شده و با استفاده از بسط فوریه تابع خینز و محاسنبه مقندار لنگنر      م بر تیر پیوسته با شرایط تکیهشود. در ادامه معادله دیفرانسیا حاک آسیب استفاده می

شود. استفاده از ای  تکنیک بنه منظنور مدلسنازی تنر  باعنث سنهولت در حنا معنادلات          ای برای محاسبه کمانش تیر روی بستر الاستیک ارائه می بسته اعمالی، پاسخ فرم

شود. در نهایت تاثیر پارامترهای مختلف مانند سختی خمشنی تینر، طنول تینر، عمنق تنر  و        بسته برای محاسبه بار کمانش تیر می ای فرم انسیا تیر و دستیابی به رابطهدیفر

بسته معادلات با پاسخ مسائا سناده   از حا فرمهای بدست آمده  سختی بستر بر بار کمانش تیر مورد مطالعه قرار گرفته است. به منظور بررسی درستی حا ارائه شده، جواب

باشند. بنا    های المان محدود مقایسه شده است که ای  مقایسه موید دقت محاسبات انجام شده منی  باشد و همچنی  نتایج حاصا از مدل ای که حا دقیق آنها موجود می شده

بسته ارائنه شنده    باشند، پاسخ فرم محدود می وی بستر الاستیک بیشتربه صورت عددی و یا المانهای موجود فعلی برای مسئله کمانش تیر تر  خورده ر توجه به اینکه پاسخ

 .هایی نماید. تواند کمک شایانی به افزایش دقت و سهولت محاسبات در روند طراحی و تحلیا چنی  سازه در ای  تحقیق می

 .نسیا، بسط فوریه، تحلیا المان محدودتیر روی بستر الاستیک، تر ، بار کمانش، معادله دیفرا :کلمات کلیدی

 مقدمه -1

های مهندسی، تیرهنایی بنا    به عنوان یک عنصر اساسی در سازه

هنای صننعتی و عمراننی     بستر الاستیک به طنور گسنترده در سنازه   

ها یک المنان   هایی که در آن . همچنی  سازه[2 ,1] شوند استفاده می

گینرد، ماننند: خطنوط لولنه      ای روی زمی  یا زیر آن قرار منی  سازه

ها، از سری مسائا  آه  ای و خطوط ریا راه های سازه شمعمدفون، 

ی  مربوط به اندرکنش خا  و سازه هستند که با توجنه بنه هندسنه   

توانند به عنوان یک مدل تیر روی بسنتر الاسنتیک سناده     سیستم می

ای،  هنای سنازه   های محتما وارد به سیستم . در بی  آسیب[1] شوند

هنا اسنت. وجنود تنر  در      تر  یکی از رایج تری  عیوب در سازه

بنرداری و   ی بهنره  سازه چه در زمان سناخت و چنه در طنول دوره   

ند در طول زمان توا رسانی، ممک  است رخ دهد. ای  امر می خدمت

هنا   منجر به کاهش مقاومت موضعی و حتی شکست ناگهانی سنازه 

. [4 ,3] آیند  حساب منی  شود که تهدیدی بزرگ برای ایمنی سازه به

هنا، بررسنی پاینداری چننی  اعضنای       برای اطمینان از ایمنی سنازه 

های اخیر این    . از ای  رو در سال[5] باشد ای حائز اهمیت می سازه
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 موضوع مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته است.

در بررسی رفتار تیرهای تر  خورده روی بستر الاسنتیک، سنه   

هنا بایند بنه درسنتی      جزء کلیدی: تیرها، بسترهای الاستیک و تر 

بننه طننور گسننترده بننرای  1برنننولی-اویلننر سننازی شننوند. تیننر منندل

ها، مورد اسنتفاده   سازی خمش، کمانش، ارتعاش و سایر پدیده مدل

های تحلیلنی، تقریبنی و عنددی     توان آن را در حا قرار گرفته و می

های پیشنهاد شده در مطالعات مختلف که برای  . از مدل[2]گنجاند 

تنوان بنه مندل     روند، می سازی بسترهایی مانند خا  به کار می شبیه

، 6، رایسننر 5، پاسنترنا  4، هتنی3بورودیچ-، فیلوننکو2خطی )وینکلر

ل غیرخطنی )الاستوپسسنتیک،   و مد (8، مدل کر7ولازوف و لئونتیف

هنا از نظنر    ( اشاره نمود. همه ای  مندل 10، کوندنر9دوخطی، چاندرا

 ریاضی معادل هستند و فقط در پارامترهای پایه با هم تفاوت دارند

تری  بسترهای الاستیک بنه کنار رفتنه در     . بستر وینکلر از رایج[6]

سنازی تنر ، عمومنا از مندل فننر       انواع مطالعات است. برای شبیه

 .[4] شود خطی یا غیر خطی استفاده می

، بنرای   خنورده  برآورد ضرایب شندت تننش در تیرهنای تنر     

ای این  اعضنا    مانده و یکپنارچگی سنازه   ارزیابی عمر خستگی باقی

ینک   [7] 11. در همی  راستا لئونتی و وانتادوری [5]مورد نیاز است

رویکرد تحلیلی و عددی برای تعیی  ضرایب شدت تنش و بدست 

آوردن نرخ رشد تر  تحت خسنتگی تماسنی غلتشنی بنرای ینک      

تر  جانبی شنیبدار در صنفحه ای بنا عنرد محندود روی بسنتر       

بنه بررسنی تحلیلنی و     [8]انند. همچننی  زارع    الاستیک ارائه کرده

روی بسنتر    عددی ضرایب شدت تنش در تیر منحنی تر  خنورده 

الاستیک تحت ارتعاش خارج از صفحه پرداخته است. بوزیگیت و 

بنه دلینا کناربرد تیرهنای چنند دهاننه روی بسنتر          [9] 12همکاران

ای  آهن ، مطالعنه   الاستیک در انواع مسائا مهندسی ژئوتکنیک و راه

انند.   ها انجام داده تحلیلی و عددی برای شناسایی تر  در ای  سازه

  و انعطناف پنذیری فننر    بنی  محنا تنر     ای  کار از طریق رابطنه 

                                                      
1 Euler–Bernoulli 
2 Winkler 
3 Filonenko-Borodich 
4 Hetényi 
5 Pasternak 
6 Reissner 
7 Vlazov and Leontiev 
8 Kerr 
9 Chandra 
10 Kondner 
11 Leonetti & Vantadori 
12 Bozyigit et al. 

ی تر  در تیرهای اویلنر برننولی چنند دهاننه      دهنده چرخشی نشان

هنای مناتری     روی بستر الاستیک وینکلر، و با اسنتفاده از فرمنول  

بنه   [10] 13انتقال، انجام یافته اسنت. همچننی  شنیان  و همکناران    

منظور بررسنی تیییرشنکا عمنودی توننا، رفتنار تینر روی بسنتر        

الاستیک وینکلر تحت بار یکنواخت را با اسنتفاده از روش تحلینا   

 اند. بررسی نموده 15و عملگر استخراج بزیر 14ایزوژئومتریک

ی پاسننخ دینننامیکی و تنناکنون مطالعننات متعننددی بننرای بررسنن

پایداری تیرهای تر  خورده انجام شده است. پژوهشگران، تحلیا 

های کارآمد در تشنخیص تنر     ارتعاشی را به عنوان یکی از روش

. در همنی  راسنتا، لوینا و    [11] انند  هایی معرفنی کنرده   چنی  سازه

بننه مقایسننه  [11] 17رزا و لیپیلننو و همچنننی  دی [12] 16همکنناران

خواص ارتعاشی تیرهای دارای بستر الاسنتیک در حضنور و عندم    

به بررسی تحلیلی  [13]اند. فرقانی و همکاران  حضور تر  پرداخته

دار روی بستر الاسنتیک بنا    و عددی فرکان  تیرهای ناهمگ  تر 

انند. در زمیننه    پرداختنه  18استفاده از تئوری مرتبه سوم برشنی ردی 

به بررسی تحلیلی  [14] 19تیرهای ناهمگ ، ایس  و همکاران  مطالعه

و عددی پاسخ دینامیکی تیرهای ناهمگ  هسلی شنکا روی بسنتر   

با استفاده از تئنوری تینر    [15] 20اند. حسی  و للپ الاستیک پرداخته

های مودی ننانو   برنولی و به صورت تحلیلی به بررسی شکا-اویلر

انند. تنران و    تیر تر  خورده روی بستر الاستیک پاسترنا  پرداخته

تحلیلنی و    بنه محاسنبه   22با استفاده از تنابع گنری    [1] 21نگوی  لی

عننددی پاسننخ دینننامیکی یننک تیننر تننر  خننورده روی بسننتر      

اند. سنایر   تحت بار متحر  پرداخته 23ویت-ویسکوالاستیک کلوی 

 [6] 24مطالعات در ای  زمینه شناما تحقیقنات کنمنون و همکناران    

الاسنتیک،   ای روی بستر روی آثار تاخیر زمانی واکنش سیستم سازه

روی آثنار بارهنای حرارتنی بنر      [16]تحقیقات عبدالله و همکاران 

پاسخ نانو تیرهای تر  خورده در یک محیط الاسنتیک، تحقیقنات   

                                                      
13 Xiong et al. 
14 Isogeometric 
15 Bézier 
16 Loya et al. 
17 De Rosa and Lippiello 
18 Reddy 
19 Esen et al. 
20 Hossain & Lellep 
21 Tran & Le-Nguyen 
22 Green’s function 
23 kelvin-voigt 
24 Kenmogne 
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های مخلنص و   های متعدد، و بررسی برای مدلسازی تر  [2] 1ژائو

روی ارتعاش آزاد تیرهای مخروطی بنا تنر  هنای     [17]همکاران 

 شود. عرضی متعدد روی بستر الاستیک می

تنوان   ستون سالم روی بستر الاستیک را منی -پاسخ کمانشی تیر

مشناهده کنرد. از    [19] 3یا سیمیتسن   [18] 2در کارهای تیموشنکو

 [20] 4توان به تحقیقات شا و ژانن   کارهای بعدی در ای  زمینه می

اسبه بار بحرانی کمانش تیر واقع بر بستر الاسنتیک  در خصوص مح

هنای تنر     سنتون -به روش المان محدود اشاره کرد. برخسف تینر 

-خننورده معمننولی، تحقیقننات انجننام شننده در مننورد کمننانش تیننر

باشند. در   خورده روی بستر الاستیک محندودتر منی   های تر  ستون

ستون روی بستر الاسنتیک  -کمانش یک تیر [21] 5ای  زمینه، وان 

سختی چرخشی صفر( را مطالعنه نمنوده و   با یک لولای داخلی )با 

های مختلف بستر تعیی  نموده است.  محا بهینه لولا را برای سختی

معادلات کمانش را برای ینک تینر بنی     [22]در کار دیگری، وان  

نهایت بر روی بستر الاستیک که حاوی یک یا چند ناحیه تضنعیف  

 6شده است، فرموله کرد. در مطالعه دیگری، ملیسنیانوس و گنانت   

های مدفون از طریق مدلسنازی عنددی    به بررسی کمانش لوله [23]

ستون بر بستر الاستیک با یک یا دو اتصال انعطناف پنذیر   -یک تیر

بنرای بنرآورد بنار     [4]اند. همچنی  اکرمی و عرفنانی   میانی پرداخته

ای تر  خورده، از معنادلات حناکم بنر     های استوانه کمانشی پوسته

تیرهای تر  خورده روی بستر الاستیک استفاده نمودند. با توجه به 

سازی تینر تنر     فنر برای شبیه-اینکه در مطالعه مذکور، از مدل تیر

ده روی بستر الاستیک استفاده شده است، پ  معادلات حناکم  خور

بر سیستم پیچیده شده و برای رفع ای  مشکا، پاسخ کمانشنی تینر   

 به صورت عددی و المان محدود مورد بررسی قرار گرفته است.  

شده برای حنا معنادلات تینر تنر       های بررسی روش  در ادامه

در حال حاضر، تینر   شود که خورده روی بستر الاستیک مشاهده می

تر  خورده روی بستر الاستیک، به صورت دو تیر مجنزا بنر روی   

بستر الاستیک که در محا تنر  توسنط ینک فننر بنه هنم متصنا        

شنود هنر کندام از     شود. ای  مسئله باعث منی  اند، مدلسازی می شده

قطعات تیر معادله دیفرانسا حاکم بر خود را داشته باشد کنه بنا در   

                                                      
1 Zhao 
2 Timoshenko 
3 Simitses 
4 Xia and Zhang 
5 Wang 
6 Melissianos and Gantes 

ط مرزی و معادلات مربوط به فنر میانی بایستی بنه  نظر گرفت  شرای

های حنا معنادلات    صورت همزمان حا شوند. همچنی ، پیچیدگی

حاکم به روش کسسیک و با در نظرگرفت  شرایط مختلف   مشخصه

ای و بارگذاری های پیچیده، حنا معادلنه دیفرانسنیا تینر بنا       سازه

ی  و در ادامنه  فنر یاد شنده در مطالعنات پیشن   -استفاده از روش تیر

حا فرم بسته به منظور محاسبه بنار کمنانش را غینر     دستیابی به راه

های موجود فعلی برای مسنئله   سازد. به همی  دلیا پاسخ ممک  می

محندود   ها عمدتا به صورت عددی و یا المان کمانش ای  نوع سازه

بسنته بنه منظنور     باشند، همی  امر اهمیت ارائه ینک رابطنه فنرم    می

یداری در کنار افزایش سهولت محاسبات در روند تحلینا  بررسی پا

کنند. از این  رو ننوآوری     های را نماینان منی   و طراحی چنی  سازه

مطالعه حاضر ارائه روشی جدید با عنوان تکنیک لنگر معادل بنرای  

تنر   باشد که حا معادلات حاکم بنر تینر را سناده    مدلسازی تر  می

برای محاسنبه بنار کمنانش      بسته فرم  رابطه  ساخته و در نهایت ارائه

تیرهای تر  خورده روی بستر الاستیک که از دیگر اهداف مطالعه 

شود. روش پیشنهادی مبتنی بنر اعمنال    باشد را شاما می حاضر می

دو کوپا نیروی متمرکز در محا تر  با هدف ایجاد تفاوت شنیب  

ار، باشد. با انجنام اینکن   موجود بی  دو قطعه تیر در طرفی  تر  می

توان به صورت یک تیر پیوسنته تحنت لنگنر     خورده را می تیر تر 

را توسنط ینک معادلنه دیفرانسنا      خارجی در نظر گرفته و رفتار آن

واحد بینان نمنود. در ادامنه، فرآینند حنا معادلنه تینر روی بسنتر         

الاستیک تحت لنگر خارجی وارد شده بنا اسنتفاده از بسنط فورینه     

ای بنرای   گرفتنه و در نهاینت رابطنه   توابع بار و تیییرشنکا انجنام   

محاسبه بار کمانش اسنتخراج شنده اسنت. در خاتمنه، بنه منظنور       

بررسی درستی و دقت روابط به دست آمده، بار کمانش حاصنا از  

ای  روابط بنا بنار کمنانش حاصنا از حنا عنددی و روش المنان        

باشند.   بخنش منی   محدود مقایسه شنده اسنت کنه نتیجنه رضنایت     

یشنهادی، حنا معنادلات حناکم و بررسنی     فرضیات، شرح روش پ

 شود. نتایج در ادامه ارائه می

 ارائه پاسخ تحلیلی مسئله -2

 فنر-مدل تحلیلی تیر -2-1

در حال حاضنر، تینر تنر  خنورده روی بسنتر الاسنتیک، بنه        

صورت دو المان مجزا که در محا تر  توسط یک فنر دورانی بنه  

دی تینر  (، پیکربنن 1شنود. شنکا )   اند، مدلسازی می هم متصا شده
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فننر معنادل را نشنان    -خورده روی بستر الاستیک و مندل تینر   تر 

دهد. با انتخاب یک المان کوچک در داخا تیر و نوشت  تعنادل   می

 نیروها در جهت قائم، خواهیم داشت:

(1) 

𝑉 − (𝑉 +
𝑑𝑉

𝑑𝑥
𝑑𝑥) − 𝑃𝑐𝑟

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

+𝑃𝑐𝑟 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑑𝑥) + 𝛼𝑦𝑑𝑥 = 0 

بار کمانش تیر و  Pcrپارامتر طول تیر،  xبرش تیر،  Vکه در آن، 

α سنازی رابطنه فنو  و جایگنذاری     باشد. با سناده  سختی بستر می 

 V=-EI.y’’’’ که در آن ،E  وI  مدول الاستیسیته و ممان اینرسی تیر

 باشد، خواهیم داشت: می

(2) 𝑦1,2
′′′′ + 𝑘2𝑦1,2

′′ +𝑚𝑏𝑒𝑑𝑦1,2 = 0 

نشان دهنده قطعات تیر سمت چنپ و   2و  1که در آن، اندی  

kراسننت تننر ، 
 mbedو  Pcr/EIضننریب کمننانش تیننر و برابننر بننا  2

باشند. در واقنع    منی  α/EIضریب سختی نرمال شده بستر و برابر با 

رابطه فو  نشان دهنده دو معادله دیفرانسیا مرتبنه چهنارم همگن     

 توان نوشت: صورت زیر می باشد که پاسخ آنها را به می

(3) 
𝑦1 = 𝐴1 sin 𝜆1𝑥1 + 𝐵1 cos 𝜆1𝑥1 + 𝐶1 sin 𝜆2𝑥1

+ 𝐷1 cos 𝜆2𝑥1 

(4) 
𝑦2 = 𝐴2 sin 𝜆1𝑥2 + 𝐵2 cos 𝜆1𝑥2 + 𝐶2 sin 𝜆2𝑥2

+ 𝐷2 cos 𝜆2𝑥2 

( بنه  2هنای معادلنه مشخصنه رابطنه )     ریشه λ1,2فو ،  در رابطه

 شرح زیر بوده:

(5) 𝜆1,2 = √(𝑘2/2) ± √(𝑘2/2)2 −𝑚𝑏𝑒𝑑 

بننا در نظننر گننرفت  شننرایط مننرزی و  D1,2تننا  A1,2و ضننرایب 

گناه   شوند. برای تیر با تکیه معادلات مربوط به فنر میانی محاسبه می

 زیر بوده: مفصلی شرایط مرزی به صورت

(6) {
𝑥1 = 0
𝑥2 = 0

 →  {

𝑦1 = 0

𝑦1
′′ = 0
𝑦2 = 0

𝑦2
′′ = 0

 

و پیوستگی تیر در محا فنر میانی لحاظ معادلات زیر را ایجاب 

 نماید: می

(7) {
𝑥1 = 𝛽𝑙         
𝑥2 = (1– 𝛽)𝑙

 →  

{
 
 

 
 
𝑦1 = 𝑦2                                  

𝑦1
′ =–𝑦2

′–
𝐸𝐼𝑦1

′′

𝐾𝑠 
                    

𝑦1
′′ = 𝑦2

′′                                 

𝑦1
′′′ + 𝑘2𝑦1

′ =–𝑦2
′′′– 𝑘2𝑦2′

 

پارامتر نشان دهنده محا تنر  )مطنابق    βطول تیر،  lکه در آن 

باشد. روابط مختلفنی بنرای    انی میسختی فنر دور Ks( و (1)شکا 

برآورد سختی فنر دورانی برحسب عمق تر  پیشننهاد شنده اسنت    

نوان نمونه برای مقاطع مستطیلی ای  مقدار از رابطنه زینر   . به ع[4]

 :[24] قابا محاسبه است

(8) 

𝐾𝑠 =
𝐸𝐼

ℎ. 𝑓(𝜉)
 

𝑓(𝜉) =
2

1– 𝜐2
(
𝜉

1– 𝜉
)
2

[
5.93– 19.69𝜉 + 37.1𝜉2

−35.8𝜉3 + 13.1𝜉4
] 

 hعمنق تنر  و    c/h ،cنسبت عمق تر  و برابر با  ξکه در آن 

 باشد. ارتفاع تیر می

 فنر معادل-ر تر  خورده روی بستر الاستیک و مدل تیرتی .1شکل 

 
Fig. 1. Cracked beam on elastic bed and its beam-spring model 

( در 4و  3با جایگذاری توابع تیییرشکا ارائه شده در روابنط ) 

مجهنول بدسنت    8-معادله 8(، یک دستگاه 7و  6معادلات روابط )

ینان ضرایب آن، بنار کمنانش تینر    آید که با صفر قرار دادن دترم می

 شود. تعیی  می
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 مدل پیشنهادی لنگر معادل -2-2

(، وجود تر  در طول تیر باعث عدم پیوستگی 2مطابق شکا )

در شیب تیر و ایجاد تفاوت در شیب قطعات تینر مجناور خواهند    

( مقندار تفناوت در شنیب دو    7شد. با توجه به شرط دوم معادلنه ) 

 و لنگر داخلی تینر در محنا تنر     طرف تابعی از سختی فنر میانی

(-EI.y’’می )   تنوان لنگنر خنارجی     دو منی  باشد. پ  با داشت  این

( را محاسبه نمود که بتواند تفناوت شنیب مشنابهی را    EMمعادلی )

ایجاد نماید. در روش پیشنهادی لنگر معنادل، از دو لنگنر متمرکنز    

ایجناد  معکوس هم که به فاصله بسیار کمی از هم قرار دارند، برای 

ای  تفاوت شیب استفاده خواهد شد. بدی  ترتیب، حنا دو معادلنه   

( تحنت شنرایط منرزی و    2دیفرانسیا مجزای داده شده در رابطه )

( تبندیا بنه حنا ینک معادلنه      7و  6میانی ارائه شنده در روابنط )  

شنود کنه روی بسنتر الاسنتیک      ای منی  دیفرانسیا برای تیر پیوسنته 

 رکز میانی است.  قرارداشته و تحت دو لنگر متم

با توجه به ماهیت بارگذاری موجود روی تیر که از جن  لنگنر  

باشد و ناپیوستگی آن که نوشت  تعنادل نیروهنا در جهنت قنائم      می

نمایند، از   برای دستیابی به معادله دیفرانسیا مربوطه را مشنکا منی  

شود. بنرای   بسط فوریه تابع خیز و لنگر متمرکز خارجی استفاده می

، وارد بر تیر به صورت دو کوپا نینروی  Mلنگرهای معادل،  اینکار،

 εشود. در ای  شکا،  ( در نظر گرفته می2نشان داده شده در شکا )

فاصله بی  دو لنگر متمرکز است که هنردو مقندار    cبازوی کوپا و 

نماینند. بسنط فورینه چهنار      کوچکی بوده و به سمت صفر میا می

 شود: ه صورت زیر نوشته مینیروی متمرکز موجود در ای  شکا ب

(9)  𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙. 𝜀
∑

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
− sin

𝑛𝜋(𝛽𝑙 −
𝑐
2
− 𝜀)

𝑙

+ sin
𝑛𝜋(𝛽𝑙 −

𝑐
2
)

𝑙

+ sin
𝑛𝜋(𝛽𝑙 +

𝑐
2
)

𝑙

− sin
𝑛𝜋(𝛽𝑙 +

𝑐
2
+ 𝜀)

𝑙 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 های دو و سه متیییری موجود در این  رابطنه و   با بسط سینوس

و  0/1توجه به ای  فرد کنه کسنینوس مقنادیر کوچنک برابنر بنا       

باشند، بسنط فورینه     سینوس مقادیر کوچک برابر با خود پارامتر می

 (:1شود )مطابق پیوست  ( به صورت زیر ساده می9رابطه )

 تیر تر  خورده روی بستر الاستیک و مدل لنگر معادل .2شکل 

 
Fig. 2. Cracked beam on elastic bed and its Equivalent Moment 

(EM) model 

(10)  𝐸𝑀 =
2𝑀

𝑙
∑

𝑛2𝜋2𝑐

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

بدی  ترتیب، معادله دیفرانسیا تیر روی بسنتر الاسنتیک نشنان    

 باشد: (، به صورت زیر قابا بیان می2داده شده در شکا )

(11) 

𝑦′′′′ + 𝑘2𝑦′′ +𝑚𝑏𝑒𝑑𝑦 

=
2𝑀

𝐸𝐼. 𝑙
∑

𝑛2𝜋2𝑐

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 مقدار لنگر معادل -2-3

چنانچه در بخش قبا بیان شند، لنگنر معنادل خنارجی و یفنه      

ایجاد تفاوت شیبی برابر با تفاوت شیب موجود در طرفی  تنر  در  

لنگنر داخلنی    تیر اصلی را به عهنده خواهند داشنت. درصنورتیکه    

نشان دهیم، مقدار تفناوت شنیبی    m(βl)موجود در محا تر  را با 

که باید توسط لنگر معادل خارجی ایجاد شنود توسنط رابطنه زینر     

 قابا محاسبه است:

(12) ∆𝜃 = −
𝑚(𝛽𝐿)

𝐾𝑠
+
𝑚(𝛽𝐿)

𝐸𝐼
𝑐 = [

𝑐

𝐸𝐼
−
1

𝐾𝑠
]𝑚(𝛽𝑙) 

ت شنیب دو سنمت   در رابطه فو ، بخش اول مربوط بنه تفناو  
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تر  در مدل فنر معادل و بخش دوم مربوط بنه تفناوت شنیب دو    

توان مقدار  باشد. بدی  ترتیب می سمت تر  در مدل تیر پیوسته می

 لنگر معادل خارجی را به صورت زیر محاسبه نمود:

(13) 

[
𝑐

𝐸𝐼
−
1

𝐾𝑠
]𝑚(𝛽𝑙) = −

𝑀

𝐸𝐼
𝑐 

𝑀 = [
𝐸𝐼

𝐾𝑠. 𝑐
− 1]𝑚(𝛽𝑙) 

در مخنرج عبنارت    cا توجه بنه اینکنه در این  رابطنه مقندار      ب

نمایند، پن  در مقابنا این  عبنارت       نخست به سمت صفر میا می

 نظر نمود. ( صرف -1توان از عبارت دوم )یعنی  می

 حل معادله دیفرانسیل حاکم -2-4

( تابع خینز  11برای حا معادله دیفرانسیا ارائه شده در رابطه )

 نماییم: ی زیر فرد میتیر را به صورت سری سینوس

(14) 𝑦 = ∑𝑧𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

باشند کنه بایند محاسنبه      ضرایب مجهول سری می znکه در آن 

شوند. برای تعیی  ای  ضرایب، با جایگذاری رابطه فو  در معادلنه  

 (، خواهیم داشت:11)

(15) 

∑𝑧𝑛
𝑛2𝜋2

𝑙2
(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

=
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐸𝐼. 𝑙
[
𝐸𝐼

𝐾𝑠
]∑

𝑛2𝜋2

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

( به صورت زینر  14بدی  ترتیب ضرایب مجهول سری رابطه )

 تعیی  شده:

(16) 
𝑧𝑛 =

2𝑚(𝛽𝑙)

𝐾𝑠. 𝑙

1

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin 𝑛𝜋𝛽 

 و خواهیم داشت:

(17) 

𝑦 = 

𝑚(𝛽𝑙)∑
2/𝐾𝑠. 𝑙

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin 𝑛𝜋𝛽 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

 باشد. ( می11ائه شده در رابطه )که پاسخ معادله دیفرانسیا ار

 تعیین بار کمانش تیر -2-5

( تعیی  کننده خینز تینر روی بسنتر الاسنتیک تحنت      17رابطه )

(، در محنا  2سیستم لنگر معادل خارجی نشان داده شده در شکا )

شود، تابع خیز  باشد. همانطور که در ای  رابطه مسحظه می تر  می

 m(βl)تیر در محا تنر ،   بدست آمده وابسته به مقدار لنگر داخلی

توان با استفاده از تعادل خارجی تینر   باشد. مقدار ای  لنگر را می می

روی بستر الاستیک بدست آورد. تابع خیز تیر زمانی مقدار صنحی   

را ارائه خواهد داد که لنگر داخلی محاسبه شده از تعنادل در محنا   

 باشد. m(βl)تر  برابر با 

ر تیر واقع بر بستر الاستیک رسنم  ( نیروهای موثر ب3در شکا )

گناه سنمت    شده است. با توجه به شکا و با لنگرگیری حول تکینه 

گاه سمت چپ را به صورت زینر   العما تکیه توان عک  راست، می

 محاسبه نمود:

(18) 

𝐴𝑦 = −
𝑚𝑏𝑒𝑑𝐸𝐼

𝑙
∫ 𝑦(𝑥) . (𝑙 − 𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0

 

= −∑
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐾𝑠𝑛𝜋

𝑚𝑏𝑒𝑑𝐸𝐼

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

 

 نیروهای موثر بر تیر واقع بر بستر الاستیک .3شکل 

 
Fig. 3. Forces acting on the elastically supported beam 

در ادامه، مقطعی دقیقا در سمت چنپ تنر  لحناظ شنده و بنا      

حول آن، مقدار لنگر داخلی تیر به صورت زینر محاسنبه   لنگرگیری 

شود. چنانچه گفته شد، تابع خیز تیر زمانی صحی  خواهند بنود    می

منورد اسنتفاده    m(βl)که لنگر داخلی محاسبه شده از تعادل برابر با 

 در محاسبه آن باشد. بدی  ترتیب:

(19) 

𝑚(𝛽𝑙) = 

𝐴𝑦𝛽𝑙 + 𝑚𝑏𝑒𝑑𝐸𝐼 ∫ 𝑦(𝑥). (𝛽𝑙 − 𝑥)𝑑𝑥
𝛽𝑙

0

+ 𝑘2𝐸𝐼𝑦(𝛽𝑙) 
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 با ساده سازی رابطه فو ، خواهیم داشت:

(20) 

𝑚(𝛽𝑙) = 

∑
2𝑚(𝛽𝑙)

𝐾𝑠. 𝑙

(𝑘2 −
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
) . 𝐸𝐼

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin2 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

 

از طنرفی  رابطنه، ضنریب بنار      m(βl)ترتینب بنا حنذف    بدی  
کمانش تیر تر  خورده روی بسنتر الاسنتیک را بنه صنورت زینر      

 توان محاسبه نمود: می

(21) ∑
(𝑘2 −

𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙
2

𝑛2𝜋2
)

(
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
− 𝑘2)

sin2 𝑛𝜋𝛽

∞

𝑛=1

=
𝐾𝑠 . 𝑙

2𝐸𝐼
 

 های معادله دیفرانسیل ترسیم پاسخ -2-6
( ضریب کمانش تیر تر  خورده 21پاسخ ارائه شده در رابطه )

، ضریب سنختی بسنتر،   lروی بستر الاستیک را بر حسب طول تیر، 
mbed ، محا نسبی تر ،β     و نسبت سختی مقطع تنر  خنورده بنه

اسناس، این     نمایند. بنر همنی     ، بیان میKs/EIسختی خمشی تیر، 
( 6تنا   4هنای )  ها در نمودارهای مختلف ارائه شنده در شنکا   پاسخ

باشند. محور قائم هر نمنودار معنرف ضنریب بنار      قابا مسحظه می
باشد. تاثیر طول تینر تنر  خنورده در محنور افقنی       کمانش تیر می

نمودارهننا نشننان داده شننده اسننت. هننر کنندام از نمودارهننا شنناما  
هنای تنر     نموننه بنا شندت    5سنالم و  های مربوط به تینر   منحنی

باشد. همچنی  تاثیر محا تر  در طول تینر بنا مقایسنه     مختلف می
باشد. در نهایت، هر  در هر شکا قابا بررسی می cتا  aنمودارهای 
( مربوط بنه ینک ضنریب سنختی بسنتر      6تا  4های ) کدام از شکا
بنر  توان رفتار تیرهنای واقنع    باشد که با مقایسه آنها می مشخص می

 روی بسترهای مختلف را تعیی  نمود.

 ؛mbed=1 های معادله دیفرانسیا حاکم برای پاسخ .4شکل 

a) β=0.5  ؛b) β=0.3 ؛c) β=0.1 

 
Fig. 4. Response of governing differential equation for mbed=1; 

a) β=0.5; b) β=0.3; c) β=0.1 

 ؛mbed=3پاسخ های معادله دیفرانسیا حاکم برای  .5شکل 

a) β=0.5  ؛ b) β=0.3 ؛c) β=0.1 

 

Fig. 5. Response of governing differential equation for mbed=3; 

a) β=0.5; b) β=0.3; c) β=0.1 
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 ؛mbed=5پاسخ های معادله دیفرانسیا حاکم برای  .6شکل 

a) β=0.5  ؛ b) β=0.3 ؛c) β=0.1 

 

Fig. 6. Response of governing differential equation for mbed=5; 
a) β=0.5; b) β=0.3; c) β=0.1 

(، بار کمانش تیرهای با طول کم بسیار بیشتر a-4مطابق شکا )

باشد. با افزایش طول تیر، ضریب بار کمانش تیر  از تیرهای بلند می

نمایند. لازم بنه رکنر     کاهش یافته و به یک مقدار مشخص میا منی 

و کاهش مقاومت آن به مقدار یناد   است که در پی افزایش طول تیر

شده، مود کمانشی تیر نینز افنزایش یافتنه و تنابع خینز تینر شناما        

 شود. های بیشتری می سینوس نیم

با کاهش سختی مقطع تر  خورده کنه نشنان دهننده افنزایش     

باشد، روند کلی نمنودار حفنش شنده ولنی از مقندار       عمق تر  می

ی  کاهش مقاومت بنرای  شود. مقدار ا ضریب بار کمانش کاسته می

باشد. مسئله دیگنری   تیرهای کوتاه بیشتر از تیرهای با طول زیاد می

 (، قابا مسحظه است، افزایش نسبی a-4که در شکا )

باشد. بنا توجنه بنه     ضریب بار کمانش در محدوده مود دوم می

باشد، دلیا ای   تر  در نیمه تیر می β=0.5هایی با  اینکه برای نمونه

توان در قرار گرفت  تر  در نقطه عطف تابع خیز تینر   میمسئله را 

و بسته ماندن تر  جستجو نمود. چنی  رفتاری بنرای نمودارهنای   

(b  وc.در محدوده مودهای سوم و دهم قابا مسحظه خواهد بود ) 

توان گفت که  ( می4( در شکا )cو  a ،bبا مقایسه نمودارهای )

تیر نزدیکتنر باشند، نموننه    برای تیرهای کوتاه هرچه تر  به وسط 

افت مقاومت بیشتری را تجربه خواهد کرد. ای  در حالی است کنه  

باشد. نهایتنا   برای تیرهای با طول بیشتر عک  ای  مسئله صاد  می

توان مسحظه نمود که برای بستر با  ( می6تا  4های ) با مقایسه شکا

ضرایب سختی متفاوت، روند کلی توضی  داده شنده بنرای شنکا    

( دوباره صاد  است. ای  در حالی است که بنا افنزایش ضنریب    4)

سختی بستر، نمودارها به سمت بالا شیفت پیدا کرده و بار کمنانش  

شود که با افزایش سنختی   یابد. همچنی  مسحظه می تیر افزایش می

تر شده و تیر در مود بالاتری )بنا ننیم    های نمودار فشرده بستر، موج

 نماید. انش میهای بیشتری( کم سینوس

 بررسی درستی پاسخ ارائه شده -3

 مقایسه با نتایج مسائل ساده شده -3-1

حا ارائه شده، ابتدا به مقایسه پاسخ آن  برای بررسی درستی راه

با دو مسئله ساده شده خواهیم پرداخت. مسئله نخست مربنوط بنه   

(. برای چننی   mbed=0باشد ) تیر تر  خورده فاقد بستر الاستیک می

بسته معادله دیفرانسا حاکم به صنورت زینر    راه حا فرم ای، مسئله

 باشد: موجود می

(22) 𝑘. [cos(2𝛽𝑘𝑙) − 1]. cot(𝑘𝑙) + 𝑘. sin(2𝛽𝑘𝑙) =
2𝐾𝑠
𝐸𝐼

 

و  21های ارائنه شنده توسنط روابنط )     (، مقایسه پاسخ7شکا )

دهند.   ( را برای چنی  تیری با یک تر  در وسط تیر نمایش منی 22

شود، انطبا  مناسبی بنی  نتنایج حاصنا از     ور که مسحظه میهمانط

 باشد. دو رابطه یاد شده موجود می

مسننئله دوم مننورد مطالعننه مربننوط بننه تیننر سننالم دارای بسننتر 

(. بنرای چننی  تینری مقندار ضنریب بنار       Ks=Infالاستیک اسنت ) 

 باشد: کمانش از رابطه زیر قابا محاسبه می

(23) 𝑘2 = min {
𝑛2𝜋2

𝑙2
+
𝑚𝑏𝑒𝑑𝑙

2

𝑛2𝜋2
}       𝑛 = 1,2,3, … 
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تر الاستیک های ارائه شده برای تیر تر  خورده فاقد بس مقایسه پاسخ .7شکل 

 (22و  21توسط روابط )

 
Fig. 7. Comparing response of a cracked beam without elastic 

foundation provided in Eqs. (21) and (22) 

مقایسه پاسخ های ارائه شده برای تیر سالم روی بستر الاستیک توسط  .8شکل 

 (23( و )21روابط )

 
Fig. 8. Comparing response of a un-cracked beam on elastic 

foundation provided in Eqs. (21) and (23) 

( β=0.5 ،Ks=EI/2مقایسه پاسخ های ارائه شده برای تیر تر  خورده ) .9شکل 

 فنر-( و مدل تیر21ک توسط رابطه )روی بستر الاستی

 
Fig. 9. Comparing response of cracked beam (β=0.5 ،Ks=EI/2) on 

elastic bed provided in Eqs. (21) and beam-spring model 

های ارائه شده توسط ای  رابطنه و رابطنه    مقایسه پاسخ 8شکا 

دهند. مجنددا    ضریب بسنتر ارائنه منی   ( را برای مقادیر مختلف 21)

شود، انطبا  مناسنبی بنی  نتنایج     همانطور که در شکا مسحظه می

 باشد. حاصا از دو رابطه موجود می

 فنر-مقایسه با نتایج مدل تیر -3-2
حا ارائه شده، نتایج حاصا از آن با  در ادامه درستی آزمایی راه

قایسه شنده  فنر م-( برای مدل تیر7و  6نتایج حاصا از حا روابط )

( و سختی β=0.5است. بدی  منظور تر  در وسط تیر فرد شده )
(، مقایسنه  9لحناظ شنده اسنت. شنکا )     EI/2فنر دورانی برابر بنا  

دهند. مطنابق    ضریب بار کمانش را برای هر دو حالت نمنایش منی  

شکا، مشخص است کنه مندل لنگنر معنادل بنه خنوبی قنادر بنه         

 باشد. بسیار دقیق میها بوده و حاصا از آن  بینی پاسخ پیش

 مقایسه با نتایج تحلیل المان محدود -3-3
آزمایی پاسخ ارائه شده با استفاده از نتایج  در ای  بخش، درستی

های المان محدود انجام شده است. بنرای این  منظنور ینک      تحلیا

افزار آباکوس ایجناد و تحلینا کمنانش روی آن     مدل عددی در نرم
( ارائنه  10ربوطنه در شنکا )  انجام شده است. جزئیات مدلسازی م

شده است. مطابق شکا، مدلسازی با استفاده از دو تیر مجزا انجنام  

شده است که در محا تر  بنه وسنیله قیند بسنت  بنه هنم وصنا        

اند. ناحیه تر  خورده فاقند قیند مربوطنه بنوده و آزاد اسنت.       شده

مجموعه تیرهای یاد شده روی یک بستر الاستیک قرار گرفته است 

ریق یک سری میله محوری بنا سنختی و فاصنله مشنخص     که از ط
مدلسازی شده است. پایی  میله ها دارای شنرایط مفصنلی و بنالای    

باشند.   آنها با استفاده از قید بست ، به تیر تنر  خنورده متصنا منی    
درجات آزادی واقع در ابتدا و انتهای تیر به یک نقطه کنترل کوپنا  

 ایجاد شده است.گاه مفصلی در آنها  شده و شرایط تکیه

 تیر تر  خورده روی بستر الاستیک جزئیات مدلسازی عددی .10شکل 

 
Fig. 10. Modelling of cracked beam on elastic foundation 

 [
 D

O
I:

 1
0.

22
03

4/
25

.2
.1

01
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
ce

j.m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

2-
06

 ]
 

                             9 / 14

http://dx.doi.org/10.22034/25.2.101
https://mcej.modares.ac.ir/article-16-75748-fa.html


 وحید اکرمی ،طوبی مکارمی بسته کمانش تیر تر  خورده روی بستر الاستیک با تکنیک لنگرمعادل پاسخ فرم

110 

هنای المنان محندود منورد بررسنی در       جزئیات هندسی نموننه 

( ارائه شده است. مطابق جدول، سه ردیف نخست دارای 1جدول )

دارای محا تر  متفاوت، سنه   3-5ردیف عمق تر  متفاوت، سه 

دارای ضنریب   7-9دارای طول تیر متفاوت، سه ردیف  7-5ردیف 

باشنند.   بستر متفاوت و دو ردیف آخر دارای ارتفاع تیر متفاوت می

های المان محدود در دو ستون  ( و تحلیا21نتایج حاصا از رابطه )

هنا در   آخر جدول ارائه شده است. همچنی ، شکا کمنانش نموننه  

 ( ارائه شده است.11شکا )

 در تحلیا المان محدود 1های جدول  شکا کمانش نمونه .11شکل 

 

Fig. 11. Buckled shape of the models in Table 1 in FE analysis 

 (21های المان محدود با رابطه ) مقایسه بارکمانش نمونه. 1جدول 

Model 
l 

(m) 

h 

(m) 

EI 

(kg.m2) 
β ξ mbed 

k2 

Eq. (21) FEM 

1 20 0.1 175 0.3 0.2 10 6.32 6.28 

2 20 0.1 175 0.3 0.4 10 6.21 6.18 

3 20 0.1 175 0.3 0.6 10 5.59 5.64 

4 20 0.1 175 0.1 0.6 10 5.65 5.70 

5 20 0.1 175 0.5 0.6 10 5.59 5.65 

6 10 0.1 175 0.3 0.6 10 5.60 5.67 

7 5 0.1 175 0.3 0.6 10 6.05 6.07 

8 5 0.1 175 0.3 0.6 5 4.22 4.26 

9 5 0.1 175 0.3 0.6 1 1.86 1.88 

10 5 0.2 1400 0.3 0.6 1 1.62 1.65 

Table 1. Comparing buckling load FE models with Eq. (20) 

 مقایسه با نتایج سایر تحقیقات -3-4

روابنط تحلیلنی را بنرای     [22]چنانچه پیشتر رکنر شند، وانن     

نهایت بنر روی بسنتر الاسنتیک کنه      محاسبه بار کمانش یک تیر بی

. حاوی یک ناحیه تضعیف شده در وسط آن است، ارائه کرده است

( از بازتولید نمودار ارائنه شنده   21آزمایی نتایج رابطه ) برای درستی

( استفاده شنده اسنت. بنرای اینکنار     12در ای  مرجع مطابق شکا )

برابر بنا   βطول تیر مقداری بسیار بزرگ فرد شده و مقدار پارامتر 

در نظر گرفته شده است. محور افقی نمودار سختی نرمال شده  5/0

و محور قنائم بنار کمنانش نرمنال شنده تینر را       مقطع تر  خورده 

شنود، نتنایج بدسنت آمنده از      دهد. چنانچه مسحظه منی  نمایش می

 [22]های ارائه شده توسط وانن    ( انطبا  مناسبی با داده21رابطه )

 باشد. دارد که حاکی از دقت رابطه ارائه شده می

 [22]مقایسه نتایج حاصا از تحقیق حاضر و مرجع  .12شکل 

 
Fig. 12. Comparing results of this study with reference [22] 

 گیری نتیجه -4

روش تحلیلی و عددی به منظور محاسبه   حاضر به ارائه  مطالعه

بسنته کمنانش تینر تنر  خنورده روی بسنتر الاسنتیک         پاسخ فنرم 

است. در روش ارائه شده با عنوان تکنیک لنگنر معنادل، در    پرداخته

محا تر  تیر، از دو لنگر متمرکز معکوس هنم بنه منظنور اعمنال     

تفاوت شیب ناشی از وجود تر  در طرفی  محنا آسنیب اسنتفاده    

هنای معمنول    است. در بخنش اول مطالعنه، بنه بررسنی روش     شده

فننر پرداختنه و سنپ     -مدلسازی تر  از جمله مدل تحلیلنی تینر  

مقدار لنگر متمرکز اعمنال شنده در روش پیشننهادی کنه تنابعی از      

باشد، به دست  میسختی فنر میانی و لنگر داخلی تیر در محا تر  

خورده روی بستر   رفیت کمانشی تیرهای تر   آمد. در ادامه رابطه

حاکم بر تیر روی بستر الاسنتیک    الاستیک با حا معادلات مشخصه
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با استفاده از بسط فوریه تابع خیز تیر و لنگر متمرکز خارجی ارائنه  

شد. همچنی  تاثیر پارامترهای مختلف از جمله سختی خمشی تینر،  

ل تیر، عمق تر ، محا تر  و سختی بستر بر بار کمنانش تینر   طو

دست آمده، وجود تنر    مورد مطالعه قرار گرفت. بر اساس نتایج به

تواند بار کمانشی عضو را به میزان قابا تنوجهی کناهش    در تیر می

دهد که ای  کناهش مقاومنت در تیرهنای کوتناه مشنهودتر اسنت.       

یار بیشتر از تیرهای با طنول   رفیت کمانشی تیرهایی با طول کم بس

زیاد است از طرفی با افنزایش طنول ضنریب بنار کمنانش کناهش       

یابد که به دنبال آن کاهش مقاومت و افزایش مود کمانشنی تینر    می

شود. در تیرهای کوتاه، بر عک  تیرهای با طول زیاد با  مشاهده می

نزدیک شدن تر  به وسط تینر بنا افنت مقاومنت بیشنتری روبنرو       

همچنی  با افزایش ضریب سختی بسنتر، بنار کمانشنی تینر      هستیم.

کنند. در بخنش    افزایش یافته و تیر در مودهای بالاتری کمانش منی 

حنا ارائنه شنده     ی عددی به منظور بررسی درستی راه دوم، مطالعه

های المان  انجام شد. نتایج به دست آمده از روش پیشنهادی با مدل

ای که حا دقینق آنهنا    ده شدهمحدود و همچنی  با پاسخ مسائا سا

موجود است مقایسه شد که نشانگر مطابقنت بنالای تکنینک لنگنر     

معادل و تاییند درسنتی و دقنت این  روش بنود. بندی  ترتینب از        

تنوان در   دست آمده بر مبنای ای  روش و نتنایج آن منی   ی به  رابطه

بینننی رفتننار چنننی   روننند طراحننی و محاسننبات و همچنننی  پننیش

 اده کرد.های استف سازه

 تقدیر و تشکر -5
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 (EM) بسط فوریه لنگر معادل -(1پیوست )

 شود: ( به صورت زیر نوشته می9با استفاده از اتحادهای جمع و تفریق مثلثاتی، بسط رابطه )
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تنوان بنه    و سینوس مقادیر کوچک با خود آرگومنان، بسنط فورینه رابطنه فنو  را منی       0/1سازی کسینوس مقادیر کوچک با  با فرد ساده

 صورت زیر بیان کرد:
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 باشد: یق مثلثاتی، بسط رابطه بالا به صورت زیر قابا بیان میمجددا با استفاده از اتحادهای جمع و تفر
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 سازی رابطه بالا خواهیم داشت: با ساده
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(4-9) 
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 توان به صورت زیر بیان کرد: یدر ادامه رابطه بالا را م
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 شود: محاسبه می در نهایت بسط فوریه لنگر معادل به صورت زیر

(6-9)  𝐸𝑀 =
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𝑙
∑

𝑛2𝜋2𝑐

𝑙2
sin 𝑛𝜋𝛽 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1
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Abstract 

Beams placed on elastic foundations are widely used in simulating a main portion of mechanical and civil structures. The 

buckling behavior of these beams, including the load and the shape of the buckling mode, is different from normal beams due 

to the loads imposed by the elastic foundation that is proportional to the beam deflection. Due to their functional modality, 

these types of beams are generally subjected to repetitive loads (such as railway tracks) and extreme environmental conditions 

(such as piles and buried pipelines), making them susceptible to damage such as cracks. The presence of these flaws along the 

members can lead to premature failure of these structural elements due to buckling in the damaged area. Evaluating the 

stability of such structures considering structural flaws is essential for ensuring their safety. In this context, this paper presents 

a new method for calculating the closed-form solution to the buckling of cracked beams on elastic foundations. In the proposed 

method, a concentrated moment is used to model the crack and apply the slope difference caused by the crack at the damage 

location. Then, the governing differential equations for pin-ended beams are derived, and by using Fourier expansion and 

calculating the value of applied moment, a closed-form solution is presented to calculate the buckling of beams on elastic 

foundations. Using this technique for crack modeling makes it easier to solve beam differential equations and achieve a closed-

form solution for calculating beam buckling load. Finally, the effects of different parameters such as the bending stiffness of 

the beam, length of the beam, crack depth, and stiffness of the bed on the buckling load of the beam can be studied. To verify 

the proposed solution, the results of solving closed-form equations are compared with the exact solutions of simplified 

problems and the results from finite element models, which confirms the accuracy of the performed calculations. As the 

current solutions to the buckling of cracked beams on an elastic foundation are mainly based on numerical or finite element 

methods, the presented closed-form solution in this study can significantly contribute to enhancing the accuracy and facility of 

calculations in the design and analysis process for such structures. 

Keywords: Beam on elastic foundation, Crack, Buckling load, Differential equation, Fourier expansion, Finite element 

analysis. 
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