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  ] 8/3/1403]                                 پذيرش: [25/02/1403دريافت: [

  چكيده
شيرين،   آب  منابع  به  دسترسي  عدم  و  محدوديت  به  توجه  زبا  شده،  منبع    كيعنوان  به  ينيرزميآب  اهمشناخته   تياز 

روش نوين حجم محدود موسوم به  برخوردار است.  ياژهيو مطالعه، از يك  اين   DDFV  )Dual Discrete Finite  در 

Volume    (هاي بندياز شبكه   روش،  نيا  در  .شده استاستفاده    يني رزميدر آب ز  يانتقال آلودگ  ي جريان و سازمدل  يبرا
  جريان و   معادلات  هاي پيچيده را مورد بررسي قرار دهد وتواند هندسهساختاريافته و ساختارنايافته استفاده شده كه مي

د.  ي در مركز و رئوس هر المان به دست آ  يمدل شده و غلظت آلودگ  ي مثلث  شبكههر المان    يدقت برا به  ي انتقال آلودگ
معادله سطح آب زيرزميني محاسبه    جريان  در ابتدا،  و تراز  پارامترهاي محتواي رطوبت  و  شد  غيراشباع حل  در محيط 

دست آمده، سرعت حركت آب در خاك برآورد شد. در نهايت، معادله آلودگي در محيط . سپس با توجه به نتايج به شد
  كيدر    داريناپا  انيجر  يهاتمدل در حال  نيا.  شدغيراشباع استخراج شد و مقدار غلظت در رئوس هر المان محاسبه  

كه نوسانات    شد بعدي، مشخص  با مقايسه حالت دوبعدي با حالت يكشده است.  آزماييدرستيبعد و دو بعد بادقت بالا  
  در حالت دوبعدي وجود ندارد. 

  
  محدود فرارفت، پراكندگي، مدلسازي عددي، روش حجم معادله ريچاردز،  ، غيراشباعمتخلخل  محيط   :كليدي واژگان

  
  مقدمه- 1
تب  24  حاضر  حال  در  جهان،  در  آب  شديد  مبودك  به  وجها 
آب   شديد  مبود ك  با  نفر  ونيليم  300  از  بيش  جمعيتي  با  شورك

  2050  سال   تاآمده  عملبه   يهاينيبش يپ  طبق.  هستند  مواجه
سوم    دو  حدود  جمعيت  با  شورك  66  به  تعداد  اين  ميلادي
 مصرف  بيشترين  ميان  اين  در  .رسيد  خواهد  جهان  جمعيت
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 آب مصرف شده  لك  درصد  94  با  شاورزيك  بخش  به  مربوط
 منابع   از  يكي عنوان    به  ينيرزميز  يهاآب  از  بيشتر  هك  است
  از   هيروي ب  استفادهمتأسفانه  .  كندي م  استفاده  آب   نيتأم  اصلي
  علت   به  منابع  اين  ساختن  آلوده  با  بيشتر  يني رزميز  آب  منابع

فاضلاب  ،كنندهآلودهمنابع    ديگر  نترلك  عدم  و ها  واردكردن 
 . [1]  سازديآب را دوچندان م مبودك لكمش هك است همراه

آب  ين يرزميز  يهاآب منابع  در   شوديم  گفته  يبه  كه 
ز  يهاهيلا اشباع  و  شده  ين يرزميآبدار  طرجمع  از  و    ق ياند 

به    نيها درون زماز چشمه   يع يصورت طبها و به قنات   ،هاچاه 
در مناطق    ويژه  منابع، به  ني. ا كننديم  دايخروج پ  نيسطح زم

ن و  اصل  به  خشك،مه يخشك  منبع   مورد  بآ  نيتأم  يعنوان 
منطقه غيراشباع، بين سطح خاك و تراز    .رنديگي استفاده قرار م

جريان غيراشباع   گريد  عبارت  بهي زيرزميني قرار دارد.  هاآب
بالا حاش   يدر  و  آب  تراز  م  1ي نگيي مو  هيسطح  و    دهديرخ 

ي و اقليمي بستگي شناسنيزمعمق آن متغير است و به عوامل  
آلودگي [2]دارد خاك   .  در    از  راشباعيغ  يهادر  مهم  مسائل 

آب   ممنابع  شمار  تلاش    .رودي به  گذشته،  دهه  چند  طي  در 
مختلف  هايدگيچيپحل    برايي  اگسترده ي ندهايفراي 

ميكروبيولوژيكي   و  شيميايي  و    مؤثرفيزيكي،  انتشار  انتقال بر 
است شده  انجام  غيراشباع  جريان  توسط   يبرا  . [3]آلودگي 

ا  يابيدست غيراشباع هدف،    نيبه  در محيط  جريان  معادله  ابتدا 
سپس   و  شده  مكان  يزمان   عيتوزحل  آلا  يو   ها ندهيغلظت 

در بسياري از مطالعات ناحيه غيراشباع، فرض  .  تعيين مي شود
ريچاردز   شوديم كلاسيك  معادله  از  سيال  پيروي   2حركت 

هستند،    كه ازآنجاكند.  مي غيرخطي  معادلات    حل راهاين 
خاص   موارد  جز  بنابرانيست  ريپذامكانتحليلي  روش   ني؛ 

.  [4]د  شويمعددي براي حل معادله جريان غيراشباع استفاده  
هاي رزميني و آبهاي زيها در آبهمچنين در انتشار آلودگي

مطالعات   روش زيرسطحي  از  استفاده  با  تفاضل  زيادي  هاي 
محدود، المان محدود و حجم محدود انجام شده است كه به  

رداخته شده است  پها  اختصار به بررسي و مرور تعدادي از آن 
[5].    

 
1 Capillary Fringe 
2 Richards’ equation 

Berlin   براي را  عددي  مدل  يك  همكاران  و 
غلظت  نيبشيپ تغيير  هاگونه ي  از  حاصل  نيتروژن  مختلف  ي 

روش  به  غيراشباع  محيط  در  مايع  فاز  در  محلول  اكسيژن 
اين  در    .ي ايجاد كردندبعدكتفاضل محدود در يك سيستم ي 

و جريان    مدل شده  گرفته  نظر  در  مدل    گذرا  با  نتايج  عددي 
كه   دادي م. نتايج عددي اين مدل نشان  شد  مقايسه  يليتحل  حل

غلظت   غيراشباع هاگونه حركت  محيط  در  نيتروژن  مختلف  ي 
و    هايويژگي  ريتأث تحت   شدتبه  غيراشباع  خاك  هيدروليكي 

همچنين  و  است  هيدروليكي  هدايت  و  فشار  هد  همچنين 
ي نيتروژن  توجهقابل اكسيژن به طور    جرمسرعت بالاي انتقال  

ي  هاعمق در    ژهيو  به غيراشباع    ط يدر محرا    تراتينموجود در  
و در نهايت روي كيفيت آب زيرزميني    دهديم بيشتر افزايش  

مدل  .[6]د  گذاريم  ريتأث وجود  پايه با  بر  متعدد  عددي  هاي 
محدود،   تفاضل  در   برايروش  انتقال  و  جريان  معادله  حل 

تاحد   مش  مرزها  اينگونه  در  كه  است  نياز  پيچيده  مرزهاي 
شو ريز  مزيت  .  [9 ,8 ,7]د  زيادي  وجود  با  روش همچنين 

مدلسازي   در  محدود  تفاضل  روش  به  نسبت  محدود  المان 
به صورت محلي  را  اين روش بقاي جرم  ،  نامنظمهاي  هندسه
درنمي حفظ   و  لايه  محيط  كند  چند  در  هاي  عددي  نوسانات 

 . [12-10] شودايجاد ميحل معادلات 
 دو روش ديگر  در مقايسه با  در روش حجم محدود

كه منجر به كاهش خطا    شدهجرم در المان حفظ    يقانون بقا
 يهاهندسه  يبرا   مانند روش المان محدود  روش  ني. اشوديم
خم  دهيچيپ سال  [13]است  مناسب   دهي و  در   ر،ياخ  يها. 

انجام شده و اين   روش حجم محدود  هاي زيادي رويتلاش
توسعه    يبرا  روش مختلف  كلاس  و   افتهيمسائل   ي هابه 
 كي  [14]در مرجع  نمونه    . به عنوانشده است  ميتقس  يمتعدد

برا   يسازگسسته   ديجد  كرديرو محدود  معادله   يحجم  حل 
  يشنهاديروش پ  .شدارائه    يدوبعد  راشباعيغ  آلودگي در محيط

مرتبه   3حجم محدود سلول محور  يسازگسسته   كي بر    يمبتن 
روش با استفاده   نياست. ا  4افته يساختارناي  هاشبكه   يدوم رو

.  كند يم  نيجرم را تضم  بقايدر زمان،    5لوريت   ياز توسعه سر
 

3 Cell-centered 
4 Unstructured grid 
5 Taylor series 
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روش از  جبر  يبرا  6كارديپ  همچنين  مسئله   ي رخطيغ  يحل 
. عملكرد روش  شده استاستفاده    يحاصل در هر مرحله زمان

طر جمله    مسائل   قياز  از   هايمحيط نفوذ،    مسائلمختلف، 
ناهمگنراشباعيغ  - اشباع   ارز  يها ي،  است  ياب يخاك    شده 

[14] .  
Zamani    وAsadi    محدود حجم  پيشرفته  روش 

7DDFV  مدل استفاده  براي  ريچاردز  معادله  عددي  سازي 
هد،   بر  مبتني  فرم  جمله  از  ريچاردز  معادله  نوع  سه  كردند. 

خطي  برمبناي يك  با  را  مختلط  فرم  و  رطوبت  سازي  محتواي 
هاي نمونه شده، در دامنه دو بعدي توسعه دادند.  پيكارد اصلاح

ويژگي از  استفاده  با  خاكمختلف  شرايط هاي  مختلف،   هاي 
شبكه ساختارهاي  و  متنوع  شده مرزي  حل  مختلف  اند. اي 

حل  هماهنگينتايج   راه  نتايج  با  خوبي  در  بسيار  تحليلي  هاي 
اي دارند. انواع مختلف  هر دو محيط متخلخل يكنواخت و لايه

جرم   تعادل  نسبت  و  تكرارها  تعداد  دقت،  نسبت  به  معادله 
شده  بررسيمقايسه  مورد  آزمايشي  موارد  براي  اين    اند.  در 

دليل  به  برتر  روش  عنوان  به  رطوبت  محتواي  نسخه  مطالعه، 
خطاي تعادل جرم كم، دقت بالا و تعداد كمتر تكرارها تعيين 

شده نسبت به روش  شده است. همچنين، نسخه پيكارد اصلاح
هد   بر  را  مبتني  دقت  و  ميكارايي  نشان  بهبود  نتايج  بخشد. 

ز به گام زماني كوچكي  دهند كه براي فرم مبتني بر هد، نيامي
براي به دست آوردن تعادل دقيق جرم داريم، در حالي كه دو 
روش ديگر نتايج با تعادل جرم برتري را حتي براي گام زماني  

مي ارائه  محدود  بزرگتر  حجم  روش  اين،  بر  علاوه  دهند. 
پيشنهادي براي تمام موارد آزمايشي بدون نوسان عددي نتايج  

 . [15]د دهپايداري نشان مي

Azizi    وAsadi    معادله انتقال آلودگي در ي  تحقيقدر
  DDFV با استفاده از روش نوين حجم محدود  محيط اشباع را

غلظت آلودگي در   مدلسازي كردند كه با استفاده از اين روش
مي بدست  المان  هر  رئوس  و  روي  مركز  شده  ارائه  مدل  آيد. 

كه   است  شده  اعمال  ساختارنيافته  مثلثي  مدلسازي مش  براي 
ميم مناسب  پيچيده  هندسي  جريان  باشد.رزهاي  حالت  در 

 
6 Picard 
7 Dual discrete finite volume 

همبسته   انتقال  معادله  با  جريان  معادله  نتايج   شدناپايدار،  و 
شد. در    آزماييدرستي   MODFLOWمدل عددي با نتايج مدل  

ادامه مدل همبسته جريان و انتقال در محيط با غيرهمگني بالا  
مورد استفاده قرار گرفته كه نتايج نشان از پايداري مدل مورد  

همچنين با استفاده از مدل عددي مورد نظر نتايج .  دهدمي نظر
نوسانات   گونه  هر  از  عاري  آلودگي  انتقال  و  جريان  معادلات 

    .[16] است عددي

با توجه به مطالعات صورت گرفته، در اين تحقيق براي اولين  
روش   آلودگي گسسته  براي  DDFVبار  انتقال  معادله  سازي 

غيراشباع  محلول   محيط  است. در  شده  گرفته  كار  به 
، تجزيه 9فرارفت  ،8آلودگي شامل پراكندگي   انتقالهاي  سازوكار 
انتقال باشد.  مي  11ذبجو    10زيستي مدل  تحقيق،  اين  در 

غيراشباع  آلودگي   جريان  معادله  نظر به صورت همو  در  بسته 
است شده  معادله    .گرفته  ابتدا  كه  ترتيب  اين  با    ريچاردزبه 

از   هد  DDFVروش  استفاده  مفدار  شده،  محتواي  حل   ،
ظرفيت  و  نسبي  نفوذپذيري  مانند  پارامترها  ساير  و  رطوبت 

در ها به دست آمده، سپس مقدار هد  در مراكز سلول   مويينگي
رئوس درونيابي شده و سرعت جريان در وجوه المان محاسبه 

شود. در گام بعدي ضرايب پراكندگي و سرعت تراوش به  مي
روش   با  آلودگي  انتقال  معادله  و  آمده  حل   الذكرفوقدست 

مطالعه   اين  در  همچنين  شد.  جريان خواهد  اثر  بررسي  به 
  شود.شباع روي انتقال آلودگي پرداخته ميغيرا

رو پيش  تحقيق  روش  در  و  مواد  دوم،  بخش  شامل  در  ها 
عددي   فرمولاسيون  و  رياضي  و  معادلات  ريچاردز  معادلات 

ارائه شده و در بخش سوم نتايج در  انتقال آلودگي به تفكيك  
مختلف  نمونه  بعدي  هاي  دو  و  مييك  بخش  شود.  بررسي 

  بندي و تحليل نتايج اختصاص دارد. جمعپاياني نيز به  
  

  هامواد و روش - 2
بر محيط غيراشباع ابتدا معادلات رياضي حاكم  اين بخش  در  

عددي   فرمولاسيون  سپس  و  شده   براي  DDFVروش  ارائه 
 

8 Dispersion 
9 Advection 
10 Biodegradation 
11 Adsorption 
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معادله   آمده    پراكندگي  - فرارفت و    ريچاردزحل  دست  به 
  است.

  
  رياضي    معادلات - 2-1

معادلات   شامل  مساله  بر  حاكم  رياضي  در  معادلات  ريچاردز 
غيراشباع مي  محيط  آلودگي  انتقال  صورت و  به  كه  باشد 

 : [17]د شوبسته حل مي هم

)1(  
  

𝜕𝜃
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اول ر  در رطوبت،    𝜃  ابطه  هدايت   𝐾محتواي 
و    ℎهيدروليكي،   فشاري  ارتفاعي    𝑧هد  معادله   .استهد  در 

 𝑐  آيد.دست مي) به3(  تانسور پراكندگي است و از رابطه  𝐷௜௝،  دوم
آلاينده، تزريقي   𝑐ଵ  غلظت  آلاينده  جريان    𝑊و    12غلظت  نرخ 

  . [18 ,17] ت توزيعي آلاينده در واحد حجم اس

)٣ (  
𝐷௜௝ ൌ 𝛼௟|𝑣|𝛿௜௝ ൅ ሺ𝛼௟ െ 𝛼்ሻ

𝑣௜𝑣௝

|𝑣|
൅ 𝐷∗𝜃𝜏𝛿௜௝ 

برونكر،  𝛿௜௝)،  3در رابطه ( در    𝛼்و    𝛼௟  دلتا  پراكندگي  ضرايب 
معمولا برابر با يك  كه  اختلاط است    𝜏  طولي و عرضي و  براي

مي داريم همچنين  .  شودفرض  بعدي  سه  سيستم  يك    براي 
18] [17,:   

)٤ (  𝑣௜ ൌ െ𝑘௜௝
𝜕ℎ
𝜕𝑥௜

 

رو   پيش  تحقيق  ون   برايدر  مدل  از  مشخصه  معادله  تعريف 
آختن استفاده شده است. در اين مدل رابطه ميان هد فشار  گن

  : [20 ,19]باشد ميبه صورت زير و محتواي رطوبت 

)5(  𝜃 ൌ 𝜃௥ ൅
𝜃௦ െ 𝜃௥

ሺ1 ൅ ሺ𝛼ℎሻ௡ሻ௠ 

هاي تجربي هستند كه ثابت   𝛼و    𝑛    ،𝑚)  5در رابطه (
ضريب   و  كنترل  شيب  منحني  شكل  ضريب  معرف  ترتيب  به 

همچنين   و  هستند  مقياس  پارامتر  و  ترتيب   𝜃௥و    𝜃௦شكل  به 

 
12 Injected 

محتواي  و  اشباع  حالت  در  خاك  رطوبت  محتواي  معرف 
  . [20 ,19]هستندرطوبت خاك در حالت خشك 

ونگن   توان يمهمچنين   هدايت رابطه  ميان  را  آختن 
بيان   زير  شكل  به  نيز  حجمي  رطوبت  محتواي  و  هيدروليكي 

  : [20 ,19]نمود

)6 (  

𝐾ሺ𝜃ሻ 
𝐾௦

ൌ ൬
𝜃 െ 𝜃௥ 
𝜃௦ െ 𝜃௥

൰

ଵ
ଶ 

  ቌ1 െ ቌ1 െ ൬
𝜃 െ 𝜃௥ 
𝜃௦ െ 𝜃௥

൰

ଵ
௠

ቍ

௠

ቍ

ଶ

 

) رابطه  هدايت   𝐾ఏو    𝐾௦)،  6در  معرف  ترتيب  به 
محيط   در  هيدروليكي  هدايت  و  اشباع  محيط  در  هيدروليكي 

  . [20 ,19]غيراشباع هستند
  

  فرمولاسيون عددي  - 2-2
  چاردز ي معادله ر يعدد ونيفرمولاس  -2-2-1

ريچاردز   معادله  هد  بر  مبتني  ميفرم  روش توان  را  كمك  به 
كنترلي   حجم  روي  محدود  نوش  𝛺௜حجم  زير  صورت  ت به 

[15] :  

)7(  න ൭𝐶௛
𝜕ℎ
𝜕𝑡

െ 𝛻ሺ𝐾𝛻ℎሻ൱ 𝑑𝛺
ఆ೔

ൌ 0 

فوق   رابطه  مويينگي     𝐶௛در  قضيه .  استظرفيت  اعمال  با 
مي   - سگو را  جرم  بقاي  معادله  زير   صورت  به توان  گرين، 
  : [15]ت نوش

)8(  𝐶௛
𝜕ℎ௜

𝜕𝑡
|𝛺௜| ൅ ෍ 𝑉௜௝ห𝛤௜௝ห

௰೔ೕఢడఆ೔

ൌ 0 

 در معادله فوق، هد در مركز حجم كنترلي و با استفاده از ترم 
ℎ௜   شود.  تعريف مي𝛤௜௝    مرز مشترك ميان دو حجم كنترلي𝛺௜ 
𝛺௜باشد (مي  𝛺௝و   ∩ 𝛺௝ ൌ 𝛤௜௝  .(ห𝛤௜௝ห   نشان دهنده طول وجه

عبوري    𝛤௜௝،  𝑉௜௝مشترك   شار  حجم   |𝛺௜|و  معرف  مساحت 
مي شار  [21 ,15]باشد.كنترلي  محاسبه  به  مربوط  جزييات   .

  ذكر شده است.  [15]عددي در مرجع 
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  پراكندگي  - سازي دوبعدي معادله فرارفتگسسته - 2-2-2
و اعمال روش حجم محدود روي    𝛺௜با فرض حجم كنترلي  

نوشته  زير  شكل  به  معادله  اين  انتگرالي  فرم  آلودگي،  معادله 
  شود:مي

)9(  න  
ఆ೔

൬𝜃
𝜕𝑐
𝜕𝑡

൅ 𝑑𝑖𝑣ሺ𝐹ሻ൰ 𝑑𝛺 ൌ න  
ఆ೔

𝑊𝑑𝛺 

بقاي   معادلهسپس  .  استشار عبوري آلاينده    𝐹رابطه فوق  در  
  :شوديم نوشته ري زجرم به شكل 

)10(  න  𝜃
ఆ೔

൬
𝜕𝑐
𝜕𝑡

൰ 𝑑𝛺 ൅ න  𝒏
డఆ೔

⋅ 𝑭𝑑𝛤 ൌ න  
ఆ೔

𝑊𝑑𝛺 
  

فرم   باشد.مي  𝛺௜��بردار واحد عمود بر مرز    𝑛  در رابطه فوق،
  :) به شكل زير است10( ي شده رابطه سازگسسته 

)11(  𝜕𝜃𝑐௜

𝜕𝑡
|𝛺௜| ൅ ෍  

௰೔ೕ∈డఆ೔

𝐹௜௝ห𝛤௜௝ห ൌ 𝑊௜|𝛺௜| 

معرف غلظت در مركز حجم كنترلي    ሺ𝜃𝑐ሻ௜)،  11ي (در رابطه 
مرز   از  عبوري  شار  شده𝐹௜௝ با    𝛤௜௝است.  داده  شامل    نشان  و 

𝐹௜௝فرارفت  شار  
௔ௗ௩  و پراكندگي  𝐹௜௝

ௗ௜௦௣  روابط زير [16]ت  اس ،
  معرف شار فرارفت و پراكندگي است:

)12(  𝐹௜௝ ൌ 𝐹௜௝
ௗ௜௦௣ ൅ 𝐹௜௝

௔ௗ௩ 

)13(  
𝐹௜௝

ௗ௜௦௣ ൌ െ
1

ห𝛤௜௝ห
න  

௰೔ೕ

𝒏 ⋅ 𝑭disp 𝑑𝛤

ൌ െ
1

ห𝛤௜௝ห
න  

௰೔ೕ

𝒏 ⋅ 𝜃𝐷ഥ𝛻𝑐 𝑑𝛤 

)14(  
𝐹௜௝

௔ௗ௩ ൌ െ
1

ห𝛤௜௝ห
න  

௰೔ೕ

𝒏 ⋅ 𝑭𝒂𝒅𝒗𝑑𝛤

ൌ െ
1

ห𝛤௜௝ห
න  

௰೔ೕ

𝒏 ⋅ 𝒗𝜃𝑐 𝑑𝛤 

   

  توان به فرم گسسته زيرنوشت: ) را مي13رابطه (

)١٥ (  

𝐹௜௝
ௗ௜௦௣ ൌ 𝜃 ቆെ𝜉௡௡

𝑐௝ െ 𝑐௜

𝐻௜௝

െ ሺ𝜉௡௧

െ cot ɑ𝜉௡௡ሻ
𝑐௃ െ 𝑐ூ

หΓ௜௝ห
ቇ  

نشان    𝑐௝را    𝑗و در مركز المان    𝑐௜را با    𝑖غلظت در مركز المان  
همچنين  مي رئوس    𝑐௃و    𝑐ூدهيم  در  با  است    𝛤௜௝غلظت  كه 

.  [24 -22 ,12]استفاده از ميانگين گيري وزني به دست مي آيد

ها از وجه  مجموع فواصل عمود مركز المان  𝐻௜௝در رابطه بالا  
𝛤௜௝  .[16]م همچنين در رابطه فوق دارياست :  

)١٦ (  𝜉 ൌ
1

ห𝛤௜௝ห
න  

௰೔ೕ

𝐷𝑑𝛤 ൌ ൤
𝜉௡௡ 𝜉௡௧
𝜉௧௡ 𝜉௧௧

൨  in ൫𝑛௜௝ ⋅ 𝑡௜௝൯ 

به ترتيب بردارهاي نرمال و مماس بر مرز   𝑡௜௝و    𝑛௜௝بردارهاي  
𝛤௜௝  گسسته    باشد.مي زير  صورت  به  فرارفت  شار  ادامه  در 

  سازي شده است:

)١٧ (  𝐹௜௝
௔ௗ௩ ൌ െ

1

หΓ௜௝ห
ቆ

ሺ𝑣௡൫𝑐௜ െ 𝑐௝൯ሻ𝜃௜

2
ቇ 

 𝑣௡ سرعت نرمال بر وجه𝛤௜௝ باشد.مي  

  
  محاسبه خطا - 3-2

 13RMSEخطاي    - 2-3-1

)18(  𝑹𝑴𝑺𝑬 ൌ  ඩ෍
ሺ𝒚ෝ𝒊 െ 𝒚𝒊ሻ𝟐

𝒏

𝒏

𝒊ୀ𝟏

 

  
  
 14NRMSE  خطاي  - 2-3-2

)19(  𝑵𝑹𝑴𝑺𝑬 ൌ  
𝑹𝑴𝑺𝑬

∑ 𝒚𝒊
𝒏

 

) روابط  نمونه   𝑛)،  19و    18در  پارامتر   𝑦పෝها،  تعداد  مقدار 
  مقدار واقعي پارامتر است.  𝑦௜محاسبه شده و  

  
  نتايج   - 3

بخش اين  بررس  در  دوبعد  يبه  محدود  حجم    DDFV  يمدل 
شده   حل  پرداخته  با  مثالو  اعتبارسنجسه  در   مدل  ني ا  ي،  با 
گرفتن است  سازوكارهاي  نظر  شده  انجام  مختلف  .  انتقال 

از  جواب   يابيارز بخش  دو  هر  در  از    هايشكل ها  مختلف، 
 ي ابيدست  يبرا  از ين  تعداد مرتبه تكرار مورد  و  ج يجمله دقت نتا

است.   شده  انجام  جواب  كدهاي  به   نيادر    مورداستفادهتمام 
شده  انجام    MATLAB  يسينوش با استفاده از زبان برنامه پژوه

اين    هاي خروجو   همچن  است  افزارنرمبا  نرم  نيو    ار افزاز 

 
13 Root mean square error 
14 Normalized root mean square error 



    
  

120  

FEATool    وNetgen  و  هايبندمش  براي ساختاريافته  ي 
  بهره گرفته شده است.ساختارنايافته 

  

جريان  پاول:    نمونه  -1-3 و  پيوسته  آلودگي  منبع  با  دو  خش 
    حالت غيردائم ، ي بعد

خاك  اول    نمونهدر   ستون  طول    راشباعيغيك   50به 
ي  اوستهيپدر نظر گرفته شده است كه منبع آلودگي  متر  سانتي 

مكعب در سمت راست    متريسانتبا غلظت يك ميكروگرم بر  
نقاط برابر با    .آن قرار دارد و هد   cm 300-هد اوليه در تمام 

با   برابر  راست  سمت  مرزي  نقطه  گرفته    cm 75-در  نظر  در 
است رطوبت    .شده  نمونه محتواي  اين  در  اشباع  حالت  در 

مانده  و    0.368برابر   باقي  رطوبت  با  محتواي    0.102برابر 

و     cm/s 0.00922  در حالت اشباع  هدايت هيدروليكي  .است
در    cmିଵ 0.0335برابر با    در مدل ون گن آختنضريب آلفا  

شده است  12. كل زمان مدلسازي برابر با  [25,26]نظر گرفته 
سرعت انتشار آلودگي با فرض اينكه    نمونهساعت است. اين  

است پخش  آلودگي  انتشار  دليل  تنها  و  است  شده    ،صفر  حل 
  است.

اين   شبكه  نمونهدر  توسط    افتهيساختارنابندي  از  شده  ساخته 
شبكه  Netgenافزار  نرم اين  در  است.  شده  سايز استفاده  بندي 

 شامل  كه  در نظر گرفته شده است  متريسانت  0.5مش برابر با  
  .استالمان  400نود و  303

  
ي  دوبعدي و بعدك. مقايسه تغييرات محتواي رطوبت در حالت ي1ل شك

  ساعت  120پس از اتمام 

  
Fig. 1. The variation of water content at the final time of 120 

hr for the one -dimensional and two- dimensional finite 
volume methods 

 
در حل اين نمونه ابتدا بايد با استفاده از معادلات ريچاردز و  

آختن مقدار محتواي رطوبت خاك، هد آب زيرزميني و ونگن 
مش هر  نقاط  در  جريان  يكروند  حالت  براي  و بندي  بعدي 

آمده است. محتواي رطوبت پس از گذشت    دست  بهدوبعدي  
مدل  120 روند  شروع  از  حالتساعت  براي  هاي  سازي 
  است. شده  داده نشان ) 1بعدي در شكل (بعدي و دويك

از   پس  خاك  رطوبت  محتواي  تغييرات  روند   120بررسي 
مي  نشان  دوساعت  مدل  كه  مدل   كاملاًبعدي  دهد  بر  منطبق 

پاسخ  يك و  است  كرده  عمل   قبول قابل   آمده  دست   بهبعدي 
در   پخش  فرايند  براي  آلودگي  پخش  روند  ادامه  در  است. 

حالت    6000و    600،  60،  12هاي  زمان  دو  در  ساعت 
  محاسبه شده است:ي به شكل زير دوبعدي و بعدكي
  

مقايسه تغييرات غلظت آلودگي در ستون خاك در حالت  . 2ل شك
  بعدي در زمان هاي مختلف بعدي و دويك

  
Fig. 2. The variation of concentration at the different final 
times for the one -dimensional and two- dimensional finite 

volume methods 
  

توان دريافت كه )، مي2در شكل (  آمدهدست بهبا بررسي نتايج  
بعدي منطبق ي نتايج حاصل از مدل يكروبعدي نتايج مدل دو

دو مدل  نتايج  زمان هستند.  از  هريك  انتهاي  در  هاي بعدي 
يكمدل مدل  از  حاصل  نتايج  به  نسبت  از  سازي  بعدي 

است، اين موضوع در نتايج   برخوردارنوسانات عددي كمتري  
  مشاهده قابل ساعته به شكل بهتري    6000سازي  مربوط به مدل 

  . است
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و فرارفت با منبع آلودگي پيوسته و    پراكندگي دوم:    نمونه  - 2-3
     غيردائم  ي عدبجريان دو

اين    نمونهاين   با  است  قبلي  شده  بررسي  مثال  با  مشابه  نيز 
فرايند  و  بوده  صفر  مخالف  سرعت  حالت  اين  در  كه  تفاوت 

اس شده  گرفته  نظر  در  براي   .[26]ت  فرارفت  غلظت  نتايج 
نشان داده شده    ) 3( هاي زماني و مكاني مختلف در شكلگام

   است.

 

ي و  بعدكمقايسه تغييرات غلظت در ستون خاك در حالت ي . 3ل شك
  سانتي متر  0.5ساعت براي گام مكاني  12ي پس از اتمام دوبعد

  
Fig. 3. The variation of concentration at the final time of 12 

hr for the one -dimensional and two- dimensional finite 
volume methods (Δx=0.5 cm) 

 
ي و  بعدكدر حالت ي مقايسه تغييرات غلظت در ستون خاك . 4ل شك

 سانتي متر  0.01ساعت براي گام مكاني  12ي پس از اتمام دوبعد

  
Fig. 4. The variation of concentration at the final time of 12 

hr for the one -dimensional and two- dimensional finite 
volume methods (Δx=0. 01 cm) 

 
گونه كه در شكل نشان داده شده است، در روش حجم  همان 

مي مشاهده  عددي  نوسانات  بعدي  يك  در  محدود  شود، 
هرگونه حالي از  عاري  مقاله  اين  در  شده  ارايه  روش  كه 

حجم  روش  نتايج  بعدي  شكل  در  است.  عددي  نوسانات 

مش   سايز  با  بعدي  يك  شده    0.01محدود  ترسيم  متر  سانتي 
پيدا كرده  كاهش  نوسانات  مش  كردن اندازه  كوچك  با  است، 

  اما حذف نشده است.

  
سوم:    3-3 و  پمثال  فرارفت  زيستيراكندگي،  منبع    با  تجزيه 

  غيردائم    يعد ب آلودگي پيوسته و جريان دو

پراكندگي و فرارفت، تجزيه   سازوكارعلاوه بر دو    نمونه در اين  
زوال   ضريب  است.  شده  لحاظ  نيز    ሺℎ𝑟ିଵሻ 0.00001زيستي 

اس شده  گرفته  نظر  اين    . [26]ت  در  حل  مش    نمونهدر  سايز 
  :استدر نظر گرفته شده است و نتايج به صورت زير  0.05

  
ي و  بعدكمقايسه تغييرات غلظت در ستون خاك در حالت ي  .5ل شك

 ساعت   12ي پس از اتمام دوبعد

  
Fig. 5. The variation of concentration at the final time of 12 

hr for the one-dimensional and two- dimensional finite 
volume methods  

  
دو محيط  در  آلودگي  پخش  داده نمودار  نشان  زير  شكل  به    بعدي 

  شود: مي

  
  12  اتمام، بعد از تجزيه زيستي انتشار آلودگي همراه با زوال  .6ل شك

 ساعت

  
Fig. 6. The contour of concentration at the final time of 12 hr 

by considering biodegradation 
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بررسي مشبراي  به  نسبت  مدل  حساسيت  و  خطا  بندي، هاي 
مش  با  قرار  بندينتايج  مطالعه  و  بررسي  مورد  متفاوت  هاي 

پارامتر  مي دو  خطاهاي موجود از  بررسي  براي   𝑅𝑀𝑆𝐸دهيم. 
در اين حالت نتايج مدل با مرجع   كنيم.استفاده مي  𝑁𝑅𝑀𝑆𝐸و  
نمودارهاي آناليز حساسيت   به  باتوجه   بررسي شده است.  ]26[

به دست آمده،   𝑁𝑅𝑀𝑆𝐸و    𝑅𝑀𝑆𝐸اين نمونه و خطاهاي  
مش  سايز  كردن  كوچك  زمان  با  پايان  در  زماني  وگام  بندي 

كند و خطا كاهش  ي، دقت مدلسازي افزايش پيدا ميسازمدل
مشخص  مي نيز  آلودگي  انتشار  نمودارهاي  به  توجه  با  يابد. 

نتايج كه  به  دست  به    است  و  دارند  بالايي  بسيار  دقت  آمده 
 نتايج مرجع نزديك هستند. 
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Fig. 7. The values of RMSE for the numerical model of 

DDFV 
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Fig. 8. The values of NRMSE for the numerical model of 

DDFV 
 

 

  بندي جمع- 4
ح نوين  روش  حاضر  پژوهش  محدوددر   جم 

DDFV     محيط در  آلودگي  و  جريان  معادلات  حل  براي 
  متخلخل غيراشباع توسعه داده شده است. 

مدل بررسي  و  ارزيابي  مسئله  براي  سه  كدها،  و  ها 
شامل    آزماييدرستي مسائل  است.  پخش،    سازوكارشده 
فرارفت   -  فرارفت و  زيستي    -  پراكندگي  -   پراكندگي  تجزيه 
دوم    نمونهكه با روش ضمني كامل حل شده است. در    است

به در    نتايج  بعدي  به يك  نسبت  دوبعدي  مدل  از  آمده  دست 
يكسان، را    شرايط  عددي  نوسانات  بدون  و  بهتر  بسيار  نتايج 

هاي زماني و  هاي دوبعدي با گام دهد. در واقع در مدل ارائه مي
بزرگ  يكمكاني  مدل  به  نسبت  و  تر  خطا  با  نتايج  بعدي 

براي  حساسيت  آناليز  بودند.  همراه  كمتري  عددي  نوسانات 
است و نتايج خطاهاي    گرفته  انجامبعدي  مثال سوم بخش دو 

𝑁𝑅𝑀𝑆𝐸    و𝑅𝑀𝑆𝐸  عملكرد و  دقت    دهندهدست آمده نشان به
   هاي زماني متفاوت است.ها و گام بنديبراي شبكهمدل 

  
 مراجع

[1] Ondrasek, G., 2013. Water scarcity and water stress 
in agriculture. In Physiological Mechanisms and 
Adaptation Strategies in Plants Under Changing 
Environment: Volume 1 . New York, NY: Springer 
New York. 

 [2] Nielsen D.R., Van Genuchten M., & Biggar J.W. 
1986. Water flow and solute transport processes in the 
unsaturated zone. Water Resources Research 22:89S-
108S 

 [3] Szymkiewicz A. 2013 Modelling Water Flow in 
Unsaturated Porous Media: Accounting for Nonlinear 
Permeability and Material Heterogeneity. GeoPlanet: 
Earth and Planetary Sciences 9:1 

 [4] Celia M.A., Bouloutas E.T., Zarba R.L. 1990. A 
general mass-conservative numerical solution for the 
unsaturated flow equation. Water Resources Research 
26:1483–1496 

 [5] Naghdi S., Bozorg-Haddad O., Khorsandi M., Chu 
X. 2021. Multi-objective optimization for allocation of 
surface water and groundwater resources. Science of 
The Total Environment 776:146026 

 [6] Berlin M., Kumar G.S., Nambi I.M. 2014 
Numerical Modeling on the Effect of Dissolved 
Oxygen on Nitrogen Transformation and Transport in 
Unsaturated Porous System. Environmental Modeling 
and Assessment 19:283–299 

[7] Gao Y., Shuping Y., Chunmiao Z. 2021. Efficient 
simulation of groundwater solute transport using the 
multipoint flux approximation method with arbitrary 
polygon grids. Journal of Hydrology 601, 126637. 



 1403/ سال  4/ شماره  24پژوهشي مهندسي عمران مدرس                                                                              دوره   –مجله علمي  
 

123 

[8] Gao, Yulong, Shengyan Pu, Chunmiao Zheng, and 
Shuping Yi. An improved method for the calculation of 
unsaturated–saturated water flow by coupling the FEM 
and FDM. Scientific Reports 9, no. 1 (2019): 1-9. 
[9] Mehl, S., Hill, M.C., 2004. Three-dimensional local 
grid refinement for block-centered finite-difference 
groundwater models using iteratively coupled shared 
nodes: a new method of interpolation and analysis of 
errors. Advances in Water Resources, 27(9), 899-912. 

[10] Di Giammarco, P., Todini, E., Lamberti, P., 1996. 
A conservative finite elements approach to overland 
flow: the control volume finite element formulation. 
Journal of Hydrology. 175 (1-4), 267–291. 

[11] Asadi, R., Ataie-Ashtiani, B., Simmons, C.T., 
2014. Finite volume coupling strategies for 
the solution of a Biot consolidation model. Computers 
and Geotechnics. 55, 494–505. 

[12] Asadi, R., Ataie-Ashtiani, B., 2016. Numerical 
modeling of subsidence in saturated 
porous media: A mass conservative method. Journal of 
Hydrology. 542, 423–436. 

[13] Mategaonkar M. 2022. Numerical modeling of 
groundwater flow and contaminant transport. 
Groundwater Contamination in Coastal Aquifers: 
Assessment and Management 181–189. 

[14] Manzini, G., Ferraris, S., 2004. Mass-conservative 
finite volume methods on 2-D 
unstructured grids for the Richards’ equation. 
Advances in Water Resources. 27 (12), 
1199–1215. 

[15] Asadi R., Zamani Aliabadi Z. 2023. Comparison 
of numerical methods for the solution of Richards’ 
equation in layered porous media. Numerical Methods 
in Civil Engineering. 
https://doi.org/10.52547/NMCE.2302.1007 

 [16] Asadi R., Azizi K. 2023. Numerical modeling of 
contamination transport equation in porous media for 
transient flow regime by finite volume method. 
Modares Civil Engineering journal 23:193–205 

[17] Gambolati G., Paniconi C., Putti M. 1993. 
Numerical Modeling of Contaminant Transport in 
Groundwater. Migration and Fate of Pollutants in Soils 
and Subsoils. 381–410 

[18] Bedient P.B., Rifai H.S., Newell C.J. 1994. 
Ground water contamination: transport and 
remediation. Ground water contamination: transport 
and remediation. 

[19] Berardi M., Difonzo F., Lopez L. 2020. A mixed 
MoL–TMoL for the numerical solution of the 2D 
Richards’ equation in layered soils. Computers & 
Mathematics with Applications 79:1990–2001. 

[20] Van Genuchten, M.T., 1980. A closed‐form 
equation for predicting the hydraulic conductivity of 
unsaturated soils. Soil science society of America 
journal, 44(5), 892-898. 

[21] Asadi R., Ataie-Ashtiani B. 2015. A comparison 
of finite volume formulations and coupling strategies 
for two-phase flow in deforming porous media. 
Computers and Geotechnics. 67:17–32 

 [22] Asadi, R., Ataie-Ashtiani, B., 2021. Hybrid finite 
volume-finite element methods for hydro-mechanical 
analysis in highly heterogeneous porous 
media. Computers and Geotechnics, 132, p.103996. 

 [23] Coudière Y., Vila J.P., Villedieu P. 1999 
Convergence rate of a finite volume scheme for a two 
dimensional convection-diffusion problem. ESAIM: 
Mathematical Modelling and Numerical Analysis 
33:493–516. 

 [24] Coudière Y., Villedieu P. 2000. Convergence rate 
of a finite volume scheme for the linear convection-
diffusion equation on locally refined meshes. ESAIM: 
Mathematical Modelling and Numerical Analysis 
34:1123–1149. 

 [25] Praveen Kumar R., Dodagoudar G.R., Rao B.N. 
2007. Meshfree modelling of one-dimensional 
contaminant transport in unsaturated porous media. 
Geomechanics and Geoengineering 2:129–136 

 [26] Praveen Kumar R., Dodagoudar G.R. 2010. 
Meshfree analysis of two‐dimensional contaminant 
transport through unsaturated porous media using 
EFGM. International Journal for Numerical Methods in 
Biomedical Engineering. 26:1797–1816 

 

 

 



    
  

124  

Comparison of Finite Volume Methods for the Solution of Advection-Dispersion Equation in Unsaturated 
Porous Media 

 
Roza Asadi 1*, Saeed Davari 1 

1- Department of Civil Engineering, K.N. Toosi University of Technology, Tehran, Iran. 
Email: * asadi@kntu.ac.ir 

 
Abstract 
Due to the scarcity of freshwater resources, especially in arid and semi-arid regions, groundwater has 
become an essential alternative. However, the increasing contamination of groundwater globally has raised 
significant concerns about the sustainability of this vital resource. Contaminants, often originating from 
sources like landfills and agricultural runoff, are typically released near the land surface. These pollutants 
travel through the unsaturated soil zone, known as the vadose zone, eventually reaching groundwater 
reservoirs. The movement of contaminants through the vadose zone is complex and poses significant 
environmental challenges. Therefore, understanding and accurately modeling the processes governing 
contaminant transport in this zone is critical for protecting groundwater quality. The equations governing 
pollutant transport in unsaturated porous media are complex and depend heavily on specific problem 
characteristics. Various mechanisms, including advection, dispersion, and biodegradation, must be 
considered as they influence the fate and transport of contaminants. Advection describes the movement of 
contaminants with the water flow through the porous medium, while dispersion accounts for the spreading of 
contaminants due to variations in flow velocities. Biodegradation involves the breakdown of contaminants 
by microorganisms, significantly altering pollutant concentrations during their movement through the soil. 
One of the key complexities in modeling contaminant transport in unsaturated porous media is the 
dependence of dispersion coefficients and seepage velocities on soil moisture content, which varies both 
spatially and temporally. To address these challenges, this study first solves the flow equation in an 
unsaturated medium using Richards’ equation, a widely recognized model for unsaturated flow. Parameters 
such as moisture content and hydraulic head were computed, followed by the estimation of seepage velocity 
and hydrodynamic dispersion coefficients. These parameters are crucial for predicting how contaminants 
move through the vadose zone and were used to solve the contaminant transport equation to determine 
concentration distribution within the computational domain. 
Given that analytical solutions to these equations are typically limited by the need for simplified boundary 
conditions and geometries, numerical methods offer a more flexible approach. Numerical methods can 
handle the non-linearity and variability inherent in flow and transport equations, making them well-suited for 
more complex scenarios. The most commonly used numerical techniques in this field include finite 
difference, finite element, and finite volume methods. In this research, a novel numerical method called Dual 
Discrete Finite Volume (DDFV) was developed specifically for modeling flow and contaminant transport in 
both saturated and unsaturated porous media. This method uses structured and unstructured grids to 
effectively handle complex geometries often encountered in real-world scenarios. Flow and contaminant 
transport equations were accurately modeled for each triangular element within the grid. By solving the flow 
equation, the study was able to determine moisture content and hydraulic head at both the center and vertices 
of each element. Flow velocities at the interfaces of these elements were then calculated, allowing for the 
determination of dispersion coefficients. The developed model was validated against three different 
examples. The first example involved pure diffusion with two-dimensional transient flow. The second 
example dealt with the advective-dispersive equation with continuous contaminant injection. By comparing 
the two-dimensional case with the one-dimensional case, it was found that no numerical oscillations occurred 
in the two-dimensional case, regardless of mesh size or time step. The third example considered the fate of 
contaminants undergoing biodegradation. In this scenario, root mean square errors (RMSE) and normalized 
root mean square error (NRMSE) values were calculated for different mesh sizes and time steps. Mesh 
refinement was found to decrease the error values, and all results demonstrated the high accuracy of the 
proposed numerical model. 
 
Keywords: Unsaturated porous media, Richards’ equation, Advection, Dispersion, Numerical modeling, 
Finite volume method. 


