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  چكيده
هاي خرپايي، شامل هر دو رفتار غيرخطي هندسي و مصالح پيشنهاد شده است. تحليل سازهتكراري براي    -دراين مقاله يك روش جديد نموي 

شوند. مبناي روند غيرخطي هندسي بر حل مي  جاييجابهتكراري بر مبناي روند كنترل    -معادلات تعادل غيرخطي با استفاده از يك روش نموي
. در اين استكمانشي عضو خرپايي  رنش داده شده براي رفتار پسك–و غيرخطي مصالح براساس رديابي رابطه تنش  بندي هم چرخشياساس فرمول

اين ايده و تفكر،   بر اساس  كل در شروع هر نمو بار مقداري ثابت است.  جاييجابهبه اندازه بردار    جاييجابهروش فرض شده كه اندازه بردار نمو  
جهش پيشنهاد شده قادر است نقاط حدي شامل فروجهش و پس  است. روش  شدهبندي جديد استخراج  معادلات مربوطه نوشته شده است و فرمول

مورد بررسي قرار   هاي متعددي در نظر گرفته شده و با حل آنها كارايي الگوريتم پيشنهادينمونه  شدهروش پيشنهاد    برايبه خوبي عبور دهد.  نيز  را  
اندك    روش طول كمان اصلاح شده با اختلاف  تعادل را به خوبيدهد كه روش توسعه داده شده در اين مقاله منحني  نتايج نشان مي  گرفته است.

  كند. مي رديابي
  

  ، روش تكرارجاييجابه، منحني تعادل، كنترل كم عمق اكار، گنبدهاي فضبار افزون تحليل غيرخطي،  واژگان كليدي: 
  
 مقدمه  -1

غيرخطي هندسي طوركلي تحليل غيرخطي به دو بخش عمده    به
شود. در بعضي موارد هر دو  بندي ميو غيرخطي مصالح تقسيم

هم غيرخطي  مينوع  گرفته  كار  به  تحليل  روند  در  شوند. زمان 
تحليل غيرخطي مصالح ناشي از رفتار و رابطه بين تنش و كرنش  

فرض  شكلي   هاست بهدر المان  بودن آن در تنش كه  هاي  خطي 
است.   واقعيت  از  دور  اساس تزياد  بر  هندسي  غيرخطي  حليل 

شود و به اين  تغيير مكان تعريف مي  -طبيعت نامتناسب رفتار بار
سازه  پاسخ  كه  بارگذاري  معناست  مقابل  سطح    در  از  متأثر 

به  است.  سازه  يافته  شكل  تغيير  هندسه  و  ديگر   بيانبارگذاري 
ماتريس سختي سازه علاوه بر تغيير شكل سازه تابعي از نيروهاي 

 بنابراين براي بسياري از مسائل، معادله  .هستنيز  ي اعضا  داخل
به  تنها  براي   سختي  تكراري  و  نموي  روند  در  عددي  صورت 

قابل  سازه  هندسي  روشتغييرات  اساس  بر  است.  هاي محاسبه 
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شده در ابتدا به تعدادي )، بار اعمال 2بار افزون (  1تكراري   -نموي
در ميان هر نمو بار    جاييجابه شود و نمو  نمو كوچك تقسيم مي

. نيروي مقاوم شودبر اساس ماتريس سختي مماسي محاسبه مي 
تجمعي محاسبه   جاييجابه (نيروي داخلي اعضاء) بر مبناي مقدار  

بار    شودمي بين  تفاوت  اساس  بر  نامتعادل  نيروي  مقدار  و 
اه آيد. هرگدست مي  ده و برآيند نيروي داخلي گرهي بهشاعمال

يا  نُ نامتعادل  نيروي  به  مربوط  خطاي  اقليدسي   جاييجابه رم 
مشخصي   مرز  يك  در  تضميننامتعادل  همگرايي  گيرد،  و    قرار 

ها مقادير صحيح خود را دارند. جاييجابه مقدار نيروهاي اعضا و  
روند   نوبتاين  مي  به  مي  شودتكرار  دنبال  تعادل  مسير  شود و 

]1[ .  
مشكل عددي كه ممكن است با آن در رديابي مسير تعادل  

ماتريس سختي   3بدرفتاري تغيير مكان) روبرو شويم شرايط    -(بار
بحرا نقاط  نزديكي  در  سبب مماسي  است  ممكن  كه  است.  ني 

شودواگرايي   كامپيوتري  محاسبات  واگرايي  .  در  حالت  در 
اي يا عددي دچار مشكل  تشخيص اينكه سيستم به لحاظ سازه 

شده   حل پيشنهاد  برايدشوار است. چندين روش عددي    شده
خود را دارند. براي نمونه اگرچه است و هركدام مزايا و معايب  

خالص نموي  سر    4روش  پشت  را  حدي  نقاط  تكرار)  (بدون 
خوبي  گذارد اما خطاي محاسبات زياد است و منحني تعادل به مي

  - تكراري مانند روش نيوتن  -هاي نمويشود. روشتعقيب نمي
در هر نمو با انجام تعدادي تكرار مقدار خطاي تجمعي    5رافسون 

رسانند ليكن باز در عبور از نقاط حدي  ممكن مي  رينكمترا به  
 6هايي از قبيل روش طول كمان دچار مشكل خواهند بود. روش

روش گروه  در  روشكه  بهترين  از  هستند  ياب  منحني  ها هاي 
  .]2[ هستندعبور از انواع نقاط حدي  براي

ميلادي تكنيك نموي در رديابي منحني    60در اوايل دهه  
و قاب تغيير    - بار به مكان خرپاها  و آرجايرز    ]3[   وسيله ترنرها 

، بار اعمالي به تعدادي نمو هاروش آنتوسعه داده شد. در    ]4[
مي تقسيم  و  شودكوچك  هندسي  شكل  بار،  نمو  هر  از  پس   .

سازه،   سختي  هندسي    آثارلحاظ    برايماتريس  غيرخطي 

1. Increment-Iteration 
2.Push Over 
3. Ill-condition  
4. Pure Incremental Method 
5.  Newton-Raphson 

شود  ود. در هر نمو يك سري خطا وارد كار ميشروزرساني ميبه 
به  مي   كه  افزوده  آن  به  تجمعي  سال    ]2[ اُدن    ود.شصورت  در 
كه طوري   به كاربرد بهرافسون را    -شده نيوتنش اصلاحرو  1969

ي، ماتريس سختي فقط در ابتداي هر نمو بار  اسازهبراي مسائل  
همان  به  بار  نمو  هر  به  مربوط  تكرارهاي  در  و  شده  روزرساني 

    شود.ماتريس سختي به كار گرفته مي
دهه   مسائل    70در  براي  كمان  طول  كنترل  مفهوم  ميلادي 

به  برگشت  و  ويمپنرفروجهش  توسط  مجزا  ريكس   ]5[  طور    و 
ارائه شد. مشكل اصلي اين روش اين بود كه به علت اضافه   ]6[

براي كنترل   شرطي  ، تقارن ماتريس  جاييجابه شدن يك معادله 
 ]7[خورد. براي غلبه بر اين موضوع كريسفيلد  سختي به هم مي

روند تكراري را پيشنهاد كردند كه  يك  1981در سال    ]8[   و رام
ج تعادل  معادلات  مجموعه  از  (قيد)  شرطي  معادله  آن  دا  در 

بودن ماتريس    7د طبيعت متقارن و نواريشوشود كه سبب ميمي
حفظ   است  محدودي  اجزا  محاسبات  براي  مناسب  كه  سختي 

عنوان   شده را در هر نمو بار به شود. روش كار ثابت كه كار انجام
مي  نظر  در  ثابت  به مقداري  سال  گيرد  در  ديوركين  و  بته  وسيله 

شد  1983 مي  پژوهشگران.  ]9[  پيشنهاد  روش ادعا  كه  كنند 
ها نسبت به روش طول كمان عملكرد بهتري را در  پيشنهادي آن 

در    ]10[بعدها يانگ    دهد.نزديكي نقاط حدي از خود نشان مي 
هاي بزرگ  روش بار ثابت را براي تحليل تغيير شكل  1984سال  

  ] 11[  ميلادي، چان  80ها به كار گرفت. در اواخر دهه  در قاب 
را براي تحليل غيرخطي   8ند ماپس  جاييجابه سازي  روش حداقل 

  هندسي و مصالح پيشنهاد داد.  
سال  روشدر  نيز  اخير  گوناگوني  هاي  تحليل    برايهاي 

شده است ها چه از نوع هندسي و يا مصالح ارائهغيرخطي سازه 
اي گونه  شده در فوق و يا بههاي عنوانبر مبناي روش  بيشتركه  

. در روش پيشنهاد شده در اين ]12[  هستند  هابسطي اين روش
  -مقاله معادلات تعادل غيرخطي با استفاده از يك روش نموي

كنترل   روند  مبناي  بر  مي  جاييجابه تكراري  مبناي حل  شوند. 
فرمول اساس  بر  هندسي  غيرخطي  چرخشي روند  هم  و   9بندي 

6. Arc-Length Method 
7. Symmetry and Band wide  
8. Residual displacement method 
9. Corotational formulation 



 1402/ سال3 دوره بيست وسوم شماره                                            پژوهشي مهندسي عمران مدرس                                –مجله علمي

29 

تنش رابطه  رديابي  براساس  مصالح  شده  –غيرخطي  داده  كرنش 
پس رفتار  ميبراي  خرپايي  عضو  روش  كمانشي  اين  در  باشد. 

نمو   بردار  اندازه  كه  شده  بردار    جاييجابه فرض  اندازه  به 
و در واقع   كل در شروع هر نمو بار مقداري ثابت است  جاييجابه 

ايده اصلي روش   مربوطه  استاين  معادلات  مبنا  بر اين  در  .  با 
  شده بندي جديد استخراج  و فرمول  شدهنوشته    نظر گرفتن قيودي

 1است. روش پيشنهاد شده قادر است نقاط حدي شامل فروجهش
را به خوبي عبور دهد. كارايي روش پيشنهاد شده    2جهش و پس 
تحليل غيرخطي انواع خرپاها با رفتارهاي پيچيده غيرخطي    براي

نشان داده    نمونهجهش، با تحليل چند  از جمله فروجهش و پس
  است.  شده

  
  مفاهيم اصلي در تحليل غيرخطي  -2

تحليل غيرخطي، وجود    برايكارگيري روش معادلات تعادل  در به 
غيرخطي   آثار پيدرپي كه شكلي   روز شده، به ماتريس سختي به

كه وضعيت تعادل سازه  را مدنظر قرار دهد، لازم است. ازآنجايي 
مي  به تغيير  مرتب  سري طور  يك  در  بايد  تحليل  بنابراين  كند، 

هاي باري صورت پذيرد. وضعيت تعادل و سازگاري سازه  نمو
بندي رابطه سختي و حل نمو  در انتهاي هر نمو باري براي فرمول

  گيرد. بدين ترتيب حل يك مسئلهار مي بعدي بار مورداستفاده قر
تحليل سري  يك  با  ميغيرخطي  تعيين  خطي    روشن .  شودهاي 

است كه ميزان نمو بار تأثير عميقي بر زمان تحليل و مشخصات  
همگرايي مسئله دارد. چنانچه اندازه نمو بار خيلي كوچك باشد،  
تعداد نموهاي باري كه موردنياز است تا محدوده بار مشخصي  

رو هزينه تحليل بالا خواهد  پوشش دهد زياد خواهد شد. ازاينرا  
، شودرفت. از طرفي چنانچه ميزان نمو بار خيلي بزرگ اختيار  

تعيين پاسخ براي گام    برايممكن است تعداد تكرارهاي موردنياز  
    .نظر زياد شود باري مورد
تغيير  روش كنترل  روش  بار،  كنترل  روش  قبيل  از  هايي 

روش   معمولمكان،  از  كار  كنترل  روش  و  كمان  ترين طول 
اينروش به  است.  غيرخطي  مسائل  تحليل  روش هاي  ها، گونه 
شود زيرا كه در يك  نيز گفته مي  3تصحيح   -بينيهاي پيش روش

1. Snap-Truth 
2. Snap-Back 

بيني و با يك سري تكرار به تصحيح جواب  نمو پاسخ را پيش
ا هپردازند. تعبير و تفسير كلي از محاسن و معايب اين روشمي

ها در مسائل غيرخطي در بسياري از مراجع آورده  در كاربرد آن 
الگوريتم هرچند  است.  در شده  ديگري  غيرخطي  تحليل  هاي 

انجام  تحقيقات  و  ولي  مقالات  داشته،  وجود  اين    بيشترشده 
روش روش چهار  اين  روي  اعمالي  تغييرات  و  بسط  حاصل  ها 
ب منحني بار تغيير ها براي تعقيكارگيري اين روشباشند. در به مي

طور ضمني فرض شده كه مسير تعادل از يك مسير  شكل سازه، به 
كند. شروع كار نيز با يك نقطه  فردي پيروي مي ممتد و منحصربه 

مي  آغاز  تعادل  مسير  در  پاسخ  از  روششود مشخص  اين  ها  . 
كند. با گر را به محاسبه ساير نقاط حل مسير، هدايت ميتحليل 

صورت   تغيير شكل را به  -، تمامي منحني بارتكرار اين فرآيند 
با توجه به طيف وسيعي تعاريف و   توان دنبال كرد.يابي مينقطه

و   روابط  ادامه،  در  غيرخطي،  تحليل  موضوع  در  پارامترها 
به  فرمول مربوط  غيرخطي  نوع  بر  تاكيد  با  اعضا  بر  حاكم  هاي 

  هاي بزرگ ارائه شده است.تغيير شكل
}ي المان سازه كه تحت تاثير نيرويتعادل برا معادله   }P   قرار

  شود:گرفته است به صورت زير نوشته مي
)1                                                         ({ ( )} { }f u P  

آن در  }  كه  }f  گره در  داخلي  نيروهاي  .  هستند ها  حاصل 
نيرو مي  جاييجابه  -رابطه  نشان  كهاعضا  }دهد  }f   تابع يك 
}غيرخطي از }u تواند به شكل  ) را مي1. فرم نموي معادله (است

  زير بازنويسي كرد.
)2                                                     ( { } { }u P     

آن   در  كه      ،مماسي سختي  }ماتريس  }u   نمو بردار 
}و    جاييجابه  }P   نمو بار است. ماتريس سختي مماسي سيستم

  شود.نيز به صورت زير تعريف مي

)3                                                          (  i

j

f

u


 
  

  
  

روش تحليل كه در اين بخش از مقاله از آن پيروي شده است 
دقيق جزئيات  همچنين  محاسبه  و  از  تري  مي را  در  ،  توان 

  مطالعه كرد. ]13[مرجع 
  

3. Predict-Correct 
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  فتار غيرخطي هندسي و مصالح خرپاها رمرور    -3
اگر تغيير در سختي تنها ناشي از تغيير در شكل و هندسه سازه  

كه    شود.هندسي گفته ميباشد، رفتار غيرخطي از نوع غيرخطي  
براي سازه هاي درنظر گرفته شده در اين مقاله كه    در اين مورد

ها  ها بزرگ اما كرنش جاييجابه ،  بيشتر،  هستندخرپاهاي كم عمق  
  -كوچك است. اگر تغيير در سختي ناشي از تغيير در رابطه تنش 

گفته   مصالح  غيرخطي  نوع  از  غيرخطي  رفتار  باشد،  كرنش 
كه  مي است  آن  كامل  حالت  غيرخطي   آثارشود.  نوع  دو  هر 

  .شوند هندسي و مصالح باهم در تحليل سازه لحاظ 
هاي بزرگ خرپاهاي  جاييجابه در ادامه تحليل غيرالاستيك با  

ح و هندسي مورد  سه بعدي، شامل هر دو حالت غيرخطي مصال
و   گرفته  قرار  غيرخطي مدلبحث  رفتار  توصيف  براي  هايي 

- پا ارائه شده است. بسيار مهم است كه رابطه تنشاعضاي خر
كرنش در نظر گرفته شده براي عضو نزديك به واقعيت باشد،  

سازه خرپايي    1كمانشي   -چرا كه به طور مستقيم روي پاسخ پس
مي اين  تاثير  در  تغييرات  گذارد.  براي  ساده  از يك رابطه  مقاله، 

براي توصيف  ]14[تنش و كرنش كه توسط هيل و همكاران آن  
شده   استفاده  شده،  پيشنهاد  خرپايي  اعضاي  كمانشي  پس  رفتار 

نيز بر مبناي كار انجام شده توسط    ت. روش تحليل به كار رفتهاس
  . است ]13[ كاسيمالي در مرجع

نشان  -1شكل   را  فضا  در  خرپايي  عضو  يك  نمونه  الف 
سيستم   6Fتا    1F  دهد.مي در  اعضا  انتهايي  نيروهاي  معرف 

هاي مربوطه در راستاي جاييجابه نيز    6Vتا    1Vمختصات كلي و  
. براي اين عضو خرپايي در حالت تغييرشكل هستندهمان نيروها  

هاي ابتدا و انتها در دستگاه مختصات كلي  نيافته، مختصات گره
ترتيب   1به  1 1( , , )X Y Z    2و 2 2( , ,  )X Y Z  عضو هستند براي   .

ها در دستگاه  يافته، مختصات گرهخرپايي در حالت تغيير شكل  
1كلي به ترتيب   1 1 2 1 3( , , )X V Y V Z V      2و 4 2 5 2 6( , , )X V Y V Z V   

   .هستندبراي گره ابتدا و انتها 
  
  
  
  

1. Post-buckling 

ها در مختصات محلي و كلي: (الف) عضو در  جاييجابهنيروها و    .1شكل  
  دستگاه كلي؛ (ب) عضو در دستگاه محلي

  
  

Fig. 1. Forces and displacement in local and global coordinates: 
(a) Member in global coordinate; (b) Member in local 
coordinate 

  
نشان    ب   -1شكل   را  محلي  مختصات  در  خرپايي  عضو 

و مي كلي  مختصات  در  اعضا  انتهايي  نيروهاي  بين  رابطه  دهد. 
  محلي به صورت زير است.

)4           (                                                  F Q B  
نيروي محوري عضو در دستگاه محلي است و  Qكه در آن  

 B شود بردار انتقال است، كه به صورت زير نوشته مي  
)5                              (   T

B l m n l m n     
هاي هادي بردار محوري عضو كسينوس  nو    l   ،mكه در آن

(خط گذرنده از دو انتهاي عضو) در حالت تغييرشكل يافته است  
تغييرشكل   uطول عضو در حالت تغييرشكل يافته است.    Lو

اوليه   طول  برحسب  كه  است  عضو  عضو  L محوري  طول  و 
  شود.تعريف مي Lتغييرشكل يافته

 )6         (   
 

2 2
2 1 4 1 2 1 5 2

2
2 1 6 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u L L

X X V V Y Y V V
L

Z Z V V

 

      
 

   

  

Qنيروي محوري در عضو خرپايي Aباشد به طوري مي 
و  Aكه   مقطع  تعريف    سطح  زير  حالات  در  كه  است  تنش 
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  . براي عضو كششي: شودمي
yE                            الف)                     -7( ,       
y                                              ب) -7( y,      

  و براي عضو فشاري:
crE                 الف)                             -8( ,      

                  ب)-8( 

       exp     

l cr l

1 2 cr

.

X X ,

   

   

  

     
    

به ترتيب كرنش و تنش تسليم است؛   yو   yبالا در روابط  
1X    2وX   عضو لاغري  ضريب  به  وابسته  كه  هستند  ثوابتي 

)فشاري  / )L r  ؛  هستندl cr    به صورت تقريبي حد پايين
crشود؛  به تناسب انتخاب مي   تنش است و         كرنش

كمانشي   پس  غيرالاستيك  محدوده  شروع  از  كه  است  محوري 
شكل    گونه(همان شود. گيري ميمشخص است) اندازه  2كه در 

2 2
cr EI / AL   وcr cr / E     بحراني تنش  ترتيب  به 

  Eو كرنش متناظر با آن است. كه در اين روابط    1كمانشي اولر 
به ترتيب ممان اينرسي حول محور L و    I  ،Aمدول الاستيك مواد،  

  .هستندضعيف، سطح مقطع و طول عضو خرپايي 
  

  كرنش مفروض براي مسير بارگذاري-منحني تنش .2شكل 

  
  

Fig. 2. Stress-Strain curve for loading path  
  

تواند به ) كرنش است كه مي8و    7هاي (در فرمول  پارامتر
 3و يا المانسي   2هاي مختلف مهندسي، لگاريتمي، گرين صورت

در روند اين مقاله از كرنش مهندسي استفاده .  ]1[ شود  تعريف مي

1. Euler buckling stress 
2. Green strain  

شده است، بنابراين  1L / L   .   
معادله تعادل براي يك المان خرپايي تحت بار خارجي P 

(  مانند  به مي )  1معادله  آن  شود.تعريف  در  كه  f   نيروهاي
آمده ودست    داخلي به u   ها شامل  مختصات تعميم يافته گره
دهند هاي انتهايي است. روابط نيرو تغييرشكل نشان ميانتقال گره

كه f تابعي غيرخطي از u  نيز  اين معادلهاست. فرم نموي
   .شود) نوشته مي2معادله ( به صورت

آن   در  ]كه  ]   از است كه  سيستم  مماسي  سختي  ماتريس 
به اعضا  مماسي  سختي  ماتريس  كردن  مي  اسمبل  آيد.  دست 

 u    و   جاييجابه بردار نموي  P   ماتريس است.  بار  نمو 
]سختي مماسي اعضا ]آيد.، از رابطه زير به دست مي  

)9    (                                   TAE
B B Q g

L


 
  
 

  

آمده است و   ]15[ ماتريس هندسي است و در مرجع [g]كه 
E     مشابهE  پلاستيك پس از تنش  -در حالت الاستيك و الاستو

crتسليم است. وقتي كه عضو در حالت فشار است و    ،
  براي حالت غيرالاستيك، مساوي مدول خطي است.

)10  (                   
   exp

3     
2

cr 1 1 2

1 2

E X X .

X X

   



      
  
 

  

كمانشي عضو،  به بياني ديگر در برخي مراجع براي رفتار پس
  اند.) تابع تنش را بر حسب كرنش مشخص كرده11مطابق رابطه (

)11               (   exp1 cr 1 1 2X X              
برخلاف مسير بارگذاري در ناحيه فشاري كه براي تمام اعضا  
ناحيه   در  باربرداري  مسير  است،  يكسان  برابر  لاغري  نسبت  با 

در   عضو  تنش  مقدار  به  بستگي  داردفشاري  باربرداري    لحظه 
مسير  ]16[ در  كمانشي.  پس  غيرالاستيك  ناحيه  از  باربرداري 

 cr    .منحني باربرداري پيچيده خواهد بود  
رفتاري  مدلسازي  با  مناسب  و  سازگار  معادله  يك  ساختن 

كرنش در مسير بازگشت از نقطه كمانش كار دشواري است  -تنش
سازي،   ساده  براي  فرض  يك  شد.  خواهد  پيچيده  آن  رابطه  و 

مشخص است، به اين صورت است   )3(همانطور كه در شكل  
ك  كه مسير باربرداري از عضو كمانش يافته در ناحيه غيرالاستي 

3. Almansi strain 
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و   rپس كمانشي، يك خط مستقيم از نقطه باربرداري با تنش 
نقطه  rكرنش  تسليمبه  تنش  نصف  با  برابر  تنشي  با  اي 

y    و
كرنش متناظر با آن است. هنگامي كه در مسير باربرداري به نقطه  

A كند. ) را دنبال مي7رفتار عضو مسير معادله (رسد، مي 
 

  كرنش مفروض براي مسير باربرداري-منحني تنش .3شكل 

  
  

Fig. 3. Strain-Stress curve for unloading path 
  

 
  روش پيشنهادي    -4

ها در مراجع وجود  هاي زيادي براي تحليل غيرخطي سازهروش
به طور وسيعي در   1دارد. در ميان آنها تكنيك جستجوي خطي

ميبرنامه استفاده  رياضي  ونويسي  گسترده  شود  از طيف  اي 
وجود.  هاروش زمينه  اين  در  يافته  توسعه  روش  ي  اصلي  روند 

در  است.  تكنيك  اين  اساس  بر  نيز  بخش  اين  در  شده  پيشنهاد 
  شرح داده شده است.  و ايده استخراج آن  ادامه روش پيشنهاد شده 

  
  مفاهيم اصلي  -4-1

    شود: معادله تعادل يك سيستم غيرخطي به صورت زير نوشته مي
)21                                        (  int, ( ) extR u F u F     

است    u  جاييجابهنيروهاي داخلي كه تابعي از    intFكه در آن  
  بردار ثابت بار خارجي و پارامتر اسكالر    extFو   0 1  

  شود.ضرب مي extFسطح بار يا ضريب بار است كه در 
 جاييجابه مقاله بر مبناي كنترل  روش پيشنهاد شده در اين  

مشخص، بار متناظر آن    جاييجابهكه با تعيين يك  است به طوري 

1. Line search technique 

آيد. در روش ارائه شده، فرض شده است كه نسبت  دست مي  به
نمو   بردار  بردار    جاييجابه اندازه  اندازه  برابر   جاييجابه به  كل 

است.    پارامتر ثابت  مقداري  بار  نمو  هر  ابتداي  در  كه  باشد، 
   :بنابراين

)31                                                         (
n
in

i n
i

d

d


   

nدر معادله بالا  
id  وn

id    كل و   جاييجابه به ترتيب بردار
امين نمو بار  -nامين تكرار از  - iمربوط به    جاييجابه بردار نمو  

nجاييجابهبنابراين با يكبار محاسبه بردار نمو    .است
id بردار ،

انتهاي    جاييجابه  در  سازه  رابطه -iكل  با  تكرار  امين 
1

n n n
i i id d d   شود. پارامترمحاسبه ميn

i    يك پارامتر در
0محدوده  1n

i    مي آن  مقدار  كه  طول است  در  تواند 
ثابتي  مقدار  ما  اينجا  در  باشد.  متغير  يا  و  ثابت  سازه  بارگذاري 

ايم، به طوري كه اين در نظر گرفته  ن در ابتداي هر نمو باربراي آ
مقدار به طور تدريجي تا رسيدن به همگرايي در هر تكرار كاهش  

  شود: به صورت زير تعريف مي  جاييجابه نمو  كند. بردار  پيدا مي
)41           (      1 1

int
nn n n n n

i i i i i exti
d K R K F F 

 
       

n  در معادله بالا
iK  وn

iR     به ترتيب ماتريس سختي مماسي و
امين نمو بار است.  -nامين تكرار از  -iبردار بار نامتعادل در   int

n

i
F 

نيز به ترتيب بردار نيروهاي داخلي در گام جاري و بردار   extFو  
است.   ثابت  خارجي  بار  nالگوي 

i  ضر كه هم  است  بار  يب 
  زير تجزيه شود.  تواند به معادله) مي13. معادله (استمجهول 

)51                                             (ˆn n n n
i i i id d d       

  كه در آن 
)61(                                            1

int
nn n

i i i
d K F


   

)71                                                (  1ˆn n
i i extd K F


  

1) با  31با جايگزين كردن مخرج كسر در رابطه (
n n
i id d  

)، پس از انجام يك سري عمليات جبري 15و استفاده از معادله (
nو ساده سازي، يك معادله درجه دوم بر حسب  

i   به صورت
  دست آمده است.زير به

)18                                      ( 2

1 2 3 0n n
i ia a a      

  كه در آن 
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الف)                            -19(   2

1
ˆ ˆ1 .n n n

i i ia d d     

ب)   -19(        2 2

2 1
ˆ ˆ2 1 . .n n n n n n

i i i i i ia d d d d        

ج)                            -19(   
   

2

3

2

1 1 1

1 .

2 . .

n n n
i i i

n n n n n
i i i i i

a d d

d d d d

 

  

   

 
  

معرف ضرب داخلي دو بردار    ”.“)، علامت  19در معادلات (
) معادله  ريشه،  18است.  دو  داراي   (1    2و    معيار است. 

  پذيرش اين دو جواب در قسمت بعد بررسي شده است. 
  

    معيار پذيرش  -4-2
انتخاب  مناسب  براي  ريشه  كردن  پيدا  موضوع  به  بايد  اول   ،

) كه18معادله  آنجايي  از  بپردازيم.   (n
id   1و

n
id    در نبايد 

  ) بايد ارضا شود. 20جهات مخالف هم باشند، معادله (
)20                                                 ( 1. 0n n

i id d     
  دهد) نتيجه مي20) در (15جايگزيني معادله (

)12                          (   1 1
ˆ. . 0n n n n n

i i i i id d d d        
1بسته به اندازه  

ˆ( . )n n
i id d   نامساوي فوق به فرم زير باز ،

  : شودنويسي مي

)22   (1 1

11

ˆ ,  ( . ) 0 ( . ), ˆˆ ( . ) ,  ( . ) 0

n n n n n
i c i i i i

c n nn n n
i ii c i i

d d d d

d dd d

     


    

 



    
 

    

)  22)، آن ريشه كه معادله (18از نتايج بدست آمده از معادله (
مقدار است.  پذيرش  مورد  نمايد  ارضا  nرا 

i   از پذيرش  مورد 
  آيد. دست مي معادله زير به

)32               (1 2 1

1 2 1

ˆmax( , , ), ( . ) 0
ˆmin( , , ), ( . ) 0

n n n
i c i i

n n n
i c i i

d d

d d

     

     





  


 
  

  
   معيار پذيرش پارامتر -4-3

) مشخص است، ضرائب معادله 19همانطور كه از معادلات (
n) بستگي به پارامتر18(

i   دارند. براي اينكهn
i  صحيح   عددي

  باشد، لازم است كه معادله پايين ارضا شود. 
)32                                                 (2

2 1 34 0a a a    
) و سپس ساده سازي  23) در معادله (19با جايگزاري روابط (

  آن، خواهيم داشت
)42                               (   4 2

1 2 3 0n n
i ib b b      

  اندبه طوري كه ضرائب ثابت آن در ذيل تعريف شده

الف) -52(    
        

2

1 1

1 1 1

ˆ ˆ. .

ˆ ˆ. . . 2 .

n n n n
i i i i

n n n n n n n n
i i i i i i i i

b d d d d

d d d d d d d d

  

    



  

 

  
   

       ب)-52(
 
      
      

2

1 1 1

1

ˆ ˆ2 . .

       . . 0.5 .

ˆ ˆ ˆ       2 . . .

n n
i i

n n n n n n
i i i i i i

n n n n n n
i i i i i i

b d d

d d d d d d

d d d d d d

 

  

    

  




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) مي24نامساوي  نشان  مقدار  )  هر  گرفتن  نظر  در  كه  دهد 

قابل قبول نيست. اين پارامتر بايد به  دلخواهي براي پارامتر  
كه نامساوي ارضا شود. با قرار دادن رابطه    شوداي انتخاب  گونه

  آيند: دست مي ها به صورت زير به) برابر صفر، ريشه24(
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مقدار بار،  نمو  هر  از  تكرار  هر  nدر 
i  ) رابطه را 42بايد   (

ريشه  به  توجه  با  اينصورت،  غير  در  نمايد.  و ارضا  معادله  هاي 
nتعيين علامت، بايد مقدار مناسب براي 

i .تعيين شود  
  

  همگراييمعيار   4-4
1هاي قبل گفته شد،  كه در قسمت  گونه همان

n  تواند در طول  مي
بارگذاري سازه ثابت و يا در هر نمو بار تغيير كند. اگر چه در 
اين مقاله استراتژي اول به كار گرفته شد، اما براي حالت متغير  

1توان بيان داشت كه مقدار مي
n    متناسب با تغيير سختي سازه

تواند باشد. در واقع كه اين موضوع تحقيقات آتي مي  تغيير كند 
1در مجاورت نقاط حدي، بهتر است از مقادير كمتري براي 

n 
رو دو  هر  در  بنابراين  شود.  همگرايي   يهاستفاده  به  اينكه  براي 

nمقدار،  رسيد
i   .در هر تكرار از هر نمو بار بايد كوچكتر شود

امتر در هر تكرار كاهش مقدار اين پار  برايدر اينجا رابطه زير  
  . شودپيشنهاد مي

)72                 (                                  ( 1)
1

n i n
i       

تواند بين صفر و  ضريب ثابتي است كه مي در رابطه فوق
باشد متغير  يك  0 1 شده كسب  تجربه  به  توجه  با  از   . 

شود كه مقدار ، توصيه مينمونهچندين  روش پيشنهادي در حل  
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0.9     1پارامتر در نظر گرفته شود. مقدار  و يا نزديك به آن
n 

مي عددي  ميهر  پيشنهاد  شود،  انتخاب  عددي  تواند  كه  شود 
. البته بايد گفت كه جاي كار روي شودانتخاب    01/0نزديك به  

اي پياده كرد كه نرخ كاهش  اين روش وجود دارد، شايد بتوان ايده
nپارامتر

i    طور به  نمايد  را  اعمال  و  تعيين  روش  خودكار  در 
  شود: معيار همگرايي پيشنهاد مي   برايتوسعه داده شده، رابطه زير  

)28                         (1  
n

n
i

R
Error R Tolerance


     

در واقع مقدار خطا، طول بردار نيروي نامتعادل است كه در هر 
همگرايي به عنوان    رواداريشود.  تكرار از هر نمو بار تعيين مي

كسري از طول بردار نيروي نامتعادل در اولين تكرار از هر نمو 
مقدار ثابت بزرگتر از واحد است. پيشنهاد   شود وبار تعيين مي

5شودمي 10     در مطالعه عددي انجام شده در  شودانتخاب .
5مقاله، مقدار اين  5قسمت   .در نظر گرفته شده است  

  
  روش پيشنهادي الگوريتم   4-5

يك برنامه كامپيوتري بر مبناي روش پيشنهاد شده در اين بخش،  
فلوچارت اين روش نيز در  نوشته شده است.    Matlabدر محيط  

گام  ) نشان داده شده است. الگوريتم مورد نظر به صورت  4شكل ( 
  به گام در ادامه شرح داده شده است: 

تعريف متغيرها و پارامترها، شامل هندسه سازه، اتصالات،   - 1 گام 
  مصالح.   هاي ويژگي شرايط مرزي و  

1تكميل الگوريتم، شامل   براي تعيين ضرائب مورد نياز    - 2گام 
1  ،

max  ،maxn  ،،  1، و
n .  

)براي اولين تكرار از اولين نمو بار   - 3گام   1, 1)i n   ماتريس ،
نيروهاي   داخلي،  نيرهاي  بردار  و  تشكيل  سازه  مماسي  سختي 

  شود. ها تعيين مي جايي جابه نامتعادل و  
1iبراي نمو بار بعد از اولين گام    - 4گام   i  ؛  

  هاي داخلي. محاسبه ماتريس سختي مماسي و بردار نيروي   - 1- 4
nمحاسبه بردار   - 2- 4

id  وˆ n
id   ) 91و    81با توجه به معادله .(  

nمحاسبه   - 3- 4
i  ) 92با توجه به معادله .(  

n) و در صورت نياز اصلاح  42كنترل نامساوي (   - 4- 4
i   براي  

  ارضاي معادله. 
  ) 22با توجه به معادله (  cمحاسب   - 5- 4

nتعيين ضريب بار مناسب   - 6- 4
i   23و    18(   با توجه به معادلات .(  

nمحاسبه   - 7- 4
id   1) و 51طبق معادله ( بر

n n n
i i id d d   

1iدر   -4-8   تعيين شود28با توجه به معادله (  مقدار رواداري (.  
  ) بدست آوريد. 12بر اساس معادله ( بردار نيروي نامتعادل -4-9
  ) تعيين شود.15مقدار خطا از طريق معادله ( -4-10
  ).15، تا ارضاي معادله (4بازگشت به ابتداي گام  -4-11

خاتمه    - 5گام   تعدادگامكنترل  آيا  كه  شود  بررسي  ها  الگوريتم: 
، است  maxnاز پيش تعيين شده،  بيشينه) كمتر از  n(نموهاي بار،  

nو يا اينكه ضريب بار 
i  در پايان نمو كمتر از مقدار تعيين شده

1nباشد، در اين صورت    maxمجاز   n     1وi     4و به گام 
 .شودبازگشت شود. در غير اينصورت روند متوقف 

  فلوچارت الگوريتم پيشنهاد شده .4شكل 

  
Fig. 4. Proposed method Algorithm 
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  ارزيابي عددي  -5
روش پيشنهاد شده با امتحان آن از طريق   درستيدر اين قسمت  

  نمونه  سهعددي مورد بررسي قرار گرفته است.    نمونهحل چند  
خرپاهاي فضايي در نظر گرفته شده و دقت روش مذكور در    از

ها مورد بررسي  تحليل غيرالاستيك با رفتار پس كمانشي اين سازه 
معيار   كه  جايي  تا  جواب  همگرايي  روند  است.  گرفته  قرار 
تحليل   حالت  دو  است.  كرده  پيدا  ادامه  شود  ارضا  همگرايي 

كمانشي   پس  رفتار  با  غيرالاستيك  و  نظر    (IPB)الاستيك  در  با 
1گرفتن پارامترهاي   50X ،2 100X   0.4وr cr    مد نظر

، روش پيشنهاد شده با روش  درستيقرار گرفته است. براي كنترل  
جع  اكه توسط كريسفيلد در مر  1ايطول كمان اصلاح شده استوانه

ها توسعه داده شده،  تحليل غيرخطي انواع سازه   براي  ]18  و  17[
لازم به ذكر است كه نتايج حاصل از روش   مقايسه شده است.

كمان شده  طول  مطلب    اصلاح  محيط  در  آن  كد  نوشتن  با  كه 
حاصل از مدلسازي خرپاها در نرم  استخراج شده است با نتايج  

(با تنظيم پارامترهاي تحليل توسط روش ريكس)   ANSYSافزار  
شده است كه در اينجا به دليل كاهش متن مقاله،   آزماييدرستي

  افزار آورده نشده است.هاي گرافيكي اين نرمخروجي 
  

  اي گنبد خرپايي ستاره -1-5
عضو را نشان    24با  ستاره اي شكل يك گنبد خرپايي )5(شكل 

در راس آن وارد شده است. ابعاد سازه   Pدهد كه بار متمركز مي
مشخص   شكل  اعضااستدر  همه  مقطع  سطح   .  2cm  01/0    و

مدول الاستيك  .  است  2cm  00417/0آنها    كمترينممان اينرسي  
مواد   تسليم  تنش  ترتيب،و  به  اعضا  تمام  براي 

7 22.034 10  N/cmE      4و 24 10  Kg/cmy      اين است. 
، رامش و  ] 14[  خرپا توسط هيل و همكاران با روش طول كمان

و نيز همچنين تاي و كيم    ]19[  كريشنامورتي با روش رهايي پويا 
  . ]20[ تحليل شده است   GDCبا روش  

با روش پيشنهاد شده و روش طول كمان براي دو  اين خرپا  
پس غيرالاستيك  و  الاستيك  (حالت  شده  IPBكمانشي  تحليل   (

و    6(به ترتيب در شكل  2و    1هاي  مسير تعادل براي گره  است.
دست    دهند كه نتايج بهها نشان ميشان داده شده است. شكل) ن7

1 Cylindrical arc-length 

روش  نتايج  به  شده،  پيشنهاد  با روش  خرپا  آمده از تحليل اين 
گرفته شده طول كمان كه در اينجا به عنوان روش مرجع در نظر  

است.   نزديك  بسيار  بحراست،  بار  بهمقدار  از   اني  آمده  دست 
طريق روش پيشنهادي و مرجع در هر دو حالت تحليل الاستيك  

  تفاوت بار بحراني به.  است  شدهمشخص    )1(در جدول   IPBو  
دست آمده از طريق روش پيشنهاد شده با روش مرجع در حالت 

 است. 089/0و  154/0به ترتيب  IPBالاستيك و 
 

  خرپاي ستاره اي  .5شكل 

  
Fig. 5. Star truss 

 
ايبراي خرپاي ستاره 1گره  جاييجابه -منحني نيرو .6شكل   

  
Fig. 6. Force-displacement curve for node 1 in star truss 
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ايبراي خرپاي ستاره 2گره  جاييجابه -منحني نيرو .7شكل   

  
Fig. 7. Force-displacement curve for node 2 in star truss 

 
هاي گرافيكي برنامه نوشته شده براي  خروجي )  9و    8(هاي  شكل 

به ترتيب   هستند  MATLABروش پيشنهاد شده در محيط   كه 
سازه مدل شده در حالت اوليه و پس از تغيير شكل را   )8(شكل  

روند تغيير شكل سازه با افزودن بار را    )9(دهد و شكل  نشان مي
 دهد كه سازه دچار فروجهش شده است. نشان مي
  مدلسازي سازه توسط برنامه (حالت اوليه و تغييرشكل يافته)  .8شكل 

  
Fig. 8. Structural modeling by the program (initial and 
deformed shape) 

 
 روند تغيير شكل سازه در حين افزودن بار (خروجي كدُ)  .9شكل 

  
Fig. 9. The process of structure deformation while push over 
(code’s output) 

  

 اي در محاسبه بار بحرانينتايج تحليل خرپاي ستاره .1جدول 
 

Analysis 
type 

Limit load (kg)   
Arc-length Present Error (%) 

Elastic 641.07 642.06 0.154 
IPB 504.46 504.91 0.089 

Table 1. Limit point calculations for star truss 
 

 گنبد خرپايي ژئودزيك  5-2

ژئود گنبد  شكل  هندسه  در  شده  داده  نشان  خرپايي   )10(زيك 
گره    61عضو و    156. اين خرپا از  است]19[ع  برگرفته از مرج

3.8تشكيل شده است و تحت يك بار متمركز    K NP    با نمو
KNP 0.1بار      در راس قرار دارد. همه اعضا مدول الاستيسيته

دارند.   cmA 26.5و  KN/cmE 26895و سطح مقطع يكسان  
ها سازه مفصلي و در لبه خارجي آن قرار دارند. ارتفاع  گاهتيكه

رابطه  با  2گنبد  2 2( 7.2) 60.84x y z     مي ممان شود.  تعيين 
تمام  براي  نيز  مواد  تسليم  تنش  و  ضعيف  محور  حول  اينرسي 

KN/cmy 2400، و  4cm 0/1 اعضا به ترتيب  است. 
 

  گنبد خرپايي ژئودزيك .10شكل 

  
  

Fig. 10. Geodesic dome truss 
 

و    1هاي  منحني تعادل حاصل از تحليل اين سازه براي گره
نشان داده شده است. در  )  12و    11(  هايبه ترتيب در شكل   2

آمده از  دست    دهند كه نتايج بهها نشان مينيز شكل  نمونهاين  
  هماهنگ  مرجع  تحليل اين خرپا با روش پيشنهاد شده بر روش
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دست آمده از طريق روش پيشنهادي    است. مقدار بار بحراني به 
  ) 2(در جدول    IPBو مرجع در هر دو حالت تحليل الاستيك و  

دست آمده از طريق    تفاوت بار بحراني به مشخص شده است.  
به    IPBالاستيك و  روش پيشنهاد شده با روش مرجع در حالت  

  است. 766/0و   635/0ترتيب 
 

  نتايج تحليل خرپاي ژئودزيك در محاسبه بار بحراني .2جدول 

Analysis 
type 

Limit load (KN)   

Arc-length Present Error 
(%) 

Elastic 3.15 3.17 0.635 
IPB 2.61 2.63 0.766 
Table 2. Limit point calculations for geodesic truss 

 
 براي خرپاي ژئودزيك 1گره  جاييجابه  -منحني نيرو .11شكل 

  
Fig. 11. Force-displacement curve for node 1 in geodesic truss 
 

 براي خرپاي ژئودزيك 2گره  جاييجابه  -منحني نيرو .12شكل 

  
Fig. 12. Force-displacement curve for node 2 in geodesic truss 
 
 
 
 

  خرپاي قوسي  5-3
عضو را نشان   101، خرپاي دو بعدي قوسي شكل با )13(شكل 

و تاي    ] 21[   اين خرپا بوسيله هريندا با روش طول كمان.  دهدمي
روش   از  استفاده  با  كيم  همه    ]GDC  ]20و  است.  شده  تحليل 

اعضاي سازه از يك جنس و داراي ممان اينرسي واحد و سطح  
EA 50كه اند به طوريمقطع يكسان MN .است  
با منحني آن  الاستيك  تحليل  از  خرپا  اين  تعادل  مسير  هاي 

ترسيم و   )14(روش پيشنهاد شده و روش طول كمان در شكل  
شود كه نتايج روش پيشنهادي اند. مشاهده مي باهم مقايسه شده

و روش طول كمان تقريباً بر هم منطبق هستند. با توجه به فرم 
پس و  فروجهشي  رفتار  خرپا  اين  داردهندسي،  منحني جهشي   .

مي  نشان  نقاط  تعادل  از  خوبي  به  شده  پيشنهاد  روش  كه  دهد 
كارايي و توانايي نمونه  كند. اين  جهش عبور ميفروجهش و پس 

به  هاي پيچيده،  در رديابي منحني تعادل سازه روش پيشنهاد شده  
جهش را  خرپاهاي با رفتار غيرخطي شامل فروجهش و پس  ويژه

 نشان داد. 
  خرپاي دو بعدي قوسي شكل .13شكل 

  
  

Figure 13. Two-dimensional arched truss 
 خرپاي قوسي  جاييجابه  -منحني نيرو .14شكل 

  
Fig. 14. Force-displacement curve for arched truss 
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  گيري  نتيجه   -6
 استاتيكيتحليل    براي  تكراري  -روش نمويمقاله يك  در اين  

كه قادر است هر نوع    اين روشها پيشنهاد شد.  غيرخطي سازه
سازه با هر رفتار غيرخطي را تحليل كند، نسبت اندازه بردار نمو  

بردار    جاييجابه  اندازه  بار    جاييجابه به  نمو  هر  شروع  در  كل 
اي است كه روش  . كه در واقع اين همان ايدهشودثابت فرض مي

است گرفته  شكل  آن  مبناي  يبر  نوشتن  از  پس  برنامه .  ك 
مثال حل  و  پيشنهادي  روش  الگوريتم  مبناي  بر  هاي  كامپيوتري 

عددي، نشان داده شد كه اين روش مناسب براي تقريب پاسخ  
ها با انواع نقاط حدي است و منحني تعادل را به  غيرخطي سازه 

مي ترسيم  و  رديابي  در    كند.خوبي  روش،  اين  مزاياي  كنار  در 
شده پيشنهاد  روش  محدوديت  بالاي  مي  مورد  حجم  توان 

در  زياد  تغيير  قابل  پارامترهاي  وجود  و  كامپيوتري  محاسبات 
هاي  در روش  بيشترساختار روش را نام برد كه البته اين موضوع  

گيري  زمان تحليل اندازه  مقالهن  در اي  تكراري وجود دارد.-نموي
ها پارامترهاي متغير زيادي وجود  روش  گونهزيرا كه در اين  ،نشد

توان تعداد تكرارها و يا نموهاي بارگذاري دارد كه با تغيير آنها مي
دست آورد و به راحتي   را تغيير داد و باز هم منحني تعادل را به

. ايده پياده شده در اينجا نمودتوان سطحي از دقت را تعريف  نمي
تحليل غيرخطي    براييك ايده جديد است و هدف توانايي آن  

تر اين  پيچيده بوده است. بررسي موشكافانه  ها با رفتارهايسازه 
تواند  از حوصله اين مقاله خارج است و مي  روش پيشنهاد شده

باشد. آتي  كارهاي  گر  موضوع  كه  است  ذكر  به  مبناي چه  لازم 
پيشنهادي،   روش  دو  ايسازه ارزيابي  اعضاي  داراي    با  نيرويي 

 برايتوانند ها مياما اين روش ،خرپا بودند ورفتار پس كمانشي 
  ها نيز به كار روند. تحليل غيرخطي ساير سازه 

  
  مراجع

[1]  P. Wriggers, "Non‐linear finite element 
analysis of solids and structures, volume 1: 
Essentials, MA Crisfield, John Wiley. 
ISBN: 0‐471‐92956‐5," ed: Wiley Online 
Library, 1994. 

[2]  J. Oden, "Finite element applications in 
nonlinear structural analysis  ",in 
Proceedings of the ASCE Symposium on 
Application of Finite Element Methods in 

Civil Engineering, 1969: Vanderbilt 
University, pp. 419-456.  

[3] M. J. Turner, H. Martin, and R. Weikel, 
"Further development and applications of 
the stiffness method," Matrix methods of 
structural analysis, vol. 1, pp. 203-266, 
1964. 

[4] J. H. Argyris, Recent Advances in Matrix 
Methods of Structural Analysis/progress in 
Aeronautical Sciences, Vol. 4. Pergamon 
Press, 1964. 

[5] G. A. Wempner, "Discrete approximations 
related to nonlinear theories of solids," 
International Journal of Solids and 
Structures, vol. 7, no. 11, pp. 1581-1599, 
1971. 

[6] E. Riks, "An incremental approach to the 
solution of snapping and buckling 
problems," International journal of solids 
and structures, vol. 15, no. 7, pp. 529-551, 
1979. 

[7] M. A. Crisfield, "A fast 
incremental/iterative solution procedure 
that handles “snap-through”," in 
Computational methods in nonlinear 
structural and solid mechanics: Elsevier, 
1981, pp. 55-62. 

[8] E. Ramm, "Strategies for tracing the 
nonlinear response near limit points," in 
Nonlinear finite element analysis in 
structural mechanics: Springer, 1981, pp. 
63-89. 

[9] K.-J. Bathe and E. N. Dvorkin, "On the 
automatic solution of nonlinear finite 
element equations," Computers & 
Structures, vol. 17, no. 5-6, pp. 871-879, 
1983. 

[10] Y.-B. Yang, Linear and nonlinear analysis 
of space frames with nonuniform torsion 
using interactive computer graphics. 
Cornell University, 1984. 

[11] S. L. Chan, "Geometric and material non‐
linear analysis of beam‐columns and frames 
using the minimum residual displacement 
method," International Journal for 
Numerical Methods in Engineering, vol. 26, 
no. 12, pp. 2657-2669, 1988. 

[12] H. Saffari, S. Shojaee, S. Rostami, and M. 
Malekinejad, "Application of cubic spline 
on large deformation analysis of structures," 
International Journal of Steel Structures, 
vol. 14, no. 1, pp. 165-172, 2014. 

[13] A. Kassimali and E. Bidhendi, "Stability of 
trusses under dynamic loads," Computers & 



 1402/ سال3 دوره بيست وسوم شماره                                            پژوهشي مهندسي عمران مدرس                                –مجله علمي

39 

structures, vol.   ٢٩  , no. 3, pp. 381-392, 1988. 
[14] C. D. Hill, G. E. Blandford, and S. T. Wang, 

"Post-buckling analysis of steel space 
trusses," Journal of Structural Engineering, 
vol. 115, no. 4, pp. 900-919, 1989. 

[15] S. S. Tezcan and P. Krishna, "Discussion of 
“Numerical solution of nonlinear 
structures”," Journal of the Structural 
Division, vol. 94, no. 6, pp. 1613-1627, 
1968. 

[16] M. Papadrakakis, "Inelastic post-buckling 
analysis of trusses," Journal of Structural 
Engineering, vol. 109, no. 9, pp. 2129-2147, 
1983 . 

[17] R. De Borst, M. A. Crisfield, J. J. Remmers, 
and C. V. Verhoosel, Nonlinear finite 
element analysis of solids and structures. 
John Wiley & Sons, 2012. 

[18] M. Crisfield, "Advanced Topics, Volume 2, 

Non-Linear Finite Element Analysis of 
Solids and Structures," 1997. 

[19] G. Ramesh and C. Krishnamoorthy, 
"Inelastic post‐buckling analysis of truss 
structures by dynamic relaxation method," 
International journal for numerical 
methods in engineering, vol. 37, no. 21, pp. 
3633-3657, 1994. 

[20] H.-T. Thai and S.-E. Kim, "Large deflection 
inelastic analysis of space trusses using 
generalized displacement control method," 
Journal of Constructional Steel Research, 
vol. 65, no. 10-11, pp. 1987-1994, 2009. 

[21] G. A. Hrinda, "Geometrically nonlinear 
static analysis of 3D trusses using the arc-
length method," Computational Methods 
and Experimental Measurements XIII, 
Prague, Czech Republic, pp. 243-252, 2007. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 و همكاران جواد مشهدي                                                                     … تكراري جهت -توسعه يك روش تحليل غيرخطي نموي

40 

 

 
An incremental-iterative method of static nonlinear analysis to 

trace the equilibrium path of shallow space dome structures  
  

Javad Mashhadi, Alireza Hajizadeh, Sobhan Rostami* 
 

Department of Civil Engineering, Technical and Vocational University (TVU), Tehran, Iran 
 

s-rostami@tvu.ac.ir  
 

Abstract 
Nowadays, non-linear analysis of structures has become an attractive matter and appears necessary for most 
structural engineering applications, whereas tendency for more accurate structural analysis has increased by 
many engineers. In general, nonlinear analysis is divided into two main parts: geometrical and material 
nonlinearity. In some cases, both nonlinear types are used simultaneously in the analysis process. In this paper, 
a new Incremental-iterative method for the analysis of truss structures, including both geometric and material 
nonlinearity behavior, is proposed. Nonlinear equilibrium equations are solved using an Incremental-iterative 
method based on the displacement control process. The basis of geometric nonlinear process is based on 
rotational formulation and material nonlinearity is based on tracing the stress-strain relationship for post-
buckling behavior of the truss members. In this proposed method, it is assumed that the magnitude of the 
displacement increment vector to the size of the total displacement vector at the beginning of each load 
increment, is a fixed value. Based on this idea and thinking, the corresponding equations are written and a new 
formulation has been developed based on the displacement control scheme, as, by employing a specified 
displacement, the corresponding load will be obtained. Using fixed incremental displacement algorithm, this 
paper, proposed a novel method that has a possibility of passing the limit points in the case of highly nonlinear 
behavior state. The proposed method, is able to pass the limit points including snap-through and snap-back. 
Some examples are provided for the proposed method and by solving them, the efficiency of the proposed 
algorithm is examined. A limit point refers to the turning point for the equilibrium path of a structure, which 
can be further considered as the transition point from stable to unstable equilibrium states or vice versa. In 
analysis of such structures, the simple incremental iterative methods unable to pass this limit points. The simple 
incremental iterative methods couldn’t trace the equilibrium path after the limit points. For resolving such 
disadvantages, advanced analysis methods have been developed numerical examples demonstrate the 
feasibility and accuracy of the proposed algorithm, to be highly suitable in predicting nonlinear response of 
structures with multiple limit points and snap-back points, and trace the equilibrium path accurately. The 
results show that the method developed in this paper, traces the equilibrium curve as well as the modified arc-
length method with a small difference. In spite of the fact that the procedure herein explained is only 
implemented for truss structures, it is possible to generate the proposed method for other structures. This paper 
is organized as follows. In the first section, we will have a brief review of nonlinear analysis of trusses, 
including both geometric and material nonlinearity. A literature review is done and a number of available 
methods in this field is describe. In the second section we explained the basic concepts in nonlinear analysis. 
The third section geometric and material nonlinear behavior of trusses are reviewed. Section four is allocated 
to implementation of proposed method for nonlinear analysis. In section five, the validity of the proposed 
method is illustrated with some examples.  
 
Key Words: Nonlinear analysis, incremental load, shallow space domes, equilibrium curve, displacement control, 
iteration method  


