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ي   براوردکننده. اهی از اندازه خطاهاي احتمالی استهاي عددي در حل معادلات دیفرانسیل مستلزم آگ استفاده از روش -چکیده
در این مقاله در  .گیري صحیح حل و تخمین دقت نتایج حاصل است هاي عددي ابزاري کارامد براي اطمینان از جهت خطا در روش

طاي ارائه شده از نظر براوردکننده خ. شده است ارائه 1کمینه مربعات گسسته همپوش ابتدا یک براوردکننده خطا در روش بدون شبکه
سپس  با استفاده از ایـن براوردکننـده   . است  CDLSهاي موجود در روش  راحتی قابل کاربرد در برنامه ایست که به گونه محاسباتی به

بدین منظور مسائل متعددي در حوزه . پرداخته شده است CDLSهاي روش  خطا به بررسی اثر تعداد نقاط همپوش در نتایج جواب
  .حل شده است CDLSي روش  سیالات  از نوع هذلولوي به وسیله مکانیک

  
  هاي بدون شبکه، براوردکننده خطا، نقاط همپوش، معادلات هذلولوي روش :کلیدواژگان

  
  1 مقدمه  -1

تحلیل مسائلی با مرزهاي پیچیده یا متحرك و مسـائلی کـه   
شود با اسـتفاده   حین تحلیل دچار تغییر در هندسه حوزه می

بنـدي   ش اجزاء محدود نیاز به یک فرایند مداوم شبکهاز رو
حوزه مسئله براي جلوگیري از انحراف فرایند حل به دلیـل  

تولید شبکه فرایندي پرهزینه  . ها دارد شدید المان 2شکلی کج
کـه در بسـیاري از مسـائل دو یـا      طـوري  و مشکل است، به

سه بـا  بعدي با هندسه پیچیده، هزینه این فرایند قابل مقای سه
سازي معـادلات و حـل معـادلات حـاکم بـر       هزینه گسسته

                                                                                           
1- Collocated Discreet Least Square (CDLS) 
2- distortion 

  .مسئله است
هـاي   بهترین راه حل براي تحلیل مسائل بـا ناپیوسـتگی  

بنـدي   هاي متکی بر شبکه استفاده از شبکه متحرك در روش
. مجدد با اسـتفاده از نتـایج تحلیـل در مرحلـه قبـل اسـت      

یـر در  هاي متکی به شبکه بـا تغی  بندي مجدد در روش شبکه
بعد جزء و یا افزایش مرتبه تـابع تقریـب و گـاهی نیـز بـا      

هاي  کارگیري هریک از روش به. شود اعمال هر دو انجام می
بعد از هر مرحله از تحلیل نیازمنـد بـراورد میـزان     3تظریف

هاي خطا  ي براوردکننده وسیله در هر جزء است که به 4خطا

                                                                                           
3- Refinement 
4- Error Estimate 
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هاي  در روشمقادیر جواب یا مشتقات آن  .شود محاسبه می
متکی به شبکه براي حصول دقت کافی نیازمند هموارسازي 

خصـوص در مسـائلی ماننـد     است که فرایندي پرهزینـه بـه  
بـراي   .عدي و جریانات سطح آزاد اسـت ب اجزاء محدود سه

رفع مشکلاتی از این نوع امروزه توجه بسیاري از محققـین  
 اگرچه سـابقه . است هاي بدون شبکه معطوف شده به روش

هاي اخیـر   ها بیش از یک دهه نیست ولی در سال این روش
 .اي داشته است پیشرفت قابل ملاحظه

هاي بـدون شـبکه در روش    اولین ایده استفاده از روش
ي گینگولد و  وسیله به   (SPH) 1هیدرودینامیک ذرات هموار

هـاي نجـومی همچـون     سازي پدیـده  براي مدل ]1[مونگان 
. کـار گرفتـه شـد    هاي غباري بهابر گسترش ستارگان و توده
هاي بدون شبکه بسیار فعـال بـوده    تحقیقات در زمینه روش

 2که پس از انتشار مقاله روش جزئـی پخـش   طوري به. است
هـاي زیـادي بـه نـام      روش ]2[ي نایرول و توروت وسیله به

هـا   اند برخی از ایـن روش  هاي بدون شبکه ارائه شده روش
ي  وسـیله  بـه  (EFG) 3لرکینروش بدون شبکه گا: عبارتند از

ــاران   ــکو و همکـ ــل  ]3[بلیتسـ ــد کرنـ ــاز تولیـ ، روش بـ
، روش اجزائ محـدود افـراز   ]4[لیو و جان 4(RKPM)ذرات
 6HP، روش ابرهاي  ]5[بابوسکا و میلنک  (PUFEM)5واحد

ي  بـه وسـیله   (MLPG)7روش  ]6[ي دورت و اودن وسـیله  به
یـه    )  DLS(  8، روش حداقل مربعات گسسـته  ]7[آلتوري 

  ....و  ]8[ي ارزانی و افشار  وسیله
هــاي عــددي ابــزاري  هــاي خطــا در روش براوردکننــده

گیري صـحیح حـل و تخمـین     کارامد براي اطمینان ازجهت
هایی از مسئله که نیـاز   اگر قسمت. دقت نتایج حاصل است

                                                                                           
1- Smooth Particle Hydrodynamic 
2- Diffuse Element 
3- Element Free Galerkin 
4- Reproducing Kernel Particle Method 
5- Partition of Unity Finite Element 
6- HP-clouds 
7- Meshless Local Petrov Galerkin 
8- Discrete Least square 

توان با یک فرایند  به دقت بیشتري دارند مشخص شوند می
لیو و تیـو  . ا حد زیادي کم کردمناسب حجم محاسبات را ت

اي بـراي   هـاي زمینـه   یک روش اقتباسی براساس سلول ]9[
هسـته  . انـد  هاي بدون شبکه ارائه کرده براورد خطا در روش

در این . اصلی این روش یک سلول برآورد کننده خطا است
سلول محاسـبه   کروش مقدار خطا به جاي یک نقطه در ی

ز اختلاف بین نرم انـرژي  معیار خطاي یک سلول ا. شود می
سلول مورد نظر و نرم انرژي در یک سـلول مرجـع کـه از    

این . آید دست می گیري گوسی محاسبه شده است به انتگرال
ــدي  شــبکه اي کــه از هــاي بــدون شــبکه روش در روش بن

در این راسـتا گاویـت    .کنند کاربرد دارد اي استفاده می زمینه
 EFGون شـبکه  نیز یک شاخص خطا بـراي روش بـد   ]10[

هـا در نقـاط    در این روش از این اصل که جـواب . ارائه داد
و  ایسـک . گوس داراي دقت بیشتري اسـتفاده شـده اسـت   

یابی ارائه  براورد کننده خطایی بر پایه درون ]11[همکارانش
هاي هموار شده  در این روش از تفاضل بین جواب. اند داده

اي محاسبه خطا عنوان معیاري بر و جواب در نقاط گرهی به
ــده  ]12[الانســاري و اوزر . اســتفاده شــده اســت براوردکنن

هاي بـدون شـبکه اجـزاء مـرزي ارائـه       خطایی براي روش
شـده   در این روش از اختلاف بین مقـادیر محاسـبه  . اند داده

 9شـده بـه روش   گرهی و مقادیر نقاط گرهی در تابع برازش
RBF ستبه عنوان خطا در نقاط گرهی استفاده شده ا.  

ــر   ــه ب ــه در زمین ــري ک ــاي دیگ ــا در ا از کاره ورد خط
تـوان بـه اونـگ     هاي بدون شبکه انجام شده است می روش

، هیوانـگ و   10FPMبـراي روش   ]13[جون و یامین چنگ 
و براورد کننده خطاي ژیجی  11MQدر روش  ]14[همکاران 

  .اشاره کرد EFGبراي روش  ]15[
مـؤثر در  تکنیکـی جدیـد و    12استفاده از نقاط همپـوش 

                                                                                           
9- Radial Basis Function 
10- Finite Point Method 
11- Multiquadratic 
12- Collocation 
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اي کـه در رونـد    هاي بـدون شـبکه   ها در روش بهبود جواب
این نقاط . کنند، است گیري استفاده نمی حل خود از انتگرال

شـوند   سازي معادلات دیفرانسیل استفاده می فقط در گسسته
و ابعاد دستگاه معادلات نهایی و در نتیجه هزینه محاسـباتی  

ش این نقاط در بهبـود  که افزای بااین. را افزایش نخواهند داد
ها مؤثر است ولی تا به حـال معیـاري بـراي تعیـین      جواب

در این مقاله بـا  . تعداد و موقعیت این نقاط ارائه نشده است
شده به بررسی اثر تعـداد   استفاده از براوردکننده خطاي ارائه

پرداخته شده  CDLSنقاط همپوش در نتایج جوابهاي روش 
 ــ . اسـت  ددي در حـوزه مکانیــک  بـدین منظــور مسـائل متع

حـل    CDLSي روش  وسـیله  سیالات  از نوع هـذلولوي بـه  
  .ها محاسبه شده است شده و خطاي آن

  
  CDLSبندي روش بدون شبکه  فرمول -2

  :معادله دیفرانسیل زیر را در نظر بگیرید
  

( ) 0A u q   in         )1(  
  :ورت زیر تعریف می شودص شرط مرزي مشتقی به

  

( ) tB u t in         )2(  
  

  :شرط مرزي طبیعی به صورت زیر تعریف شده است
  

uu u in            )3(  
  

A,که در آن  Bعملگرهاي دیفرانسیلی است.q   نیز نیروهـاي
  .کند عی است که بر حوزه مسئله عمل میخارجی یا مناب

نشان داده شده است حـوزه  ) 1(طور که در شکل  همان
نقطـــه گرهـــی  Nي وســـیله مســـئله و مرزهـــاي آن بـــه

صورت کـاملاً   نقاط همپوش نیز به. سازي شده است گسسته
بایـد  . دلخواه در حوزه مسئله و در مرزها قرار گرفته اسـت 

اشت که در هر نقطه گرهی حتماً یک نقطه همپوش توجه د
تعداد نقاط همپـوش در   dMفرض کنید. نیز باید قرار گیرد

تعداد نقاط همپوش در مـرز طبیعـی و    uMحوزه مسئله و 
tM  تعداد نقاط همپوش در مرز مشـتقی وM    تعـداد کـل

  .نقاط همپوش است
  

 
  CDLSسازي حوزه مسئله در روش  گسسته )1(شکل 

 

در یک نقطه همپوش ماننـد   uمقدار تابع تقریب زننده 
kx توان رابطه زیر تعیین کرد را می:  

  

)4(          
1

( ) ( ). ( 1 ~ )
n

k i k i
i

u x x u k M


   
  

)در رابطه بالا )i kx     مقدار تـابع شـکل نقطـهi  ام بـه
در  kxایست که  تعداد نقاط گرهی زیر حوزه nو kxازاي 

ع تـابع وزن بـه   شکل این زیر حـوزه بـه نـو   . آن قرار دارند
گـذاري   با جـاي . کاررفته در تولید توابع شکل، بستگی دارد

ــه  ــادلات ) 4(رابط ــی) 3(و ) 2(، )1(در مع ــدار  م ــوان مق ت
)ها را در حوزه مسئله باقیمانده )dR    و مـرز مشـتقی( )tR  و

)مرز طبیعی )uR ت زیر یافتصور به.  
  

)5(       
( )

1

( ) ( )

( ) ( ) ( 1 ~ )

d
k k k

n

j j k d
j

R A u q x

A u q x k M


 

  
  

)6(          
( )

1

( ) ( )

( ) ( ) ( 1~ )

t
k k k

n

j j k t
j

R B u t x

B u t x k M


 

  
  

  

)7(        
( )

1

( ) ( 1 ~ )

u
k k

n

j j u
j

R u u

u u k M


 

  
 

 

هــا  مانــده عنــوان مجمــوع مربعــات بــاقی بــه Jتابعـک  
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  :شود صورت زیر تعریف می به
  

)8(          ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2

1 1 1

1 ( [ ] . [ ] . [ ] )
2

d t uM M M
d t u
k k k

k k k
J R R R 

  

      
  

. دهنده شماره نقطه همپوش است نشان k) 8(در رابطه 
ها در نقـاط   مانده مجموع مربعات باقی Jدر حقیقت تابعک 

,ضـرایب .همپوش است   دهنـده اهمیـت بزرگـی     نشـان
 ـ  مانده باقی هـاي حـوزه    دههاي مرزي در مقایسه با بـاقی مان
نسـبت بـه پارامترهـاي     Jبا مشتق گرفتن از تابعـک . است

توان به یک دستگاه معـادلات  متقـارن    راحتی می مجهول به
n n هاي معمـول حـل    دست یافت و با استفاده از روش

که طور  همان. دستگاه معادلات پارامترهاي مجهول را یافت
بـه   CDLSشود ابعاد ماتریس ضـرایب در روش   مشاهده می

  .تعداد نقاط همپوش بستگی ندارد
ــام روش ــک روش    تم ــد ی ــبکه نیازمن ــدون ش ــاي ب ه

هـاي   روش. زننده تابع براي تولید توابع شکل اسـت  تقریب
متعددي براي محاسبه توابع شکل در روشهاي بدون شـبکه  

هـاي تقریـب    وشتـوان بـه ر   براي مثال می. ارائه شده است
ي لندکسـتر و   وسـیله  بـه )  MLS( 1ي مربعات متحرك کمینه

  (RPIM)2یــــابی شــــعاعی ، روش درون]16[سالکاســــکا 
ي  یابی رایگینگبه وسـیله  و درون ]17[ي لیو و جیو  وسیله به

 از CDLSدر روش بدون شبکه . اشاره کرد ]18[لی و جیو 

بـع  ي مربعات متحـرك وزنـی بـراي تولیـد توا     روش کمینه
در ادامـه نحـوه تولیـد توابـع شـکل      . شود شکل استفاده می

MLS  شود ارائه می.  
  
ي مربعـات متحـرك وزنـی بـراي      کمینـه -3

  محاسبه توابع شکل
)زننـده   در روش کمینه مربعات متحرك، تابع تخمین )hu x 

                                                                                           
1- Moving Least Square 
2- Radial Point Interpolation Method  

اي  ضـرب داخلـی یـک بـردار چندجملـه      ي حاصل وسیله به
( )p x  در یک بردار ضرایب( )a x شود حاصل می.  

  

)9(            
1

( ) ( ). ( ) ( ). ( )
m

h T
i i

i
u x p x a x p x a x



   
  

اي اسـت کـه    هـا  اي جملـه  تعداد تـک  m، )9(در رابطه 
)اي داخل بردار چند جمله )p x بـراي تعیـین   . اند کار رفته به

)ضرایب مجهول )a x دار  ابتدا تابعک وزن( )J x صورت  به
  : شود زیر تعریف می

  

)10(                 
2

1
. .

n
T

i i i
i

J x w x p x x u


     
  

)در رابطه بالا  )iw x دهنده تـابع وزن مربـوط بـه     نشان
و مقدار داخل کلوشه اخـتلاف بـین مقـدار     iنقطه گرهی 
شده در همان نقطه  و مقدار داده iشده در نقطه  تخمین زده

wتعداد نقـاط در حـوزه اثـر تـابع      nهمچنین . می باشد

ــت ــابع وزن . اسـ )تـ ) ( ) ( )i iw x w x x w d    ــادیر مقـ
  .خود خواهد داشت تأثیرصفري در حوزه  غیر

اي انتخـاب شـود کـه     گونـه  باید به maxdبراي هر نقطه، 
ي   هـا  جملـه  تر از تعداد تـک  هاي غیرصفر، بزرگ تعداد وزن

در ایـن پـژوهش از تـابع    . اي باشـند  موجود در چند جملـه 
آمـده اسـت   ) 11( وزنی اسپیلاین مرتبه سوم کـه در رابطـه  

  .عنوان تابع وزنی استفاده شده است به
 

)11(        
2 3

2 3

( ) ( )

2 14 4              for   
3 2

4 4 14 4 -       for   1
3 3 2

0                            for   1

jw x x w d

d d d

d d d d

d

  


  


    






  

  

maxjd، )11(در رابطه  x x d   وmaxd  تأثیرشعاع 
 .است jxنقطه گرهی 

  :صورت زیر نوشت توان به را می) 10(رابطه 
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)12(               ( . ) . .( . )TJ P a u W P a u    

1 2( , ,..., )T
nu u u u  

 

)13(            
1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( )    ( )    ( )
( )    ( )    ( )

                                   
( )    ( )    ( )

m

m

n n m n

p p p
p p p

p p p

 
 
 
 
 
 

x x x
x x x

P

x x x




   


  

  

)14   (
1

2

( )        0                          0

      0        ( )                    0
( )

                                                      
      0               0                       (

w

w

w






x x

x x
W x




   

 )n

 
 
 
 
 
  x x

  

  

براي پیدا کردن ضرایب نقاط کافیست اکسترمم تابعـک  
J محاسبه شود.  

  

)15(          1 ( ). ( ) ( ). 0
2
J A x a x B x u
a


  


  
  

)16 (                     ( ) . .TA x P W P  
 

)17 (                      ( ) .TB x P W  
  

)بنابراین می توان ضرائب  )a x را طبق رابطه زیر یافت:  
  

)18(               1( ) ( ). ( ).a x A x B x u  
 

)زننده  حال تابع تخمین )hu x تـوان طبـق رابطـه     را می
  :زیر محاسبه کرد

  

)19(                  
1

( ) ( ).
n

h
i i

i
u x x u



  
  

)20(                1( ). ( ). ( )TP x A x B x   
 

)21(           1 2( ) ( )...... ( ) .nx x x    
 

  .است  MLSها توابع شکل iکه در آن 
وم بودن خود توابـع  همچنین مشتقات توابع شکل با معل

  .آیند دست می به راحتی به
  

  سازي معادلات هذلولوي الگوریتم گسسته -4
شکل دیورژانس دسـتگاه معـادلات دیفرانسـیلی هـذلولوي      

  .شود صورت زیر بیان می تحت شرایط مرزي و آغازین به
  

)22(                     ,, .xtU F GU   
  

بـردار مقـادیر شـار     F  ، بردار مجهولات Uجا  در این
مـاتریس ضـرایب ثابـت در     G، و Uصـورت تـابعی از   به

صـورت   خطی معادله بـالا بـه   شکل شبه. سمت راست است
  .زیر است

  

)23 (                  , ,. .t xU AU GU   
 

FAکه در آن 
U





کـارگیري   با به. ماتریس ژاکوبین است 
  :سازي پسر و در زمان براي معادله بالا داریم گسسته

  

)24(     
1 1 1

,1

,

( . . )
0

(1 )( . . )

n n n
xn n

n n n
x

A U GU
U U t

A U GU





  


  
    
   

  
 

)25(                     1n nU U U    
 

)26(               
1

( ) ( ).
n

k i k i
i

U x N x U


    
 

1nAجاي  به nA گذاري با جاي  سازي و  بمنظور خطی
مانـده در گـام    ، میزان باقی)24(در ) 26(گذاري رابطه  جاي

1nزمانی   آید دست می در یک نقطه همپوش به.  
  

)27  (
1

, ,

,

( .( )

.( )) (1 )( . . )] 0

n n n
x x

n n nn
x

R U t A U U

G U U A U G U





       

     
  

 

  .شود براي کلیه نقاط حوزه بصورت زیر تعریف می Jتابعک
  

)28(
   

( ),( 1) 2 ( ),( 1) 2

1 1

( ),( 1) 2

1

1 ( [ ] . [ ]
2

. [ ] )

d t

u

M M
d n t n
k k

k k
M

u n
k

k

J R R

R





 

 





   


  

 

تعداد نقاط همپوش در حوزه مسئله،  dMدر رابطه بالا 
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قـاط  تعداد ن tMتعداد نقاط همپوش در مرز طبیعی  uMو 
1nهمپوش در مرز مشتقی و 

kR
  مانـده در نقطـه    مقدار بـاقی

نسـبت بـه    Jبا مشتق گرفتن از تابعک. ام استkهمپوش 
iu توان به یک دستگاه معادلات متقارن  راحتی می بهn n 

1nدست یافت و مجهولات را در گام زمانی  ام یافت.  
  
  ورد خطاابر -5

هــاي تقریبــی مســتلزم آگــاهی از بزرگــی  اســتفاده از روش
شرایط مطلوب آن است که بتـوان  . خطاهاي احتمالی است

ازاي هر جواب فرضی  اطمینان حاصل کرد که مقدار خطا به
رود و در  ن معینی که قابل محاسبه است، فراتـر نمـی  از میزا

شده، خود تخمین معقولی از خطاي  واقع این مقدار محاسبه
این امر امکان تظریف نتایج تا رسیدن به یـک  . واقعی است

کند و در عـین   دقت فرضی از پیش تعیین شده را فراهم می
  .دهد هاي تقریب افزایش می حال اعتماد کاربر را به فرایند

رســد؛ ولــی  ال بــه نظــر مـی  ایـن هــدف در آغــاز ایـده  
هاي قابل توجهی در این زمینه حاصل شده است و  پیشرفت

توان عملاً از فرایند بـراورد خطـا در محاسـبات     امروزه می
بــا چنــین بــراوردي امکــان  .عــددي واقعــی اســتفاده کــرد

گیري در مورد توقـف و یـا ادامـه محاسـبات بـراي       تصمیم
  .شود یج فراهم میتظریف بیشتر نتا

  
  CDLSمنابع خطا در روش  -5-1

هاي تقریبی حاصل از یک روش تقریبی دو نوع خطا  جواب
ها خطایی است که با اسـتفاده از   ترین آن مهم دارد ، اولین و

ــه  ــونی ب ــع  آزم ــب  تواب ــی تقری ــود م ــاي    وج ــد و خط آی
این خطا در حقیقت  ناشی از . سازي نامیده می شود گسسته

ن معادلات دیفرانسیل حاکم بـر حـوزه مسـئله و    تأمین نشد
  .وسیله تقریب توابع آزمونی است شرایط مرزي آن به

ایـن خطـا ناشـی از    . خطاي دوم خطـاي گـرد کـردن اسـت    

ــره ــد   محــدودیت ذخی ــه از فراین ــر مرحل ســازي اطلاعــات در ه
توان با توجـه بـه پیشـرفت روز     خطاي دوم را می. محاسبات است

سـازي   در این بخش  خطاي گسسته. قل کردافزون کامپیوترها حدا
  .شود کارگیري فرایند تقریبی بررسی می حاصل از به

، خطـاي  CDLSاولین منبع خطا در روش بـدون شـبکه   
  .حاصل از تقریب تابع با استفاده توابع آزمونی است

  

)29(      
        1

( ) ( ).
n

k i k i
i

u x x u


   
  

بدون هاي  و سایر روش CDLSطبق رابطه بالا در روش 
 kxشبکه براي محاسبه مقدار تابع در یک نقطه فرضی مانند

شود که این امر یکی  اي استفاده می یابی مقادیر گره از درون
واضـح اسـت   . وجود آورنده خطا است ترین منابع به از مهم

که هرچه تعداد نقاط گره اي افزایش یابد مقدار ایـن خطـا   
از  CDLSدومـین عامـل خطـا در روش    . کمتر خواهد شـد 

شـود کـه تنهـا تعـداد      مشاهده می. آید می دست به) 8(رابطه 
محدودي از نقاط تحت عنـوان نقـاط همپـوش در تشـکیل     

بنـابراین محـدود بـودن تعـداد نقـاط      . نقش دارند Jتابعک
عنـوان یکـی    توان به می را نیز Jهمپوش در تشکیل تابعک 

بـراي کـاهش   . آورنده خطا نام بـرد  وجود دیگر از عوامل به
  .خطا در این حالت باید تعداد نقاط همپوش را افزایش داد

  
  CDLSکننده خطا در روش  وردابر -5-2

هاي خطا ابزاري مهـم در هـر فراینـد تظریـف      هبراورد کنند
تـوان   میبا آگاهی از چگونگی توزیع خطاها . تطبیقی است

ایـن  . طور مناسب و خودکار انجـام داد  فرایند تظریف را به
در روش بـدون   .شـود  فرایند تظریف تطبیقـی خوانـده مـی   

آورده ) 28(کـه در رابطـه    Jاز مقدار تابعـک  CDLSشبکه 
شده است در هر نقطه همپوش به عنوان معیاري براي خطا 

 Jواضح است که هرچه مقدار .دشو در آن نقطه استفاده می
بـراي بررسـی    .کمتر باشد مقدار خطا نیز کمتر خواهد بـود 
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کارایی این بـراورد کننـده خطـا، مسـائل برگـر غیرخطـی،       
حـل   CDLSشکست سد و پشته کردن امواج، ابتدا با روش 

شده، سپس خطاي براوردشده براي لحظاتی خـاص نشـان   
کاررفته در حل مسائل  تعریف پارامترهاي به. داده شده است

  :صورت زیر است به
n :  صـورت یکنواخـت در    تعداد نقاط گرهی است کـه بـه

  .اند حوزه مسئله قرار گرفته
col :در ایـن پـژوهش همـواره    . تعداد نقاط همپوش است

ش روي نقـاط گرهـی   نقطه از نقاط همپـو  nشود  فرض می
  .قرار دارد

dm :  نقاط گرهی است تأثیرشعاع.  
p :رفتـه بـراي محاسـبه توابـع شـکل       کار درجه تابع پایه به

2pمثال به عنوان. است   21یعنیP x x   .  
 :سـازي زمـانی اسـت و     شـده در گسسـته   پارامتر استفاده

 .است 1تا  5/0مقدار آن بین 

dt :سازي زمانی است فواصل زمانی براي گسسته.  
  خطی برگر معادله غیر: مسئله اول

  .صورت زیر است معادله دیفرانسیل حاکم بر این مسئله به
  

)30(
        

0 0 1u uu x
t x

 
   

 
  

 

  صورت زیر آمده است شرایط مرزي و آغازین به
  

( , 0) 2 5. 0 0.2u x t x x      
  

( , 0) 1 0.2 1u x t x     
  

  .پارامترهاي حل مسئله در ادامه آمده است
 

51, 81, 0.05,
1, 1, 0.02

col n dm
p dt
  
  

  

  

ثانیـه بـه    45/0 و 2/0هـاي   هاي مسئله در زمـان  جواب
  :صورت زیر است

 
  براي مسئله اول CDLSاي روش ه جواب )2(شکل

  

هاي مسئله  شده براي جواب در شکل زیر خطاي براورد
  .بالا آمده است

  

  
ي  وسیله شده براي مسئله اول به زده هاي تخمین خطا )3(شکل

  شده براوردکننده خطاي ارائه
  

بیشترین مقدار خطا در حل معادلـه برگـر در   ) 3(در شکل 
 75/0و  4/0رتیـب در نقـاط   ت ثانیـه بـه   45/0و  2/0هـاي   زمان

هـاي روش عـددي کـه در     با توجه به جواب. شود مشاهده می
  .ها را دریافت توان صحت این جواب آمده است می) 2(شکل 

  مسئله شکست سد: مسئله دوم
هاي کـم   معادله دیفرانسیل حاکم بر این مسئله با معادله آب

  .شود که در ادامه آمده است عمق بیان می
  

2

2

           on    : 0 40      
t x x

x

  
  

  
  

u u uA (u) D Q(u)  

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1

U
 (m

/s
)

X(m)

t=0
t=0.2
T=0.45

0
1
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6
7
8
9

10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Es
tim

at
ed

 E
rr

or
)

ربع
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م
/
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م

  (

X (m)

t=0.2

T=0.45
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)31(

        

2

        0                   1  
  ,   

( ) ( )  2  
          0 0    0

 ,    ,  
( ) 0    0

H
H u u g H u

dHg H dx


 



   
          

   
        

u A

Q D

  

 

سـرعت و   uتراز سطح آب،  عمق،   Hدر رابطه بالا
g مقادیر  .شتاب ثقل استH وg  برابر واحد وdH

dx
کـه   

.  معرف شـیب بسـتر اسـت برابـر صـفر فـرض مـی شـود        
  :صورت زیراست پارامترهاي حل مسئله به

 

81, 81, 1.5
1, 1, 025

col n dm
p dt

  
  

  

  

ثانیه بـراي عمـق    5و  2هاي  هاي مسئله در زمان جواب
  :آب به صورت زیر است

  

  
  براي مسئله دوم CDLSهاي روش  جواب )4(شکل

  
  

ثانیه  5و  2هاي  در شکل زیر خطاي براوردشده در زمان
  .آمده است

  

  
ي  وسیله شده براي مسئله دوم به زده هاي تخمین خطا )5(شکل

  شده براوردکننده خطاي ارائه

شود براوردکننده خطـا مقـدار    مشاهده می) 5(در شکل 
 30تـا   25ثانیه بعد از شکست سد، بین فواصـل   5خطا را 
. دهد مناطق نشان میمتري بیشتر از سایر  20تا  5/7متري و 

تـوان دریافـت    هاي مسئله شکست سد می با مشاهده جواب
متـري یـک مـوج مثبـت و در      30تـا   25ثانیه در  5بعد از 

. متري یک موج منفی تشکیل خواهد شد 20تا  5/7فواصل 
رسد که حل عددي در این فواصل  نظر می بنابراین منطقی به

  .باشد تري نسبت به سایر مناطق داشته خطاي بزرگ
  مسئله پشته کردن امواج: مسئله سوم

شونده به ساحل بررسـی   در این مسئله معادله امواج نزدیک
معادلات حاکم بر این مسئله مشابه مسئله شکست  .شود می

شیب بستر در مقـدار سـمت راسـت     تأثیرسد است و تنها 
شـرایط  . دستگاه معـادلات دیفرانسـیل لحـاظ شـده اسـت     

  .آمده است) 6(پارامترها در شکل آغازین و همچنین سایر 
  

  
  شرایط آغازین مسئله پشته کردن امواج )6(شکل

  

  :پارامترهاي حل مسئله به این صورت است
 

81 , 81, 1.5
1, 1, 0.25

col n dm
p dt
  
  

  
  

ثانیه براي عمق  20و  10هاي  هاي مسئله در زمان جواب
  :است) 7(شکل  صورت آب به

در ، خطـاي براوردشـده بـراي عمـق آب     )8(در شکل 
  .ثانیه نشان داده شده است 20و  10هاي  زمان

شود براوردکننده خطا  مقـدار   مشاهده می) 8(در شکل 
گیري موج اولیه، بین فواصل  ثانیه از شکل 20خطا را بعد از 
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با مشاهده . دهد متري بیشتر از سایر مناطق نشان می 5تا  20
آمـده  ) 7(هاي مسئله پشته کردن امواج که در شـکل   جواب

گیـري مـوج    ثانیه بعـد از شـکل   20توان دریافت  ست، میا
بنابراین منطقـی  . رسد متري می 5تا  20اولیه، موج به ناحیه 

نشـان داده   طور که براورد کننده خطـا  رسد همان به نظر می
تري نسـبت   است، حل عددي در این فواصل  خطاي بزرگ

  .به سایر مناطق داشته باشد
  

 
  براي مسئله سوم CDLSهاي روش  جواب )7(شکل

  

 
ي  زده شده براي مسئله سوم به وسیله خطاهاي تخمین )8(شکل

  شده براوردکننده خطاي ارائه
  
بررسی اثر تعداد نقاط همپوش در نتـایج   -6

ــواب ــاي روش  ج ــتفاده از   CDLSه ــا اس ب
  شده کننده خطاي معرفی براورد

شده بـه   در این قسمت با استفاده از براوردکننده خطاي ارائه
، پرداختـه  CDLSررسی اثر تعداد نقاط همپـوش در روش  ب

هـاي زیـر مسـاحت زیـر نمـودار خطـا        در مثال. شده است
عنوان معیاري کمی از خطاي روش در کـل حـوزه آورده    به

با استفاده از فرایندي که در این بخش شرح داده . شده است
تـوان معیـاري بـراي انتخـاب تعـداد نقـاط       شده است، مـی 
  .دست آورد همپوش کافی به

 :مسئله چهارم

و ایجاد  t =0.5 sتا زمان   خطی برگر در این مسئله معادله غیر
معادله دیفرانسـیل حـاکم بـر    . شود پدیده شوك بررسی می

مسئله و شرایط مرزي و اولیه در مسئله اول در بخش قبـل  
  .صورت زیر است پارامترهاي حل به. آمده است

 

51, 51, 0.025
1, 0.5, 0.01

col n dm
p dt
  
  

  
  

  .آمده است) 9(هاي مسئله در این مرحله در شکل  بجوا
  

  
  هاي مسئله چهارم در مرحله اول جواب )9(شکل

  

شـود جـواب داراي نوسـانات     طور که مشاهده می همان
شده براي نقاط گرهی در ایـن   خطاي براورد. شدیدي است

  .آمده است) 10(ثانیه در شکل  5/0مرحله در لحظه 
  

  
  شده براي مسئله چهارم در مرحله اول زده نخطاهاي تخمی )10(شکل
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مقدار خطاي روش در این مرحله که همان سـطح زیـر   
. محاسـبه شـده اسـت    85/8 نمودار تابعک خطا است برابر

ها، در مرحله بعـد    براي بررسی اثر نقاط همپوش بر جواب
ها منطبق بـر نقـاط    نقطه از آن 51نقطه همپوش که  301از 

ل مسـاوي در حـوزه مسـئله قـرار     است و به فواص ـ  گرهی
نتایج اعمال این نقاط همپـوش در  . گرفته است استفاده شد

  .آمده است) 11(شکل 
  

  
  هاي مسئله چهارم در مرحله دوم جواب )11(شکل

  

خطاي براوردشده براي نقاط گرهی در ایـن مرحلـه در   
  .آمده است) 12(ثانیه در شکل  5/0لحظه 

 

  
  شده براي مسئله چهارم در مرحله دوم زده خطاهاي تخمین )12(شکل

  

که همان سـطح زیـر   مقدار خطاي روش در این مرحله 
طور  همان. محاسبه شده است 29/0نمودار تابعک خطا است 

اي  هاي مسئله بهبود قابل ملاحظـه  که مشاهده میشود جواب
  .کننده خطا نیز مؤید این مطلب است اند که براورد یافته

نقطـه از   51قطه همپـوش کـه   ن 501در مرحله بعد  از 
ها منطبق بر نقاط گرهی است و بـه فواصـل مسـاوي در     آن

نتـایج اعمـال   و حوزه مسئله قرار گرفته است استفاده شده 
  .آمده است) 13(این نقاط همپوش در شکل 

  

  
  چهارم در مرحله سوم هاي مسئله جواب )13(شکل

  

براورد کننده خطا براي این مرحلـه  نتایج ) 14(در شکل
  .آمده است

 
  شده براي مسئله چهارم در مرحله سوم زده خطاهاي تخمین )14(شکل

  

  .محاسبه شده است 28/0مقدار خطاي روش در این مرحله 
در جدول زیر مقدار خطا براي هر مرحله به ازاي تعداد 
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  .شده آورده شده است کار گرفته نقاط همپوش به
  

  طا در مسئله چهارماثر تعداد نقاط همپوش بر مقدار خ )1(جدول 
Collocation Number Estimated Error 

51 8.85 
301 0.29 
501 0.28 

 

تـوان دریافـت افـزایش نقـاط      با توجه به جدول بالا می
چه تعـداد   همپوش تا حدي بسیار مؤثر بوده و بعد از آن هر

هـا   اي بـر جـواب   قابل ملاحظه تأثیرها بیشتر شود، دیگر  آن
بـه   301ه با افزایش تعداد ایـن نقـاط از   طوري ک به. ندارند
یافته است که با  هاي این مسئله تنها اندکی بهبود جواب 501

توان صحت این امر  می) 13(و ) 11(هاي  مقایسه بین شکل
 .را یافت

  :مسئله پنجم
در این مسئله معادله شکست سدي که قـبلا در مسـئله دوم   

مسـئله از   در ابتدا براي حل. شود حل شده است بررسی می
  :پارامترهاي زیر استفاده شده است

  
81 , 81 , 1.5

1, 0.6, 0.25
col n dm
p dt

  
  

  

  

  .ها به ازاي این پارامترها آمده است جواب) 15(در شکل 
  

  
  هاي مسئله پنجم در مرحله اول جواب )15(شکل

  

  .براي حل بالا آمده است هشد خطاهاي براورد) 16(در شکل 
  

  
  ي مسئله پنجم در مرحله اولشده برا زده خطاهاي تخمین )16(شکل

  

محاسبه شـده   452/0مقدار خطاي روش در این مرحله 
ــل مســئله از   .اســت ــراي ح ــال ب ــوش  161ح ــه همپ   نقط

)161col  (نتایج اثر اعمـال ایـن نقـاط    . استفاده شده است
  .آمده است) 17(همپوش نتایج، در شکل 

  

 
  حله دومهاي مسئله پنجم در مر جواب )17(شکل

  

  .آمده است) 18(براي این مرحله در شکل  هشد خطاي براورد
  

  
  شده براي مسئله پنجم در مرحله دوم زده هاي تخمین خطا )18(شکل
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  .محاسبه شده است 419/0مقدار خطاي روش 
نقطه همپـوش کـه بـه فواصـل      321در مرحله سوم از 

. مساوي در حوزه مسئله قـرار گرفتـه اسـتفاده شـده اسـت     
  .آمده است) 19(هاي این مرحله در شکل  جواب

  

  
  هاي مسئله پنجم در مرحله سوم جواب )19(شکل

  

  .صورت شکل زیر است براي این مرحله به هخطاي براوردشد
  

  
  شده براي مسئله پنجم در مرحله سوم زده خطاهاي تخمین )20(شکل

  

  .محاسبه شده است 416/0مقدار خطاي روش 
 ـ )2(در جدول  راي هـر مرحلـه بـه ازاي    ، مقدار خطـا ب

. کارگرفتـه شـده آورده شـده اسـت     تعداد نقاط همپوش بـه 
شـود بـا افـزایش تعـداد نقـاط       طور کـه مشـاهده مـی    همان

هاي این مسـئله انـدکی بهبـود یافتـه ولـی       همپوش، جواب
نقـاط همپـوش، کـاهش     ررود بـا افـزایش بیشـت    انتظار نمی

  .گیري در مقدار خطاي حل عددي حاصل شود چشم
  

  اثر تعداد نقاط همپوش بر مقدار خطا در مسئله پنجم )2(ول جد
Collocation Number Estimated Error 

81 0.452 
161 0.419 
321 0.416 

  

  :مسئله ششم
شونده به ساحل بررسـی   در این مسئله معادله امواج نزدیک

معادلات حاکم بر این مسئله و شـرایط آغـازین و   . شود می
  .وم آمده استمرزي آن در مسئله س

  .در ابتدا براي حل مسئله از پارامترهاي زیر استفاده شده است
  

81, 81, 1.5
1, 0.5, 0.5

col n dm
p dt

  
  

 

  

  
  هاي مسئله ششم در مرحله اول جواب )21(شکل

  

  .صورت شکل زیر است براي مرحله اول به هخطاي براوردشد
  

  
  ولشده براي مسئله ششم در مرحله ا زده خطاهاي تخمین )22(شکل
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محاسبه شـده   973/0مقدار خطاي روش در این مرحله 
نقطه همپـوش اسـتفاده شـده     161در مرحله بعد، از . است
هاي مسـئله بعـد از اضـافه کـردن ایـن نقـاط        جواب. است

  .آمده است) 23(همپوش در شکل 
  

  
  هاي مسئله ششم در مرحله دوم جواب )23(شکل

  

  .آمده است) 24( براي مرحله اول در شکل هشد خطاي براورد
  

  
  شده براي مسئله ششم در مرحله دوم زده هاي تخمین خطا )24(شکل 

  

ــر   ــه براب ــن مرحل ــاي روش در ای ــدار خط  0963/0 مق
نقطـه همپـوش    321در مرحله سوم از . محاسبه شده است
اثر اعمال این نقاط همپوش در نتایج در . استفاده شده است

  .آمده است) 25(شکل 
  

  
  هاي مسئله ششم در مرحله سوم بجوا )25(شکل

  

  .صورت شکل زیر است براي این مرحله به هخطاي براوردشد
  

  
  شده براي مسئله ششم در مرحله سوم زده هاي تخمین خطا )26(شکل

  

در . محاسـبه شـده اسـت    0952/0مقدار خطـاي روش  
جدول زیر مقدار خطا براي هر مرحله به ازاي تعداد نقـاط  

  .شده آمده است کار گرفته همپوش به
  

  اثر تعداد نقاط همپوش بر مقدار خطا در مسئله پنجم )3(جدول 
Collocation Number Estimated Error 

81 0.0973 
161 0.0963 
321 0.0952 

 
  گیري نتیجه -6

هاي عـددي   ترین روش عنوان نوین شبکه به هاي بدون روش
هــاي اخیــر توجــه  در حـل معــادلات دیفرانســیل، در ســال 
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هـدف  . سیاري از پژوهشگران را به خود جلب کرده استب
این مقاله اضافه کردن یک قابلیت پرکاربرد و مؤثر دیگر بـه  
این روش بدون شبکه است که همان بـراورد کـردن خطـا    

هـاي عـددي ابـزاري     هاي خطا در روش است براورد کننده
گیري صـحیح حـل و تخمـین     کارامد براي اطمینان ازجهت

مانده  براي این منظور از مقدار باقی. ل استدقت نتایج حاص
در هر نقطه گرهی به عنوان معیاري براي خطـاي آن نقطـه   

به همـین دلیـل ایـن براوردکننـده خطـا      . استفاده شده است
بـراي  . تقریباً نیاز به هیچگونه هزینه محاسباتی اضافی ندارد

نشان دادن صحت عملکرد این براوردکننده خطا سه مسـئله  
) برگر غیرخطی، شکست سد و پشـته کـردن امـواج   (نمونه 

ــاي  CDLSابتـــدا بـــا روش  حـــل شـــده و ســـپس خطـ
شده براي هر نقطـه محاسـبه شـده و نشـان داده      زده تخمین

کننـده   دهنده صحت عملکرد بـراورد  نتایج نشان. شده است
در بخش بعدي این مقاله با اسـتفاده  . شده است خطاي ارائه

ده، به بررسی اثـر تعـداد نقـاط    ش از براوردکننده خطاي ارائه
نتـایج  . هاي مسئله پرداختـه شـده اسـت    همپوش در جواب

ها و کاهش مقدار خطا بـا افـزایش    دهنده بهبود جواب نشان
  همچنین نتایج مؤید ایـن مطلـب  . تعداد نقاط همپوش است

هـا   است که افزایش نقاط همپوش تا حدي در بهبود جواب
س مقدار خطا، باید از مؤثر است ولی براي کم کردن محسو

وان با استفاده ت براي مثال می. هاي دیگري استفاده کرد روش
از فرایند تظریف تطبیقی از نقاط گرهی بیشتري در نـواحی  

  .که خطاي بیشتري دارند استفاده کرد
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Abstract: 
The error estimation should be a main tool in every adaptivity process. This is the reason for 
the great importance of the estimation. It allows us to know the quality of the solution, and 
hence, if it is acceptable or not. Moreover, it provides some information about the changes 
that are necessary to be made in the mathematical model to reach, in an economic way, the 
desired solution. In this paper, a new error estimator for solving the hyperbolic problems to be 
used in conjunction with the Collocated Discreet Least Square Meshless (CDLS) method is 
presented. The error estimator is shown to be naturally related to the least-squares method, 
providing a suitable measure of the errors in the solution. The estimator is easily calculated by 
the use of already existing matrices of the least-squares computation, hence, it is very cheap. 
The proposed error estimator was implemented with CDLS method to solve three benchmark 
examples from the literature and the effect of collocation points on them was investigated. 
These examples are nonlinear burgers equation, dam break problem and the problem of 
shoaling a wave on sloping shallow waters. The results showed that the error estimator works 
very well in all numerical examples. 
 
Keywords: Meshless method, Error estimator, Collocation points, Hyperbolic equations. 
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