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 دهیچک
شود. دی میبنشبکه آسانیهای کارتزین موجب ترکیبی از مفهوم دامنه موهومی و روش المان طیفی است که با استفاده از شبکه طیفیروش سلول 

مل مزمان شاه یشنهادی. روش پدهدیم توسعه مسائل الاستواستاتیکدر  یتقطعلحاظ عدم یبرارا  یتصادف یفیبا نام سلول ط یننو یروش مقاله ینا

های طیفی المان مرتبه بالای یابیاز توابع درون یاست. روش سلول طیفی تصادف یو روش المان محدود تصادف یفیروش سلول ط هاییژگیتمام و

 اینرآمدی اک، منجر به افزایش رلژاند-لوباتو-گاوسعددی  یریگبا توجه به انتگرال یابیدرون. استفاده از این توابع کندیاستفاده م از نوع لوباتو

این روش د. همچنین نشوکار گرفته میهای آشوبی در روش سلول تصادفی طیفی بهایلو و چندجملههای کارهیوننبسطشود. میروش عددی 

 وانمندیت، ارتزینکاستفاده از شبکه  .کندهای طیفی حل میرا با سلول لو میدان تصادفیناشی از بسط کارهیونن نوع دوم فردهلممعادله انتگرالی 

شده راهمف های عددینمونه های موثر روش پیشنهادی است.ه بالا از ویژگیبع شکلی مرتبتوالحاظ و نیز  فردهلماتی در حل معادله انتگرالی بمحاس

 حل مسائل مبنای الاستواستاتیکی است. برایسلول طیفی تصادفی  نمایانگر دقت مناسب روش در این پژوهش

 

 یت مصالح.قطععدم ،فردهلممعادله انتگرالی ، الاستواستاتیکمسائل ، احتمالاتی سازهتحلیل  ،تصادفی طیفی روش سلول واژگان: دیکل

 

 مقدمه -1
تعمیم روش المان محدود  یروش المان محدود تصادف

ائل مس که برای حل سنتی به چارچوب تصادفی است ینیتع

ه کار بتصادفی  یکیزیمشخصات ف بااستاتیکی و دینامیکی 

 یاحتمالات یا یریاضی، المان محدود تصادف گاهید. از درودمی

حل معادلات دیفرانسیل جزئی  برایعنوان یک ابزار قدرتمند به

 .رودشمار میبهتصادفی 

مورد توجه  یروش المان محدود تصادف یر،دو دهه اخ در

ه با توجه ب یژهاز پژوهشگران قرارگرفته است؛ به و یاریبس

 یه. از جنبه تجزاییانهرا یشد در فناوررروبه هاییشرفتپ

 یکردهایبه رو توانیرا م یروش المان محدود تصادف ی،تصادف

   [2] یفیط یهو تجز [1] یکارلو، اغتشاشمونت سازییهشب

کارلو از حل مسئله مونت سازییهشب یکردرو. [3]کرد  بندییمتقس

 ینا ین. بنابراجویدیهره مب یانمونه یبارها تحقق فضا یبه ازا

به تعداد  ی،در حل مسائل تصادف زیاد ییروش با وجود توانا

. شودیبالا م یکه منجر به تلاش محاسبات اردد یازن یلتحل یادیز

المان محدود  هاییسماتر یلوراز بسط ت یاغتشاش یکردرو

 یجزئ به محاسبه مشتق یازن یلکه به دل کندیاستفاده م یتصادف

پژوهشی –مجله علمی   

 مهندسی عمران مدرس
 1402، سال 5، شماره 23دوره 

 149تا  139صفحات 
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 یژهو به) ییبالا یمحاسبات ینههز یزروش ن ینا ها،یسرمات ینا

سط ب زا یفیط یهتجز یکرد. رودارد (یاسمقمسائل بزرگ یبرا

 یفوصت یبرا یببه ترت یآشوب یاو بسط چندجمله لویوننکاره

 ییالادقت ب یکردرو ین. اکندیو پاسخ استفاده م یتصادف یدانم

 یابر ییبالا یمحاسبات ینههز یگر،د یکرددارد اما، همچون دو رو

 یبالا یتلاش محاسبات یندارد. بنابرا یاسمقمسائل بزرگ

با روش المان محدود  یسهدر مقا تصادفیالمان محدود  یهاروش

 ییهاهمواره توسعه یل،دل ین. به هم[3] است یرناپذاجتناب ینیتع

 المان یهادقت روش یشو افزا یمحاسبات ینهکاهش هز ینهدر زم

 روش به تازگی ینه،زم ینانجام شده است. در ا یمحدود تصادف

( یتصادف یفیروش المان ط یا) یتصادف یفیالمان محدود ط

اج ها و انتشار اموسازه یکمسائل مکانبرای  یو خاج یانتوسط زک

روش، مانند روش المان محدود  ین. ا[8-4] است یشنهاد شدهپ

استفاده  یفیط یهتجز یکرد، از رو[2] در منبع یسنت صادفیت

 یفیروش المان ط یگذاردر نام "یفیط". البته کلمه کندیم

تفاوت دارد.  یفیط یکردرو یگذاردر نام "یفیط"با کلمه  یتصادف

 یادفتص یهابسط یدوماما  گرددیبازم یفیبه روش المان ط یاول

بسط  یبرا یعگر سر. حلگیردرا در بر می لورهیوننهمچون کا

و دقت  یمحاسبات ییکارا ی،جرم قطر یسماتر لو،یوننکاره

 .است یتصادف یفیروش المان ط یاصل هاییژگیمناسب از و

با  یهاسازه یلتحل یموجود برا یهاروش یاناز م

و  یزیانپرو روش سلول محدود توسط یچیده،پ یهاهندسه

روش المان محدود و  یبشد که از ترک یشنهادپ [9]همکاران 

 یروش تلاش لازم برا ین. اجویدیبهره م موهومیمفهوم دامنه 

 یتا مرزها کندیم یلتبد یوفق یریگانتگرال یکشبکه را به  یدتول

مسئله لحاظ شود. روش سلول محدود از شبکه  یک یزیکیف

شبکه  دیلتو یکه منجر به کاهش دشوار کندیاستفاده م ینکارتز

روش  ییموجب کارا یژگیو ین. اشودیدقت حل م یشو افزا

که در  شودی( مCAD) یانهرا یهبرپا یسلول محدود در طراح

 انیاز م یگر،د ی. از سورودیکار مبه یگوناگون مهندس یهاشاخه

 توانیم یپراکندگ یکاهش خطا ایموجود بر یعدد یهاروش

___________________ 

1 Fredholm 

 ییفط یمرتبه بالا یهالمانرا نام برد که از ا یفیروش المان ط

 . [11, 10] کندیاستفاده م

مواجه با  یبرا یعدد یهاوجود توسعه شگرف روش با

توسعه  ینهدر زم ی، مطالعات اندکCAD یهاهندسه چالش

است  انجام شده ییهاهندسه ینچن یبرا یتصادف یهاروش

, 12] یتصادف یزوژئومتریکا یلروش تحل توانیکه تنها مچنان

 یلرا نام برد. روش تحل [14] یو روش سلول محدود تصادف [13

 [15] یزوژئومتریکا یلتوسعه روش تحل یتصادف یزوژئومتریکا

 ی،ادفتص یزوژئومتریکا یلاست. روش تحل یتصادف یدر فضا

 ینخست برا جوید،یبهره م  B-splineو T-spline یهکه از توابع پا

 داده شد توسعه یکسازه با رفتار الاست یخط یکیاستات یلتحل

ارتعاش آزاد  یلتحل یروش نامبرده برا ی،. در گام بعد[12]

که  به کار رفت یکو الاست صادفیها با مشخصات مصالح تسازه

. [13] است یافته یمتعم یتصادف یژهمسئله مقدار و یکحل  یهبر پا

 توسعه روش سلول یروش سلول محدود تصادفاز سویی دیگر، 

است که  یخط یسیتهمسائل الاست یبرا یتصادف یمحدود در فضا

شمار به یتصادف یتنها توسعه روش سلول محدود در فضا

ها سازه یکمکان یکیحل مسائل استات یروش برا ین. ارودیم

ای اینگونه رب یفیاما تاکنون توسعه روش سلول ط کار رفته استبه

 . انجام نشده استمسائل 

توسعه داده  سلول طیفی تصادفیروش در این مقاله، 

قابل  CAD یهاهندسه احتمالاتی یلتحل ینه تنها برا شود کهمی

 یمعادله انتگرالعددی حل  ،که در این روشاستفاده است بل

که  شودانجام می ییهادامنه ینچن یبرااز نوع دوم نیز  1فردهلم

 .دشویمحسوب م یکاربرد یاضیاتر ینهتوسعه در زم یکخود 

وناست و از توابع در یفیروش سلول ط یهبر پا یشنهادیروش پ

ن همچنی .دارد مناسبیدقت  ینبنابرا جوید،یم مرتبه بالا بهره یابی

معادله  یسازگسسته یبرا یاز تعداد سلول کمتراین روش 

دوگانه  یعتجم یندفرا یللبه دکه  کندیاستفاده م فردهلم یانتگرال

 ن،افزون بر ای. بردیرا بالاتر م یمحاسبات ییمرحله، کارا یندر ا

د مسئله منجر به فرم استاندار تواندیم استفاده از توابع شکل طیفی

 ،و از سویی دیگر شود معادله انتگرالی از آن یناش یژهمقدارو
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طور  هب یژهو بردار و بودنخواهد  یژهتابع و یلبه تشک یازین

محاسبات قابل کاربرد است چراکه نقاط  یبرا یممستق

 آن منطبق است. یبر نقاط گره یفیسلول ط یریگانتگرال

  

 طیفیروش سلول  -2
روش سلول محدود برای نخستین بار توسط پرویزیان و همکاران 

. [16, 9] شد توسعه داده و سپس روش سلول طیفی معرفی شد

 یفیو ط سلول محدود هایمسائل با استفاده از روش یبندشبکه

 آثار یبه خوب ندنتوایم هااین روش یجهساده است و در نت نسبتاً

 ییرا با دقت و کارا هایوستگیناپبرخی از و  یچیدههندسه پ

اس براس طیفی. روش سلول سازی کنندمدلمناسب  یمحاسبات

 . است استوار ئلهسمدر  موهومیو  یاصل دامنهدو  تعریف

الاستواستاتیک بررسی  مسئلهدر این بخش معادلات حاکم بر 

 :شوندمی

(1) 
∇ ∙ 𝛔 + 𝐛 = 𝟎      in    Ω 

𝐮 = 𝐮𝐃        on     ΓD 

𝛔 ∙ 𝐧 = 𝐟𝐍      on     ΓN 

 

مسئله الاستیک خطی برقرار است؛  Ωی دامنه درکه این معادله 

𝐛  نیروی حجمی و𝛔  تنش است. تانسور𝐟N  سطحی برای بار 

ΓΝشرایط مرزی نیرویی ) ⊂ Γجایی ه(  است؛ شرایط مرزی جاب

(ΓD ⊂ Γشود، ( نیز روی مرز اعمال می𝐧  بردار یکه عمود بر

کرنش و رابطه -( است. همچنین رابطه تنشΓN سطح دامنه )مرز 

 با: هستندجایی برابر جابه -کرنش

(2) 𝛔 = 𝐂𝛆   ,    𝛆 = 𝐁𝐮   

شده  فرم تضعیف ته است.یماتریس الاستیس 𝐂 این معادلهدر  که

 شود:مینوشته زیر  گونهبه( 1معادله )

(3) ∫ �̅�T𝐂𝛆 dΩ 
Ω

= ∫ �̅�T𝐛 dΩ 
Ω

+ ∫ �̅�T𝐟𝐬 dГ 
ГN

 

 �̅�و  جایی مجازی،هبردار جاب �̅�جایی، بردار جابه 𝐮 که در آن 

 ش مجازی است.بردار کرن

با استفاده از روش سلول محدود، دامنه  سازی مسئلهگسستهبرای 

Ω  به دامنهΩ
ed

نشان داده  (1شکل )که در  شودتعمیم داده می  

منظم  شکلستطیلیهای مجدید را با سلول سپس دامنه. شده است

___________________ 

1 Quadtree 

 سازی کرد.گسستهتوان می
 

Ω، دامنه موهومی Ωدامنه اصلی  .1شکل 
fd

Ω یافتهتعمیم و دامنه  
ed

  

 
Fig. 1. Physical domain, fictitious domain, and extended 

domain 
 

 :کردزیر بازنویسی  گونهتوان بهرا می( 3درنتیجه معادله )

(4) ∫ �̅�T𝛼𝐂𝛆 dΩ 
Ωed

= ∫ �̅�T𝛼𝐛 dΩ 
Ωed

+ ∫ �̅�T𝐟s dГ 
ГN

 

 که 

(5) 𝛼 = {
1                in    Ω
0             in    Ωfd

 

  :یمبا سه نوع سلول روبرو هست اکنون

برای  اند وگرفته قرار Ω یهاز ناح یرونکه کاملا ب ییهاسلول -

 ؛ برابر صفر است α هاآن

 هابرای آن اند وقرارگرفته Ω یهکه کاملا درون ناح ییهاسلول -

α  ؛  است یکبرابر 

در توابع که  شوندیقطع م Ω یهکه توسط مرز ناح ییهاسلول -

از  هاآن ین برایبنابرا کنند،ایجاد می یوستگیناپ یریگانتگرال

فاده است یدوبعد یفضا یسازدر گسسته یچاردرخت الگوریتم

  (.2همچون شکل ) شود،یم

 :شودها تشکیل میاجتماع تمامی سلولیافته با دامنه تعمیم

(6) Ωed= ⋃ Ωc

𝑚

𝑐=1

 

 𝑚یافته توسط یک سلول است و دامنه تعمیم دامنه  Ωc که در آن

بنابراین ماتریس سختی و بردار نیروی شود. بندی میسلول تقسیم

  آید:دست میزیر به روابطهر سلول از 

 

(7) 𝐊𝑐 = ∫ 𝛼𝐁𝑐T𝐂𝐁𝒄 dΩ
Ω𝑐

 

(8) 𝐅𝑐 = ∫ 𝛼𝐇𝑐T𝐛 dΩ
Ω𝑐

+ ∫ 𝐇𝑐T𝐟sdГ
Г

𝑐
 

، ماتریس سختی 1سازی چاردرختیبا استفاده از روش گسسته

ها گیری ترکیبی روی زیر سلولتوان با انتگرالیک سلول را می

 یبنداز فرمول ،طیفیهمانند روش المان دست آورد. هب
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، لهر سلو هاییساستخراج معادلات و ماتر یزوپارامتریک برایا

-گاوس یعدد یریگاز روش انتگرال آنگاه شود.یاستفاده م

 .ودشیاستفاده مهمراه با الگوریتم چاردرختی  لژاندر-لوباتو

در هر سلول از رابطه زیر  جاییجابه مقادیربرای دستیابی به  

 شود:استفاده می

(9) 𝐮 = 𝐇𝐔 

 هیگر جاییجابهبردار  𝐔نمایانگر ماتریس توابع شکل و  𝐇که  

 گیرییابی و انتگرالدر تشکیل توابع درون برای نمونه،است. 

و  3x، از مقادیر مختصاتی مرتبه سوم طیفی سلول برای عددی

 شود:زیر استفاده می 3wوزنی 

(10) x3=[−1.0000, −0.4472, 0.4472, 1.0000], 
w3=[0.1667, 0.8333, 0.8333, 0.1667] 

 

 رانژلاگ هاییاجملهچندبر اساس  یفیتوابع شکل روش سلول ط

لول یک سبرای نمونه،  است. لژاندر-لوباتو-گاوسهمراه با نقاط 

یابی گره است که تابع درون 16دارای  3طیفی دوبعدی مرتبه 

 با:  است برابر هاگرهیکی از این 
 

(11) h1= 0.3906 (r +0.4472)(s+0.4472) 
×(r−0.4472)(s−0.4472)(r −1.0)(s−1.0) 

 هستند.  کیپارامترزویای هامختصه sو  rکه چنان

به رابطه تعادل حاصل  ها،های تمام سلولپس از تجمیع ماتریس

 :رسیممی طیفی از روش سلول
(12) 𝐊𝐔 = 𝐅 
  .سختی کل سازه است ماتریس 𝐊بردار نیرو و  𝐅که 

 

 سازی با روش چاردرختیگسسته ای ازنمونه .2شکل 

 
Fig. 2. A partitioning with quadtree method 

 

وسط که ت ی، هر سلول اصلیچاردرخت سازیگسسته الگوریتمدر 

. شودیم یمتقس یرسلول یکسانبه چهار ز شودیقطع م یهمرز ناح

 سلول یردوباره به چهار ز یز، در صورت تقاطع،ن یرسلولهر ز

تعداد  ایبه دقت مورد نظر  دستیابیمرحله تا  ینا شود.یم یمتقس

 اخواهد شد ت مداوم تکرار شده،یفتعر یشاز پ یماتقستسطح 

 شود. سازیپیاده یبا دقت مناسب یزیکیهندسه دامنه ف

 

 سلول طیفی تصادفیروش  -3
 بندیفرمول -1-3

 یتصادف یفیروش سلول ط یبندبخش نخست فرمول یندر ا

 توسعه داده استاتیکمسائل الاستو ی( برایشنهادی)روش پ

فردهلم با استفاده از  یمعادله انتگرال ی. سپس حل عددشودیم

 لویوننچراکه در بسط کاره یابدیتوسعه م طیفیروش سلول 

 استفاده خواهد شد.  یتصادف طیفیروش سلول  برای

 سیباشد، ماتر یتصادف یدانم یک یستهالاست یبچنانچه ضر

 نشان داد: یرگونه زبه توانیرا م یتصادف یسیتهالاست

(13) 𝐂(𝐱, 𝜃) = 𝐸(𝐱, 𝜃)𝐂𝟎 

 𝐂𝟎ابت ث یسماتر یکاز  یمضرب تهییسالاست ماتریسکه در آن 

 توانیلو، میوننبا بسط کاره یتصادف یدانم یهاست. با تجز

 نوشت:

(14) 
 

𝐸(𝐱, 𝜃) = 𝛼0�̅�(𝐱) + 𝛼𝑓 ∑ √𝜆𝑖

∞

𝑖=1

𝜑𝑖(𝐱)𝜉𝑖(𝜃) 

 و جمله دوم بخشای که نخستین جمله بخش میانگین به گونه

یژه و توابعدهد. مقادیر ویژه و نوسانی میدان تصادفی را نشان می

 0αر آید. مقادیدست میبه معادله انتگرالی فردهلمبا حل عددی 

ترتیب متناظر با مقادیر میانگین و نوسانی دامنه فیزیکی هب fαو 

صورت زیر نوشته  به. بنابراین ماتریس سختی هر سلول هستند

 د:شومی

(15) 𝐊𝑐 = 𝐊0
𝑐 + ∑ 𝐊𝑖

𝑐

∞

𝑖=1

𝜉𝑖(𝜃) 

 که در آن

(16) 𝐊0
𝑐 = ∫ 𝛼0�̅�(𝐱)𝐁𝑐T𝐂0𝐁𝑐 dΩ

Ω𝑐

 

 و

(17) 𝐊𝑖
𝑐 = √𝜆𝑖 ∫ 𝛼𝑓𝜑𝑖(𝐱)𝐁𝑐T𝐂0𝐁𝑐 dΩ

Ω𝑐

 

 یددع یریگالبا انتگر یچاردرخت الگوریتم ت که ازاس یهیبد

یها استفاده مانتگرال ینمحاسبه ا یلژاندر برا-لوباتو-گاوس
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 :یمدار ،استاتیکیمعادله تعادل  با استفاده از ینشود. بنابرا

(18) (∑ 𝐊𝑖𝜉𝑖(𝜃)

𝑀

𝑖=0

) 𝐔(𝜃) = 𝐅 

 یآشوب هاییاتوان با چندجملهیرا م هاییجاجابه یگر،د یاز سو

 داد: یمتعم

(19) 𝐔(𝜃) = ∑ 𝐔𝑗𝜓𝑗(𝛏)

𝑃

𝑗=0

 

جمله از بسط  Pلو و یوننجمله از بسط کاره M اکنون چنانچه

 :رسیمیم یربرداشته شود، به مانده ز یآشوب یاچندجمله

(20) (∑ 𝐊𝑖𝜉𝑖(𝜃)

𝑀

𝑖=0

) (∑ 𝐔𝑗𝜓𝑗(𝛏)

𝑃

𝑗=0

) − 𝐅 = 𝛆 

 یه بر فضامعادل ینطرف یدمانده، با ینا سازیینهکم یبرا

با  نیمتعامد باشد. بنابرا یآشوب یابا بسط چندجمله یجادشدها

 :داشت یمخواه یاضی،ر یدو گرفتن ام یندر طرفام kضرب جمله 

(21) 〈𝜓𝑘(𝜃) (∑ 𝐊𝑖𝜉𝑖(𝜃)

𝑀

𝑖=0

) (∑ 𝐔𝑗𝜓𝑗(𝛏)

𝑃

𝑗=0

)〉

= 〈𝜓𝑘(𝜃)𝐅〉 

 

 ابر است با:بر (12)معادله  یتصادف یهمتا یجهدرنت

(22) 𝐊st𝐔st = 𝐅st 

 که یاگونهبه

(23) 𝐊st
𝑘 = ∑ ∑〈𝜉𝑖(𝜃)𝜓𝑗(𝜃)𝜓𝑘(𝜃)〉𝐊𝑖

𝑃

𝑗=0

𝑀

𝑖=0

 

 

 و

(24) 𝐅st
𝑘 = 〈𝜓𝑘(𝜃)𝐅〉 

 

 یادر فض یروو بردار ن یسخت یسماتر یببه ترت 𝐅stو  𝐊stکه 

دستگاه معادلات  ،شودینه که مشاهده مگوهستند. همان یتصادف

 نییبرابر دستگاه معادلات تع P+1به اندازه  (22)در رابطه  یتصادف

  ت:خود اس یهمتا

(25) 𝑃 + 1 =
(𝑀 + 𝑝)!

𝑀! 𝑝!
 

 

 است.  یآشوب یامرتبه چندجمله pدر آن  کهچنان

وابط با ر ییجاجابه یانسو وار یانگینمحاسبه آمار پاسخ، م یبرا

 :آیدیدست مبه یرز

(26) E[𝐮] = 𝐮0 

 و

(27) Cov[𝐮, 𝐮] = ∑〈𝜓𝑗
2〉𝐮𝑗𝐮𝑗

𝑇

𝑃

𝑗=1

 

 
 فردهلمحل عددی معادله انتگرالی  -2-3

 یمعادله انتگرال یحل عدد یبرا یگوناگون یهاروش

 توانیها مآن یانشده است که از م یشنهادنوع دوم پ فردهلم

و  یزوژئومتریکا یلتحل یفی،طالمان محدود، المان  یهاروش

 ینکه. با توجه به ا[17, 14, 12, 6, 4] سلول محدود را نام برد

 ینا حل یبرا یفیاز روش سلول ط یتصادف یفیروش سلول ط

 یکردور ینبا ا روابط ریاضیاست تا  یازن کند،یمعادله استفاده م

له معاد یدبا یفیحل به روش سلول ط یرا. بیابدتوسعه  یزن

 نوشته شود: یرصورت ز به فردهلم یانتگرال

(28) 
∫ 𝛼𝐶(𝐱, 𝐱′)𝐶�̂��̂�(𝐱, 𝐱′) 

Ωed

𝜑𝑛(𝐱′) dΩ𝐱′

= 𝛼𝐵(𝐱)𝜆𝑛𝜑𝑛(𝐱) 
 

ام nمود  یژهو تابع و یژهمقدار و یببه ترت  𝜑𝑛(𝐱)و  𝜆𝑛که در آن 

 هب یفیط یرا با توابع شکل یژهتوان تابع ویم یناست. همچن

 بسط داد: یرصورت ز

(29) 𝜑𝑛(𝐱) = ∑ ℎ𝑖(𝐱)𝑑𝑖
𝑛

∞

𝑖=1

 

 

ام و j یمعادله در تابع شکل ینکه با استفاده از آن، ضرب طرف

 :رسیمیم یربه رابطه ز ین،از طرف یاضیر یدگرفتن ام

(30) 
∫ ∑ [∫ 𝛼𝐶(𝐱, 𝐱′)𝐶�̂��̂�(𝐱, 𝐱′)ℎ𝑖

Ω𝐱′

(𝐱′)dΩ𝐱′

𝑁

𝑖=1Ω𝐱

− 𝛼𝐵(𝐱)𝜆𝑛ℎ𝑖(𝐱)] 𝑑𝑖
𝑛  ℎ𝑗(𝐱) dΩ𝐱 = 0 

 کهچنان

(31) 𝛼𝐶(𝐱, 𝐱′) = {
1      (𝐱 ∈ Ω) ∧ (𝐱′ ∈  Ω)

0      (𝐱 ∈ Ωed\Ω ) ∨ (𝐱′ ∈  Ωed\Ω) 
 

 و

(32) 𝛼𝐵(𝐱) = {
1       𝐱 ∈ Ω
𝜀0     𝐱 ∈  Ωed\Ω 

 

 ژهیمسئله مقدار و، یجبر یاتو عمل یسازپس از انجام گسسته

 :شودحاصل می یرگسسته ز

(33) 𝐂𝐃 = 𝐁𝐃𝚲 
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 ریمقاد یسو ماتر یژهو یبردارها یسماتر یببه ترت 𝚲و  Dکه 

 .هستند یژهو

 یژهتوابع و یلبه تشک یازیکه ن شودیروش موجب م حل به این

قاط ن یرو یریگنقاط انتگرال طیفیدر روش سلول  یراد زنباش

وش نسبت به حل با ر یشتریب یتمز یجهقرار دارند؛ در نت یگره

 سلول محدود خواهد داشت.  
 

 های عددینمونه -4
روش سلول  یابیعددی مبنا برای ارز نمونهبخش، دو  یندر ا

یم یبررس فردهلم یو حل عددی معادله انتگرال یتصادف یفیط

های المان محدود این مسائل مبنا پیش از این با روش .شوند

ل ح تصادفی، المان طیفی تصادفی، و سلول محدود تصادفی

یم فرض ییصورت نما به یتابع همبستگ. [18, 14, 5] اندشده

تابع  و یسگاو یتصادف یدانته با میسیالاست یبضر ینهمچن .شود

. تعداد جملات بسط است شده یفتوص یینما یانسکوار

از  ستند.ه 3و  6 یببه ترت یای آشوبو چندجمله لویوننکاره

 طیفی مرتبه سوم استفاده شده است.سلول 

 

 کوک غشای -1-4

ر پردازد که دمی ککو سازه یتصادف یلبه تحل نمونه عددی ینا

 یارتجاع یبرمقدار متوسط ض نشان داده شده است. (3) شکل

و  1 یبترت بهاین سازه تنش مسطح  آن برایمعیار  و انحراف

به  yو xدو محور اصلی در راستای  یطول همبستگ است. 1/0

برابر  شده سطحی وارد بار یندبرااست.  60و  48 ترتیب برابر

 است. 33/0برابر پواسن  یبضرمقدار واحد، و 

 هیسبرای مقا یچاردرخت یشاز دو نوع شبکه با دو سطح پالا

شود، یمشاهده م (1)در جدول  که گونهاستفاده شده است. همان

با هر دو شبکه نسبت  یفیحاصل از روش سلول ط یژهو یرمقاد

با  افزون بر این،دارد.  یدقت مناسب یگرد هایروش با به حل

 معادله ینشود که دقت حل ایمشاهده م یژه،و یرتوجه به مقاد

ح آزادی است تا سط اتبه تعداد درجوابسته  یشترب یانتگرال

میانگین و انحراف  (2)در جدول  ین. همچنیچاردرخت یشپالا

شده  یسهمقاهای دیگر با نتایج روش Aنقطه  ییجاجابهمعیار 

, 5, 4] گذشتههای پژوهش یجبا نتا یمناسب یکه همخوان ،است

های المان محدود گفتنی است که روش. شودمشاهده می  [14

برای حل این  1تصادفی و المان طیفی تصادفی از شبکه مورب

کنند، اما روش پیشنهادی از شبکه کارتزین بهره مسئله استفاده می

 جوید.می
 

 غشای کوک .3شکل 

 
Fig. 3. Cook’s membrane 

 

 

 شده برای غشای کوکمقادیر ویژه محاسبه .1جدول 

Mode 

number 

Eigenvalues 

FEM [5] SFEM [5] FCM [14] SCM 

Mesh 12×8 

(distorted) 

Mesh 3×2 

(distorted) 

Mesh 6×8 Mesh 12×16 Mesh 3×4 Mesh 6×8 

k = 3 k = 4 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 4 k = 5 

1 875.2335 879.3547 879.4268 877.4833 877.3155 876.3058 880.5349 878.5941 879.9246 877.9817 

2 202.1285 205.7641 203.2473 202.7703 202.6721 202.4204 204.1946 203.7173 203.6388 203.1626 

3 66.7507 69.7813 67.2191 67.0017 66.9690 66.8723 68.1686 67.9561 67.6220 67.4083 

4 58.9065 60.9066 59.4620 59.1859 59.1921 59.0531 59.8930 59.6143 59.6481 59.3703 

5 31.7229 34.4315 31.9590 31.7897 31.9002 31.8204 32.8349 32.6783 32.3437 32.1763 

6 28.0920 30.9499 28.1728 28.0567 28.1858 28.1432 29.5829 29.4661 28.7513 28.6349 

Table 1. Eigensolutions obtained for the Cook’s membrane 

___________________ 

1 Distorted mesh 
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 برای غشای کوک  A جایی قائم نقطهجابه .2جدول 

Point Measure 

StFEM 

[5]  

StSFEM 

[5]  
SFCM [14] SSCM 

Mesh 

12×8 

(distorted) 

Mesh 3×2 

(distorted) 

Mesh 6×8 Mesh 12×16 Mesh 3×4 Mesh 6×8 

k = 3 k = 4 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 4 k = 5 

A 

Mean 23.7773 24.9384 24.5173 24.5789 24.2455 24.3210 24.9199 25.0605 25.4724 25.4840 

Standard 

deviation 
1.8806 1.9997 1.9351 1.9403 1.9131 1.9191 1.9620 1.9723 2.0023 2.0018 

Table 2.  Vertical displacement at point A on the Cook’s membrane 
 

جایی انحراف معیار برای غشای کوکهای جابهمیدان .5شکل   

 

 
Fig. 5. Standard deviation of displacement fields for the Cook’s 

membrane 

جایی میانگین برای غشای کوکهای جابهمیدان .4شکل   

 

 
Fig. 4. Mean of displacement fields for the Cook’s membrane 

   
جایی، های میانگین و انحراف معیار جابهمیدان( 5و  4) یهاشکل

با  8×6)شبکه  ربالات یشپالا حاصل از نتایج شبکه ریزتر با سطح

با نتایج ها شکل ینسه ایمقادهند. نمایش می را (،5سطح پالایش 

. ددار روش پیشنهادی دقت مناسبیکه  دهدینشان م [14, 5]منابع 

راه را هم یکمرنگ شبکه انتخاب ها، خطوط خاکستریشکل یندر ا

 .دهندینشان م یچاردرخت یتمهای حاصل از الگورسلولزیر با

 

 دارصفحه حفره -2-4

 یبارها دارایمسطح صفحه تنش یک یلمبنا شامل تحل نمونه ینا

 یاتزئاست که ج یتصادف یفیبا روش سلول ط یگسترده کشش

آمده است. مبدأ مختصات مرکز حفره  [18]آن در منبع  یبارگذار

، 2حفره به مختصات ) یهدر حاش Aقائم گره  ییجاجابه بوده و

 یارتجاع یبضر یارو انحراف مع توسطست. مقدار م( مدنظر ا0

اند. صفحه با ضخامت واحد شده یفتعر 2×310و  410 یبترتبه
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 12 یاصل یدر هر دو راستا یدرنظر گرفته شده و طول همبستگ

را با دو  لویوننبسط کاره یژهو یرمقاد (3)واحد است. جدول 

 .کندیم یسهمقا یچاردرخت یشدو سطح پالا ینوع شبکه دارا

با هر دو شبکه نسبت  یفیحاصل از روش سلول ط یژهو دیرمقا

 .دارد یدقت مناسب یگرد یهابه حل روش

 
 

 دارصفحه حفره .6شکل 

 
Fig. 6. A Plate with hole 

 

 

 دارصفحه حفرهجایی میانگین برای های جابهمیدان .7شکل 

 

 
Fig. 7. Mean of displacement fields for the plate with hole 

 

 یتر دقت کمترشبکه درشت یاست که برا یهیالبته بد

بالاتر  یاعشار یهادقت کمتر در رقم یناما ا شودیمشاهده م

در  ،6)شکل  Aقائم نقطه  ییجاجابه ینمشهود است. همچن

شده است که  یسهمقا (4)در جدول  (حفره یگیهمسا

لول )روش س گذشته پژوهش یجبا نتا یمناسب یسازگار

متوسط و  ییجاجابه هاییداندارد. م ([14]محدود تصادفی 

 اختصار، یبرا. اندآمده (8و  7) یهادر شکل یارانحراف مع

 یشالابا سطح پ ریزتر از شبکه یناش ییجاجابه هاییدانتنها م

 اند. داده شده یشنما (6 یشبا سطح پالا 6×6)شبکه  بالاتر

به ترتیب تابع چگالی احتمال و تابع ( 10و  9) هایدر شکل

محاسبه و ترسیم  Aگره  قائم جاییتوزیع تجمعی برای جابه

سطح دو  و 6×6شبکه اند، که براساس نتایج تحلیل با شده

شود، در گونه که مشاهده میهستند. همان 6 و 5یش پالا

و روش المان  [14]مقایسه با روش سلول محدود تصادفی 

تصادفی دقت خوبی  ، روش سلول طیفی[18] محدود تصادفی

 .در محاسبه این توابع احتمالاتی دارد
 

 دارصفحه حفرهجایی انحراف معیار برای های جابهمیدان .8شکل 

 

 
Fig. 8. Standard deviation of displacement fields for the 

plate with hole 
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 دارشده برای صفحه حفرهمقادیر ویژه محاسبه .3جدول 

Mode number 

Eigenvalues 

FCM [14] SCM 

Mesh 6×6 Mesh 12×12 Mesh 4×4 Mesh 6×6 

k = 5 k = 6 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 5 k = 6 

1 77.5171 77.5190 77.4781 77.4800 77.7774 77.7833 77.6039 77.6116 

2 14.7097 14.7097 14.6889 14.6889 14.8829 14.8829 14.7703 14.7703 

3 13.8498 13.8511 13.8307 13.8320 13.9823 13.9863 13.9011 13.9064 

4 4.8087 4.8088 4.7995 4.7995 4.9751 4.9751 4.8735 4.8735 

5 4.5599 4.5601 4.5519 4.5522 4.7073 4.7082 4.6201 4.6212 

6 2.6031 2.6033 2.5988 2.5990 2.6740 2.6746 2.6292 2.6299 

Table 3. Eigensolutions obtained for the plate with hole 
 

 دارصفحه حفرهبرای  Aجایی قائم نقطه جابه( 4) جدول

Point Measure Collocation-based StFEM  [18] 

SFCM [14] SSCM 

Mesh 6×6 Mesh 12×12 Mesh 4×4 Mesh 6×6 

k = 5 k = 6 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 5 k = 6 

A 

Mean 0.4891E-2 
0.4990 

E-2 

0.4985 

E-2 

0.5095 

E-2 

0.5094 

E-2 

0.5636  

E-2 

0.5543  

E-2 

0.5123  

E-2 

0.5105  

E-2 

Standard deviation 2-0.08E 0.0920 

E-2 

0.0919 

E-2 

0.0937 

E-2 

0.0936 

E-2 

0.1013  

E-2 

0.0998  

E-2 

0.0944 
 E-2 

0.0941  

E-2 

Table 4.  Vertical displacement at point A on the plate with hole 

 

صفحه برای  Aجایی قائم نقطه تابع توزیع تجمعی برای جابه .10شکل 

 دارحفره

 
Fig. 10. Cumulative distribution function for vertical 

displacement at point A on the plate with hole 

صفحه برای  Aجایی قائم نقطه تابع چگالی احتمال برای جابه -9شکل 

 دارحفره

 
Fig. 9. Probability density function for vertical displacement at 

point A on the plate with hole 

 

 گیرینتیجه -5

برای حل مسائل  تصادفی را یفیط سلولروش  این پژوهش

بندی فرمول، ابتدا در این راستا دهد.میالاستواستاتیک توسعه 

بسط  زناشی ا نوع دوم فردهلمله انتگرالی حل عددی معاد

ش رو شده است، و سپس با روش سلول طیفی ارائه لوکارهیونن

حاظ الاستواستاتیک با ل حل مسئله سلول طیفی تصادفی برای

روش سلول طیفی  توسعه داده شده است. قطعیت مصالحعدم

 ،درلژان-لوباتو-نقاط گاوس و لاگرانژ یابیاز توابع درون یتصادف

روش  .جویدبهره میشود، که منجر به توابع شکل مرتبه بالا می

نسبت به المان محدود  یتوجهقابل هاییتمز یدارا پیشنهادی

مان از تعداد ال استفاده توانیاست که ازجمله م سنتی تصادفی

مناسب در  دقت لو،یوننبسط کاره کارآمد یکمتر، حل عدد

و  پیچیده، هندسه رایداسازه  موثر ، تحلیلیکیمسائل استات

همچنین برخلاف روش را نام برد.  استفاده از شبکه کارتزین

سلول محدود تصادفی، روش پیشنهادی نیازی به تشکیل توابع 

منجر به افزایش سرعت حل عددی  این ویژگی ویژه ندارد که
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و در کاهش زمان کل تحلیل  شودمی فردهلممعادله انتگرالی 

ه ک دهدیمحاسبات نشان می دیگر، سویاز . قش داردنتصادفی 

ح سطبه  یچندان یوابستگ فردهلم یمعادله انتگرال یحل عدد

 دارد یبستگ یبه تعداد درجات آزاد یشترنداشته و ب پالایش

ددی های عبا توجه به نمونه .های طیفی()وابسته به تعداد سلول

 واندتیم تصادفی سلول طیفیروش شود که شده، مشاهده میحل

 .ه دهدارائی در حل مسائل الاستواستاتیک مناسب ییو کارادقت 
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Abstract 

Nowadays, advances in numerical methods have led to model real-life physical problems effectively. One of 

the difficulties in modelling the real-life physical problems is the geometric creation, because the mesh 

definition for a complex geometry is hard. In order to overcome this issue, one can use the spectral cell method 

due to employing a Cartesian mesh even for a complex geometry, such that constant Jacobian is considered 

for cells in the mesh. Spectral cell method is a combination of the spectral element method and the fictious 

domain concept, which uses an adaptive integration employing the quadtree or octree partitioning for the cells 

intersecting arbitrary boundaries as well as the cells including nonuniform material distribution. The 

interpolation functions of Lobatto family of spectral elements are utilized in spectral cell method. The spectral 

cell method is an efficient numerical method to solve the governing equations of continuum structures with 

complicated geometries. On the other hand, uncertainty naturally exists in the parameters of an engineering 

system (e.g., elastic modulus) and the input of that system (e.g., loading). Thus, the effects of those 

uncertainties are important in the response calculation of the engineering system. There are two types of 

uncertainty: aleatoric and epistemic. Aleatoric uncertainty is defined as an intrinsic variability of certain 

quantities, while epistemic uncertainty is defined as a lack of knowledge about certain quantities. An 

alternative to a deterministic modelling is a stochastic modelling, but analysing such a stochastic model is 

harder than a deterministic model having deterministic material properties and configuration. This is because 

the behaviour of the stochastic model is inevitably stochastic. Traditionally, Monte-Carlo simulation analyses 

a stochastic model by generating numerous realizations of the stochastic problem, and then solves each one 

like a deterministic problem. Nevertheless, Monte-Carlo simulation needs very high computational cost, 

particularly for large-scale problems. A systematic technique for uncertainty quantification is the stochastic 

finite element method providing a variety of statistical information. However, the method is computationally 

expensive with respect to the finite element method, and thus there are many developments for stochastic 

methods. Consequently, this paper presents stochastic form of spectral cell method to solve elastostatic 

problems considering material uncertainties. Therefore, uncertainty quantification of an elastostatic problem 

with geometrically complex domain can be modelled more efficiently than the traditional stochastic finite 

element method. In the proposed method, Fredholm integral equation is discretised using spectral cell method 

to solve Karhunen-Loève expansion used for the random field decomposition. Also, this method uses fewer 

cells than the stochastic finite cell method, and does not require formation of the eigenfunctions. In addition, 

Karhunen-Loève and polynomial chaos expansions are used to decompose the random field and to consider 

the response variability, respectively. Simple mesh generation, desirable accuracy and computational cost are 

the main features of the present method. In this study, two benchmark numerical examples are provided to 

demonstrate the efficiency and capabilities of the proposed method in the solution of elastostatic problems. 

The results are compared to those of stochastic finite element method and stochastic spectral element method.  

 

Keywords: Elastostatic problem, Stochastic spectral cell method, Probabilistic structural analysis, Fredholm 

integral equation, Material uncertainty. 
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