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یافته  توسعه محدود اجزايهاي داراي ترك با استفاده از روش  ها و پوسته براي ورق اي ویژه يساز مدل ،در این تحقیق -چکیده

و پس از  شدهاستاندارد پوسته ارائه  محدود اجزاي يبند فرمولشونده کیرشهف  ابتدا با استفاده از فرضیات سادهدر . انجام شده است
ساز جدید و  حضور ترك، از توابع غنی تأثیر جادیا يبرا. ه استآن اطمینان حاصل شدکارایی ، با حل چند مثال از کد مربوط تدوین

در  ترك سازي شبیهسازي،  غنی فرایندهاي اطراف ترك طی  درجات آزادي گرهبربا افزودن  .استفاده شد تغییرمکانمتناسب با میدان 
اي و  ي صفحهها گذاريباري تحلیلی مسئله شکست ورق کیرشهف تحت ها جواباین توابع از . است انجام شدهها  ها و پوسته ورق

هاي افزار نرمي تحلیلی موجود و نتایج حاصل از ها جوابآمده با  دست به با حل چند مثال و مقایسه نتایج .اند شده خمشی استخراج 
  .مناسب است دار تركهاي  ها و پوسته آن در تحلیل ورقکارایی که نتایج کد داراي دقت قابل قبولی بوده و  شود می اثبات  ،دیگر

  
  .سازي یافته، غنی توسعه محدود ياجزاورق کیرشهف، پوسته داراي ترك،  :واژگانکلید

  
  مقدمه -1

در . شـوند  مـی ي رشد ترك به دو گروه کلی تقسیم ها روش
نظـر گرفتـه   مسـتقیم در مـدل در    شـکل به  ترك ،گروه اول

 نیـاز بـه   ،در حـین رشـد تـرك    حالـت، که در ایـن   شود می
 حضـور تـرك   تـأثیر  ،در گروه دوم .استمجدد  بندي شبکه

ایـن  . شـود  می دیدهدر روابط حاکم  غیرمستقیم و صورت به
نش و یا در روابـط  کر-روابط بنیادین تنشد در توان می تأثیر

 ،در حالـت اول . مکان لحـاظ شـود   تغییر-سینماتیک کرنش
قـرار   تـأثیر تحـت   Bماتریس  ،، و در حالت دومDماتریس 

محـدود،   ياجـزا  يب در فرمول بندیترت: حیتوض(. گیرد می
  .)ر مکان استییتنش، کرنش و تغ صورت به

   σ = D ε    و   ε B a     که σ، و a  
حضـور   ،در روابط سینماتیک تأثیریی که با ها روشیکی از 

یافتـه   توسـعه  محدود اجزاي، روش گیرد میترك را در نظر 
هـاي   در این روش با افـزودن درجـه آزادي بـه گـره    . است

این روش بر مبناي . شود میاطراف ترك، حضور ترك مدل 
شکل گرفته و به سرعت توسـعه یافتـه    1روش تقسیم واحد

                                                                                               
1. Partition of unity method 
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براي اولین بار از ایـن   1کو و بلکچبلی 1998در سال . است
بـا  ]. 1[ل مکانیـک شکسـت اسـتفاده کردنـد    ئروش در مسا

 ـ میرشد ترك  ،يساز مدلاستفاده از این روش  د بـدون  توان
ي هـا  زمینـه ایـن روش در   ].2[فتدیاتفاق ببندي مجدد  شبکه

ــا  ــه مس ــی از جمل ــدي  ئمختلف ــه بع ــت س ، ]5-3[ل شکس
] 7[FGM، شکسـت مـواد   ]6[ 2ي چسبندهها ترك يساز مدل

 شـده استفاده ] 8[رشد ترك در مواد ارتوتروپ يساز مدلو 
  .است

ــتفاده از روش   ــوص اسـ ــدر خصـ ــدود ياراجـ  محـ
ها نیز تحقیقاتی  و پوسته ها ورق يساز مدلیافته براي  توسعه

] 11-9[به مراجـع   توان میاست که از آن جمله  انجام شده
ریزنـر معطـوف    -ي ماندلینها ورقاین موارد به . اشاره کرد

ي هـا  کـرنش با در نظر گرفتن  3ریزنر -تئوري ماندلین. است
. شـود  مـی استفاده  ،ي نازك و ضخیمها ورقبرشی در آنالیز 

ي هـا  کـرنش کـه از   4تئوري کیرشـهف  به تئوري نسبتاین 
تـري داشـته و    پیچیـده  يبند فرمول، کند مینظر  برشی صرف

تئـوري  . اسـت  5شدگی برشی داراي مشکلاتی از جمله قفل
 ،ي نـازك هـا  ورقتر، در مورد  ساده يبند فرمولکیرشهف، با 

  .دهد میي قابل قبولی ارائه ها جواب
بـراي   ،یافتـه  توسـعه  محـدود  اجزايدر این مقاله روش 

 ،هـاي کیرشـهف داراي تـرك    و پوسـته  هـا  ورق يسـاز  مدل
 يسـاز  مـدل در ابتـدا یـک کـد بـا قابلیـت      . شود میاستفاده 

آماده شده و با حـل  ) بدون ترك(هاي کامل  و پوسته ها ورق
 هـا  ورق يساز مدل يبرا. شود میکد تأیید کارایی چند مثال 

 ،سـازي  غنی فرایندلازم است که طی  دار، تركهاي  و پوسته
 بنـابراین هاي اطراف ترك افزایش یابد کـه    درجه آزادي گره

ساز نوك ترك متناسب بـا   و توابع غنی Hاز تابع ناپیوستگی 

                                                                                               
1. Belytschko & Black 
2. Cohesive 
3. Mindlin-Reissner 
4. Kirchhoff 
5. Shear Locking 

کـد بـه زبـان فرتـرن و بـا      . شود میمیدان مورد نظر استفاده 
استفاده از المان مستطیلی چهارگرهی پوسـته آمـاده شـده و    

  .است شدهبا حل چندین مثال بررسی آن کارایی 
  
  تئوري -2
  ورق يبند فرمول -2-1

معمـولاً دو فـرض اولیـه در     ،ها ورقخمش  يبند فرمولدر 
صفحات عمـود بـر صـفحه     که اینیکی  ،شود مینظر گرفته 

دچــار اعوجــاج (ماننــد  همــواره صــفحه بــاقی مــی ،میــانی
به علت پایین بودن میزان تـنش   که اینو دیگري ) شوند مین

از این تنش  توان میها،  در مقایسه با سایر تنش zعمودي 
فـرض  ) کیرشهف(ي نازك ها ورقدر مورد . نظر کرد صرف

؛ بـدین صـورت کـه از    شـود  مـی سومی نیز در نظـر گرفتـه   
این فـرض کـه بـه    . شود مینظر  برشی صرف هاي شکلتغییر

معادل با این است که  ،اولر نیز مشهور است -برنولیفرض 
. مانند صفحات عمود بر صفحه میانی همواره عمود باقی می

 يبنـد  فرمـول بـه   تـوان  مـی  بـالا با در نظر گرفتن فرضـیات  
 vو  uچـه   چنـان  ،1مطـابق شـکل   . ي نازك پرداختها ورق
ــانتغییر ــا مک ــفحهه ــات  ي ص ــوده و  yو  xاي در جه  wب

 yو  xباشـد و   zد بر صـفحه در جهـت   تغییرمکان عمو
  :خواهیم داشت ،باشند xو  yتغییر زاویه حول محورهاي 

  

)1(  xu z (x, y)   , yv z (x,y)   ,

w w (x, y) 0  
  

پـس از  . اسـت صفحه میانی  zتغییرمکان در جهت  0wکه 
 ،اسـتفاده از روابـط تعـادل    ،ي نازكها ورقاعمال فرضیات 

فرض ایزوتروپ بودن ماده و ثابـت بـودن مـاتریس سـفتی     
  :رسیم زیر می معادله دیفرانسیل مرتبه چهار ، بهDخمشی 

  

)2(  4 4 4

4 2 2 4

w w wD( 2 ) q 0
x x y y

  
   

   
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

ce
j.m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

27
 ]

 

                             2 / 12

https://mcej.modares.ac.ir/article-16-6475-fa.html


 1389زمستان / 4دوره دهم، شماره                                     پژوهشی عمران مدرس -مجله علمی 

3 

که 
3

2

EtD
12(1 )




  ].12[است 
  

 
  درجات آزادي ورق با توجه به محورهاي مختصات )1(شکل 

 
  ورق محدود ياجزا يبند فرمول -2-2

ي متعددي ها المان ،محدود اجزايورق در  يساز مدلبراي 
ــن تحقیــق از المــان مســتطیلی  . معرفــی شــده اســت در ای

ي چهـاروجهی اسـت   هـا  المانچهارگرهی که یکی از انواع 
چهار گـره وجـود    ،در المان مستطیلی ورق. شود میاستفاده 

ابعـاد،   2شـکل  . سـه درجـه آزادي دارد   ،دارد که هـر گـره  
. دهـد  مـی این المـان را نشـان    هاي پارامترمختصات و سایر 

زیر در نظر  شکلبردار تغییرمکان گرهی یک المان نوعی به 
  :شود میگرفته 
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  المان مستطیلی ورق )2(شکل 

 محدود اجزايجزئیات مربوط به فرمول بندي  1در پیوست
به فرم گسسـته زیـر    تیدر نهااین نوع المان آمده است که 

  :رسد می
  

)4(  
I 3

h
il il

i 1 l 1
w w N

 

  , 
i

i

i

il x
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w
ˆw
ˆ

 
    
 
  

 

  

 تغییرمکـان مقـادیر گرهـی    wiهاي المان،  مجموعه گره Iکه 
عمودي، 

ix̂  و
iŷ  به ترتیب چرخش حول محورx  وy  و

ilN 12[است 1توابع شکل تعریف شده در پیوست.[  
  
  پوسته محدود ياجزا يبند فرمول -2-3

آن از ابتـدا داراي  ه میانی پوسته اساساً ورقی است که صفح
در نظر گرفته شد،  ها ورقفرضیاتی که در مورد . است انحنا

نحوه تحمل بارگـذاري  . شود میها نیز اعمال  در مورد پوسته
هاي تنش که بـر   منتجه. متفاوت است ها ورقها با  در پوسته

لفـه  ، در پوسته شـامل هـر دو مؤ  کنند میصفحه میانی عمل 
ها در زمره  پوسته ،مین دلیل؛ که به هاستمماسی و عمودي 

روند که قابلیت تحمل نیروهاي نسبتاً  یی به شمار میها سازه
  .دارندرا بالایی 

معمولاً تحت هـر دو بارگـذاري    ها المان ،در یک پوسته
هر یک  ،در یک المان تخت. اي قرار دارند خمشی و صفحه

ی هـای  شکلتغییر ، سببمستقل صورت به ها بارگذارياز این 
لفـه را  هـر مؤ ي سفتی مربوط به ها ماتریس بنابراین. شود می
مـاتریس سـفتی   . کـرد محاسـبه  مسـتقل  جداگانه و  توان می

با در نظر گـرفتن   توان میاي را  به بارگذاري صفحه ،مربوط
بـه   ،هـاي مربـوط   يبنـد  فرمـول اي و  یک المان تنش صفحه

در مورد ماتریس سـفتی خمشـی نیـز از    . کردسادگی تعیین 
  .شود میاستفاده ) بخش قبل( ها ورقي خمشی ها تحلیل

zیک المان مستطیلی تخت در مختصـات محلـی    y x 

x (u)

y (v)

q

y

x

Mxy My

Mxy

Mx

2a

2b

i

l k

j

y

x

z




ww(f )

xx
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اي را در نظـر   خمشـی و صـفحه   زمـان  هـم تحت بارگذاري 
حالـت  ) اي تـنش صـفحه  (اي  در بارگذاري صـفحه . بگیرید
یکتا بـا در دسـت داشـتن مقـادیر گرهـی       صورت بهکرنش 

سـازي   نـه یکمبـا  . استقابل محاسبه  vو  uي ها مکانتغییر
کـه   کردماتریس سفتی را تعیین  توان می ،انرژي پتانسیل کل

ي هـا  مکـان د نیروهاي گرهی را به تغییرتوان میاین ماتریس 
  :گرهی مرتبط سازد

  

)5(  (f ) (K ) ae p e p p f که: 
    
  

xip
i

yi

F
F

 a
 

  
 

ip
i

i

u
v

 

  

هـا را بـا    کـرنش  تـوان  مـی در مورد بارگذاري خمشـی نیـز   
ــی   ــان گره ــتفاده از تغییرمک ــتاي ( wاس و دو ) zدر راس

بـدین ترتیـب مـاتریس    . آورد دسـت  بـه  ŷو  x̂چرخش 
  :شود میسفتی المانی به فرم زیر معرفی 

  

)6(  (f ) (K ) ae b e b b که:  ˆa
ˆ
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در هـیچ یـک از دو    ẑچرخش  شود میکه دیده طور همان
 پـس . شـود  مـی ري به عنوان یـک پـارامتر وارد ن  مود بارگذا

؛ اما بـه علـت سـهولت اعمـال     کردنظر  از آن صرف توان می
ایـن   ،ماتریس تبدیل مختصات محلی به عمومی و بـالعکس 

 گیـریم  مـی چرخش را نیز در ترکیب ماتریس سفتی در نظر 
در بردار نیـرو   zMکه متناظر با گشتاور خمشی غیر واقعی 

ي متنـاظر بـا ایـن پـارامتر را در     ها مؤلفهعملاً تمامی . است
کـه بـدین صـورت     گیـریم  مـی صفر درنظر  ،ماتریس سفتی

ي مسئله از بین خواهد ها جواباین پارامتر در  تأثیرهرگونه 
المـان مسـتطیلی پوسـته مـورد      بدین ترتیب در مورد. رفت
چهار گره داریم که هر گره شش درجه آزادي خواهـد   ،نظر

  :زیر خواهد بود شکلبردار تغییر مکان گرهی به . داشت
  

)7(  i i i xi yi zi
ˆ ˆ ˆu v w     ia  

و نیروهاي گرهی متناظر با این بردار تغییرمکـان بـه شـکل    
  :استزیر 

  

)8(  
i i i

e
i x y z xi yi ziF F F M M M   f

 
  

  :در نتیجهو 
  

)9(  K a fe e  
  

یی ها ماتریسکه ماتریس سفتی در این حالت از ترکیب زیر 
  :آید می دست بهبه شکل زیر 
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از یـک سیسـتم مختصـات     بـالا در محاسبه ماتریس سـفتی  
ــه عنــوا ن صــفحه مرجــع اســتفاده شــده اســت و  محلــی ب

ي نیروهــا و گشـتاورهاي خمشــی نیــز در همــین  هــا مؤلفـه 
هـا کـه    هدر پوسـت . آمـده اسـت   دسـت  بـه سیستم مختصات 

 اسـت، سـه بعـدي در فضـا     صـورت  به ها المانگیري  جهت
zتبدیل مختصات محلی  y x      بـه یـک سیسـتم مختصـات

zعمومی که با  y x  است؛ چرا ضروري , شود مینشان داده
و اعمـال معادلـه تعـادل عمـلاً در      ها المانسازي  که مجتمع

تبــدیل نیروهــا و  . شــود مــیانجــام دســتگاه عمــومی  
ي یک گـره از سیسـتم مختصـات عمـومی بـه      ها مکانتغییر

  :شود میانجام به شکل زیر  Tمحلی با استفاده از ماتریس 
  

)11(  f Tfi i  a Tai i  

  که

)12(  0
T

0
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شامل کسینوس جهـات بـین    33یک ماتریس  ماتریس 
  .استمحورهاي سیستم مختصات محلی و عمومی 

  

)13(  
cos(x,x) cos(x,y) cos(x,z)
cos(y,x) cos(y,y) cos(y,z)
cos(z,x) cos(z,y) cos(z,z)

 
   
  

  

  

و  xکسینوس زاویه بین محـور   cos(x,x)که به عنوان مثال 
x ماتریس جاکه آناز . است T  نوشت توان میمتعامد است:  

  

)14(  Tf T fi i  , Ta T ai i  , K T K Te T e
rs rs  

  

eکه 
rsK  محاسـبه  ) 10(در سیستم مختصات محلی از رابطـه

  ].12[شود می
  
  یافته توسعه محدود ياجزا يبند فرمول -2-4

 نهایـت  بیدر یک ورق  ،و تنش نوك ترك تغییرمکانمیدان 
ــتفاده از روش    ــا اسـ ــامز و بـ ــط ویلیـ ــرك توسـ داراي تـ

eigenfunction بـــراي ورق تحـــت ]. 13[آمـــد دســـت بـــه
  :میدان تغییر مکان عبارت است از ،اي ي صفحهها بارگذاري

)15(  

2

1 I

2 2

2

II

2

1cos 2 2sin
2 1 2u K r

u 2 2 4sin 2cos
2 1 2

4sin 2cos
2 1 2K r

2 2 1cos 2 2sin
2 1 2

                                
                     

              
                      





 
 

 
 

 

  

 IIKو  IKمدول برشـی و ضـریب پواسـون و     و  که 
را ) 15(رابطـه   .اسـت شدت تنش کششی و برشی  ضرایب

  :زیر بازنویسی کرد شکلبه  توان می
 .است و  rمستقل از مختصات  Biو  Aiکه ضرایب 

ــاریف ســی و همکــاران   ــا اســتفاده از تع ــراي ] 14[ب ب
آمده  دست به تغییرمکانشدت تنش خمشی، میدان  ضرایب

بـه   ،]15[ي خمشـی توسط ویلیامز براي ورق تحت بارگذار

  :شود میزیر ارائه  شکل
  

)16(  
   

   

1 2
1

2
1 2

3 4

3 4

A r sin A r cos
u 2 2
u

B r sin B r cos
2 2

A r sin cos A rcos cos
2 2

B r sin cos B rcos cos
2 2

                  
               

          
    


               

 

  

)17(  
3 2 2

1

2

(2r) (1 ) 1 7 3w K cos cos
2Eh(3 ) 3 1 2 2

1 5 3 3K sin Sin
3 1 2 2

                  
               

 

  

 ضرایب K2و  K1مدول الاستیسیته و  Eضخامت ورق،  hکه 
) 16(مشـابه رابطـه    .اسـت  1شدت تنش خمشی و پیچشـی 

  :زیر نوشت شکلرا به ) 17(رابطه  توان می
  

)18(  
3 3
2 2

1 2

3 3
2 2

3 4

w C r sin C r cos
2 2

3 3C r sin C r cos
2 2

         
   

       
   

 

  

 محدود اجزاياز روش  ،پوسته داراي ترك سازي شبیه يبرا
کـه درجـات آزادي    شکلبدین . کنیم یافته استفاده می توسعه

سازي متناسـب   هاي اطراف ترك با استفاده از توابع غنی گره
فرم گسسته تغییر مکـان  . یابد میافزایش  تغییرمکانبا میدان 

  :]2[شود میزیر ارائه  شکلاي به  صفحه
  

)19(  I J K 4
h l

i i j j k k l
i 1 j 1 k 1 l 1

u u b H(x) c F (r, )
   

 
       

 
     

  

حـداقل  هایی که  مجموعه گره Jها،  مجموعه تمامی گره Iکه 
ترك قطع  ي وسیله بهکاملاً  ها آن ي متصل بهها المانیکی از 

یکـی از   دسـت کـم  هـایی کـه    مجموعـه گـره   Kو  شود می
در  .شامل نوك ترك باشـد، اسـت   ها آن ي متصل بهها المان

                                                                                               
1. Twisting 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

ce
j.m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

27
 ]

 

                             5 / 12

https://mcej.modares.ac.ir/article-16-6475-fa.html


 میرزایی و همکارمجید                     یافته محدود توسعه يها با استفاده از روش اجزا ها و پوسته سازي ترك در ورق شبیه

6 

اي نشـان داده   ها براي یک ترك نمونـه  این مجموعه 3شکل 
  .شده است

  

  
  ترك هاي اطراف سازي گره نحوه غنی )3(شکل 

  

 تغییرمکـان اول همـان فـرم گسسـته     عبـارت در این رابطـه  
هـا  uiها توابع شـکل و  iکه  استکلاسیک  محدود اجزاي

اي  تـابع پلـه  . اسـت مقادیر گرهـی درجـات آزادي مربـوط    
جاد یا یوستگیمکان ناپ دوم که در تغییر عبارتهویساید در 

  :شود میزیر تعریف  شکلبه  ،کند می
  

)20(  
*

n

*
n

1 for (x x ). o
H(x)

1 for (x x ). o


 
 

e

e




 

  

 اي، گوسی نمونـه  گیري انتگرالیک نقطه  xکه در این رابطه 
*x ترین نقطه به  نزدیکx و  روي مرز تركen   بردار واحـد

LFساز نـوك تـرك   توابع غنی. استعمود بر سطح  (r, )  از
اي  تحت بارگذاري صفحه دار تركي تحلیلی ورق ها جواب

زیر در نظر  شکلبه ) 16(استخراج شده و با توجه به رابطه 
  :شوند میگرفته 

  

)21(  
 

   

4
l l 1

F (r, ) r sin , r cos ,
2 2

r sin sin , r cos sin
2 2



           
   

         
    

 

  

 سـبب از این چهار تابع تنها تـابع اول داراي پـرش بـوده و    

 ـبق. شـود  مـی در طول ترك  تغییرمکانایجاد ناپیوستگی   ي هی
و  تغییرمکـان به علت سازگاري این توابع با میـدان   عبارات

  .شود میاستفاده  ها جوابافزایش دقت 
  :داریم wعمودي  تغییرمکان، در مورد )19(مشابه رابطه 

  

)22(  
I 3 J 3

h
il il jl jl

i 1 l 1 j 1 l 1

K 3 4
m

kl kl m
k 1 l 1 m 1

w N w N d H(x)

N e G (r, )

   

  

 

 
  

 

 

 
 

  

 ،کلاسـیک ورق  محـدود  اجـزاي اول فـرم گسسـته    عبارت
نیـز ارائـه   ) 4(کـه در رابطـه    استتحت بارگذاري خمشی 

اي بــراي ایجــاد  از تــابع پلــه دوبــارهدوم  عبــارتدر . هشــد
mGسوم از توابع جدید  عبارتناپیوستگی و در  (r, )  که از

هاي نوك  سازي گره ، براي غنیاند شدهاستخراج ) 18(رابطه 
  :ترك استفاده شده است

  

)23(  
 

3 3
4 2 2

l l 1

3 3
2 2

G (r, ) r sin , r cos ,
2 2

3 3r sin ,r cos
2 2



           
   
    
   

   

 

  

 ،نیز تنهـا توابـع اول و سـوم    جا اینلازم به ذکر است که در 
در امتداد تـرك را ایجـاد کـرده و دو     تغییرمکانناپیوستگی 

 .روند تابع دیگر براي افزایش دقت به کار می

  
 شدت تنش ضرایبمحاسبه  -3

ل شکسـت  مسـائ  هاي پارامتر ترین مهم ،شدت تنش ضرایب
. ارائـه شـده   هـا  آن محاسبهي متعددي براي ها روشو  است

، روش ضــرایبي متــداول محاســبه ایــن هــا روشیکــی از 
که تـرك   منحنی بستهاین انتگرال روي یک . است Jانتگرال 

شـدت تـنش    ضرایب. شود میرا احاطه کرده است تعریف 
جداگانـه  و  اسـت دیگـر   اي و خمشی مستقل از یـک  صفحه

 شـکل اي بـه   براي آنالیز صفحه Jانتگرال  .شوند میمحاسبه 

H ــابع پلـــه اي ــا تـ گره هاي  غــني ســازي شده    ب
ــرك ــع نــوك ت ــا توابـ گره هاي  غــني ســازي شده    ب
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  :شود میزیر تعریف 
  

)24(  p p i
i

uJ (W dy T ds)
x


 

  

  

 uiو   منحنـی بسـته  روي  بردار نیرو بر واحد طـول  Tiکه 
چگالی انرژي کرنشـی   pW. استاي  صفحه هاي مکانتغییر

  :شود میزیر تعریف  شکلکه به  استاي  صفحه
  

)25(  p
ij ij ij ij

1W d
2

       

  

تعریـف شـده کـه     منحنی بسته روي ) 24(انتگرال رابطه 
بـا   تـوان  مـی . در محاسبات عددي مشـکل اسـت   ورد آنبرا

این انتگرال را به انتگرال ناحیـه   استفاده از قضیه دیورژانس
  :کردتبدیل 

  

)26(  p pi
ij 1i

1 iA

u qJ [( W ) ]dA
x x
 

   
   

  

اسـت   منحنی بستهمحصور بین دو  ،در این انتگرال Aناحیه 
تابع وزنی همواري است کـه   qاند و  که ترك را احاطه کرده

بیرونی مقدار  منحنیمقدار یک و روي  ،داخلی منحنیروي 
  .]2[صفر را داراست

  :براي آنالیز خمشی عبارت است از bJانتگرال 
  

)27(   b b
k k, ,kJ W M n d   



        , 1,2    

  

 اسـت ی خمشـی  کرنشچگالی انرژي  bW رابطهکه در این 
  :شود میزیر تعریف  شکلبه 

  

)28(  ,
1W M
2        

  

به فرم انتگـرال  ) 26(مشابه رابطه  توان مینیز  را) 27(رابطه 
اي  رابطه بین ضرایب شدت تـنش صـفحه  . ناحیه تبدیل کرد
  :شود میزیر ارائه  شکلاي به  صفحه Jو مقادیر انتگرال 

  

)29(  2 2
p I IIK KJ

E E
   

  

اي  شـدت تـنش صـفحه    ضـرایب  KIIو  KIکه در این رابطه 
بالا بـراي  رابطه . استمدول الاستیسیته  Eمود اول و دوم و 

ــنش صــفحهل مســائ ــاربرد دارد ت ــرنش در مســائ. اي ک ل ک
2Eجاي خود را به  Eاي  صفحه /(1 )   بـه طـور   . دهـد  مـی

 Jشدت تـنش خمشـی و انتگـرال     ضرایبمشابه رابطه بین 
  :شود میزیر ارائه  شکلخمشی به 

  

)30(  b 2 2
1 2

1J ( )(K K )
3E 3
  

 
 

 

  

شـدت تـنش خمشـی و     ضرایب K2و  K1که در این رابطه 
  .]17[استپیچشی 

  

 حل چند مثال و بررسی نتایج -4
ــه بررســی    محــدود اجــزايکــد کــارایی در ایــن بخــش ب

بدین منظور به حل چند  .شود مییافته پوسته پرداخته  توسعه
ي تحلیلـی  هـا  جوابآمده با  دست بهمسئله پرداخته و نتایج 

  .شود میي دیگر مقایسه افزار نرمموجود و نتایج 
  
ــال اولم -4-1 ــرك . ثـ ــتطیلی داراي تـ ورق مسـ

  مرکزي تحت بارگذاري خمشی
 دهد میمسئله شناخته شده خمش خالص را نشان  ،4شکل 

  .استزیر  شکلکه ضرایب شدت تنش آن به 
  

)31(  0
1 2

6MK a
h

  , 2K 0  

  

 متر میلی 70در  88در این مسئله یک ورق مستطیلی به ابعاد 
همگـن در نظـر    همسـانگرد مـاده   بـا  متر میلی 1و ضخامت 

2E[گرفته شـده اسـت     210000N / mm 0.33 و  [ . روي
اعمـال شـده و    10N.mm/mm ،گشـتاور هاي وجه پایینی  گره

 ،چرخش حول وجـه مـذکور   ،هاي وجه بالایی گرهدر مورد 
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صفر در نظر گرفته شده است به طوري که شـرایط خمـش   
هـاي مختلـف    مسئله براي ترك با طول. شودخالص حاصل 

 ـ. حل شـده اسـت   المـان   1505بنـدي مـدل از    راي شـبکه ب
  .مستطیلی استفاده شده است

  

  
  ورق مستطیلی داراي ترك مرکزي تحت خمش )4(شکل 

  

 1شـدت تـنش در جـدول    ضریبآمده براي  دست بهنتایج 
از  Jلازم به ذکر است که براي محاسبه انتگـرال  . آمده است
ي قطـع  هـا  المـان حول ترك استفاده شده و  دایرهیک سري 

در  گیـري  انتگـرال عنوان ناحیـه   ها به این دایره وسیله بهشده 
دقیقاً یکسـان   آمده دست به K1مقادیر . نظر گرفته شده است

مقادیر محاسـبه شـده    نهیکمو  نهیشیبنیست اما اختلاف بین 
در . کنـد  مـی درصـد مقـدار واقعـی تجـاوز ن     10گاه از  هیچ

ها  دایرهشعاع . از میانگین مقادیر استفاده شده است 1جدول 
  .کند میطول ترك تغییر  2/1تا  4/1بین 

ورق مسـتطیلی یـک سـر گیـردار     . مثال دوم -4-2
  داراي ترك مرکزي تحت بارگذاري برشی

که وجـه بـالایی آن    دهد میورق مثال قبل را نشان  5شکل 
در تمامی جهات مقید شده وجه پایینی آن تحت بارگـذاري  

  .است قرار دارد N/mm1برشی 
  

  
  ورق مستطیلی یک سر گیردار تحت بارگذاري برشی )5(شکل 

  

با نتـایج   ABهاي روي خط  گره هاي مکانتغییردر این مثال، 
در . مقایسـه شـده اسـت    انسـیس  افـزار  نرمآمده از  دست به

 SHELL93ي پوسـته  هـا  المـان انسـیس از   افـزار  نـرم تحلیل 
 سـازي  شـبیه ي منفـرد بـراي   هـا  الماناستفاده شده و تکنیک 

  .کار گرفته شده است ترك به

  

  بارگذاري خمشیضرایب شدت تنش براي ورق مستطیلی با ترك مرکزي تحت ) 1(جدول 

  طول ترك 
(mm) 

 
1K  Analytical31(رابطه(  

 MPa mm   
1K  Code 

 MPa mm  1

1

K  
K  

Code
Analytical

   

 12  97/146  94/146   9999/0  

 16  71/169  6/169   999/0  

 20  74/189   8/187  99/0  

 24  85/207  7/204  98/0  

 28  5/224  06/226  98/0  
  
  

M0

h

2a

M0

Lateral Loading = 1 N/mm

86
 m

m

70 mm

24 mm

35
 m

m Line AB 
A B

26
 m

m
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و چرخش حول  wعمودي  هاي مکانتغییر 8تا  6ي ها شکل
درصد خطا براي  نهیشیب. کنند میرا مقایسه  yو  xمحورهاي 
بـه ترتیـب    xعمـودي و چـرخش حـول محـور      تغییرمکان

اســت کــه نشــانگر انطبــاق خــوب نتــایج   %0.12و  0.13%
  .استآمده  دست به

  

  
 y=26هاي منطبق بر خط  براي گره wعمودي  تغییرمکان )6(شکل 

  

  
 y=26هاي منطبق برخط  براي گره xچرخش حول محور )7(شکل 

  

  
 y=26هاي منطبق برخط  براي گره yچرخش حول محور  )8(شکل

  
ــوم -4-3 ــال س ــتو. مث ــته اس ــرك  هناپوس داراي ت

  مرکزي در راستاي محور، تحت فشار داخلی
در این مثال به بررسـی یـک اسـتوانه تحـت فشـار داخلـی       

براي سـادگی و کـاهش   . پرداخته شده است 9مطابق شکل 

1حجم محاسبات از 
مدل اسـتفاده شـده و شـرایط تقـارن      4

بدین  .مدل اعمال شده است ،EFو  CDلازم بر روي وجوه 
در  تغییرمکـان  ،EFهـاي روي وجـه    ترتیب که در مورد گره

شـده و در   انجام yو  xو چرخش حول محورهاي  zجهت 
و  yدر جهــت  تغییرمکــان CDهــاي روي وجـه   گــره مـورد 

 چنـین  هـم  .شده است انجام zو  xچرخش حول محورهاي 
 DFو  CEهـاي روي وجـه    گره يبرا xدر جهت  تغییرمکان

بـه   ،در ابتدا بدون در نظر گرفتن تـرك  .است  شده انجامنیز 
پرداختـه و سـپس یـک    انسیس  افزار نرممقایسه نتایج کد و 

در راسـتاي محـور اسـتوانه در نظـر گرفتـه و       ترك مرکزي
  .به حل مسئله پرداخته شده است دوباره

  

  
  ي داراي ترك محوري تحت فشار داخلیا نهاپوسته استو )9(شکل 

  

  
  ABنقاط واقع بر خط  xدر جهت  تغییرمکان )10(شکل 

  

آمـده از کـد و    دسـت  به هاي مکانتغییر 12تا  10ي ها شکل
نتـایج   .کننـد  مـی را مقایسـه   ABروي خط  انسیس افزار نرم
بدون در نظر گرفتن ترك و  ،آمده از حل کد پوسته دست به
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با در . استانسیس بدون هیچ خطایی بر هم منطبق  افزار نرم
درصـد خطـا بـراي     نیتـر  بـیش  نظر گرفتن ترك در مـدل، 

در مقایسـه   zو  x ،yآمده در جهات  دست به هاي مکانتغییر
  .است% 3و % 7، %2انسیس به ترتیب  افزار نرمبا نتایج 

  

  
  ABنقاط واقع بر خط  yدر جهت  تغییرمکان )11(شکل 

  

  
  ABنقاط واقع بر خط  zدر جهت  تغییرمکان )12(شکل 

  
 گیري نتیجهبندي و  جمع -5

هـاي   و پوسته ها ورقترك در  سازي شبیه ،هدف این تحقیق
ــتفاده از روش    ــا اس ــهف ب ــازك کیرش ــزاين ــدود اج  مح

بدین منظور یـک سـري توابـع جدیـد از     . استیافته  توسعه
ي داراي ترك استخراج شـده  ها ورقحلهاي تحلیلی موجود 

هـاي اطـراف تـرك     افزایش درجات آزادي گره فرایندو در 
آمـده   دست بهنتایج . ه استاستفاده شد ها آن از) سازي غنی(

هـاي   پوسـته  سـازي  شـبیه کـه کـد حاضـر در     دهد مینشان 
ي هـا  بارگذاريتحت انواع  ،بدون ترك بعدي سهبعدي و  دو

آمده کاملاً بـا   دست بهمناسبی داشته و نتایج کارایی  ،خمشی
مطابقـت دارد؛ بـه    محـدود  اجـزاي هاي افزار نرمنتایج سایر 

در جهـات مختلـف کـاملاً     تغییرمکاننحوي که نمودارهاي 
 انسـیس  افـزار  نـرم آمده از  دست به هاي مکانتغییرمنطبق بر 

و  هـا  ورق سـازي  شبیهکد در کارایی سپس به بررسی . است
با حل چند مثـال  . ه استهاي داراي ترك پرداخته شد پوسته

ي تحلیلـی موجـود   ها جوابآمده با  دست بهو مقایسه نتایج 
آمـده   دست بهي ها جوابکه  شد ي مشاهده افزار نرمو نتایج 

 .استبرخوردار  یاز دقت بسیار خوب

  
  محدود ورق اجزايبندي  فرمول -1 پیوست

، تنهـا پـارامتر   شـود  مـی دیـده  ) 2( کـه در رابطـه   طور همان
بـراي  . اسـت  wمجهول در معادله دیفرانسـیل مرتبـه چهـار    

درجه آزادي گرهـی در هـر    12با توجه به وجود  wتقریب 
. پارامتر استفاده کرد 12اي با  از یک چندجمله توان میالمان 

اي درجـه چهـار نـاقص     هاي یـک چندجمل ـ  این چند جمله
اي درجـه   یک چندجملـه  هاي پارامترخواهد بود، زیرا تعداد 

اسـت؛ پـس مجبـوریم برخـی از      12از  تـر  بیشچهار کامل 
ــیم ــارات را حــذف کن ــن  . عب ــاي مرســوم ای یکــی از فرمه

  :استاي به شکل زیر  چندجمله
 

)32(  2 2 3
1 2 3 4 5 6 7

2 2 3 3 3
8 9 10 11 12

w x y x xy y x

x y xy y x y xy

             

        
 

  

، wiبه فرم بالا مقادیر گرهـی   wبا در نظر گرفتن خیز 
ix̂  و

iŷ  آیند می دست بهبه شکل زیر:  
 

)33(  

i 1 2 i 3 iw x y ...        

xi 3 5 i
i

w ˆ x ...
y

 
        

 

 yi 2 5 i
i

w n!ˆ y ...
x r! n r !

          
 

  

، wi گذاري مقادیر گرهـی درجـات آزادي  یبا جا
ix̂  و

iŷ 
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یـک  . توابع شکل را تعیین کرد توان میدر چهار گره المان، 
توسـط   آید می دست بهدسته از توابع شکلی که به شکل بالا 

ملوش ارائه شد که در دسـتگاه مختصـات نرمـال شـده بـه      
  ]:16[شکل زیر است

  

)34(  
2 2

0 0
2

0 0 i
2

i

2
1 (1 )(1 ) b (1 )
8

a (1 )

        
 

        
     

T
iN  

  که

)35(  0 i   cx جایی که:  x
a


   

0 i   cy جایی که:  y
b


   

  

مـاتریس سـفتی    تـوان  مـی با درنظر گرفتن توابع شکل بـالا  
  :المانی را محاسبه کرد

  

)36(  e

e TK B DBdxdy


   

 که

)37(  

i 1 2 3 4

2 2 2
i1 i2 i3

2 2 2

2 2 2
i1 i2 i3

2 2 2

2 2 2
i1 i2 i2

B B ,B ,B ,B ( )

N N N
x x x
N N N
y y y
N N N2 2 2

y x y x y x

        
   
 

   
   

  
   

    
       

B L N∇

 

  

نیروهاي خارجی گرهی ناشی از بار گسترده به شـکل زیـر   
  :شود میمحاسبه 

  

)38(  b a

b a

qdxdy
 

   T
if N  
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